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Übungsblatt 9 – Lösungen

Aufgabe 1.
Sei X = B2(0) \ B1(0) ⊂ C. Betrachte ferner die Funktion f : X → C, f(z) = z. Dann
ist f ∈ Γ(X, O∗

X). Angenommen, es gäbe ein g ∈ Γ(X, OX) mit f = exp ◦g. Dann wäre
e2πi·g(z) = z für alle z ∈ X. Durch Betrachten der Kurve [0, 1] → X, t →→ 3

2e2πit erhalten
wir einen Widerspruch (der Logarithmus existiert nicht auf ganz X).

Aufgabe 2.
Für f ∈ Cq(U , F) und ein (q + 1)-Simplex σ = (U0, . . . , Uq+1) ist

(δf)(σ) =
q+1
i=0

(−1)i(f(U0, . . . , Ui−1, Ui+1, . . . , Uq+1))||σ| .

Also gilt für ein (q + 2)-Simplex σ = (U0, . . . , Uq+2) folglich

(δ2f)(σ) =
q+2
i=0

i−1
j=0

(−1)j(−1)i(f(U0, . . . , Uj−1, Uj+1, . . . , Ui−1, Ui+1, . . . , Uq+2))||σ|

+
q+2
i=0

q+2
j=i+1

(−1)j−1(−1)i(f(U0, . . . , Ui−1, Ui+1, . . . , Uj−1, Uj+1, . . . , Uq+2))||σ| .

Offensichtlich stimmen beide Summen nach Vertauschen von i und j bis auf das Vorzeichen
überein. Folglich ist (δ2f)(σ) = 0.

Aufgabe 3.
Sei f ∈ C1(U , F) mit δf = 0 und µ∗([f ]) = 0 gegeben. Folglich gibt es ein g ∈ C0(V, F)
mit µ(f) = δg. Für ein 1-Simplex τ = (V0, V1) von V gilt somit

f(µ(V0), µ(V1))||τ | = (µf)(V0, V1) = g(V0)||τ | − g(V1)||τ | .

Ferner gilt für ein 2-Simplex σ = (U0, U1, U2) von U , dass

f(U1, U2)||σ| − f(U0, U2)||σ| + f(U0, U1)||σ| = (δf)(U0, U1, U2) = 0 .

Sei nun U ∈ U gegeben. Für Vα ∈ V sei Wα := U ∩ Vα. Da


α∈I Vα = X gilt, ist
α∈I Wα = U . Sei ferner

hα := f(U, µ(Vα))|Wα + g(Vα)|Wα .
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Für α, β ∈ I ist

hα|Wα∩Wβ
− hβ|Wα∩Wβ

= f(U, µ(Vα))|Wα∩Wβ
+ g(Vα)|Wα∩Wβ

− f(U, µ(Vβ))|Wα∩Wβ
− g(Vβ)|Wα∩Wβ

= f(µ(Vα), µ(Vβ))|Wα∩Wβ
− f(U, µ(Vβ))|Wα∩Wβ

+ f(U, µ(Vα))|Wα∩Wβ

= (δf)(U, µ(Vα), µ(Vβ))|Wα∩Wβ

= 0 .

Folglich gibt es ein h(U) ∈ Γ(U, F) mit h(U)|Wα = hα für alle α ∈ I. Dies definiert
h ∈ C0(U , F).

Sei nun ein 1-Simplex σ = (U0, U1) von U gegeben. Für α ∈ I sei W ′
α := U0 ∩ U1 ∩ Vα.

Dann ist

h(U0)|W ′
α

− h(U1)|W ′
α

= f(U0, µ(Vα))|W ′
α

+ g(Vα)|W ′
α

− f(U1, µ(Vα))|W ′
α

− g(Vα)|W ′
α

= f(U0, U1)|W ′
α

für alle α ∈ I, da

f(U1, µ(Vα))|W ′
α

− f(U0, µ(Vα))|W ′
α

+ f(U0, U1)|W ′
α

= (δf)(U0, U1, µ(Vα))|W ′
α

= 0

gilt. Insbesondere folgt, dass

f(U0, U1) = h(U0)||σ| − h(U1)||σ| = (δh)(U0, U1)

gilt. Also ist f = δh und somit [f ] = 0 in H1(U , F). Folglich ist µ∗ : H1(U , F) →
H1(V, F) injektiv. Aufgrund der Definition von H1(X, F) ist somit auch die Abbildung
H1(U , F) → H1(X, F) injektiv.

Aufgabe 4.
Es ist H0(X,Cp) ∼= Γ(X,Cp) ∼= C nach Konstruktion der Wolkenkratzer-Garbe Cp.

Sei nun q > 0 und sei U = {Uα : α ∈ I} eine offene Überdeckung von X. Dann gibt
es ein α0 ∈ I, sodass p ∈ Uα0 . Für α ∈ I \ {α0} sei Vα := Uα \ {p} und ferner sei
Vα0 := Uα0 . Dann ist V := {Vα : α ∈ I} eine offene Überdeckung von X. Ferner ist V eine
Verfeinerung von U , da Vα ⊆ Uα für alle α ∈ I gilt. Außerdem ist p ∈ Vα genau dann,
wenn α = α0. Insbesondere gilt für ein q-Simplex (V0, . . . , Vq), dass p /∈ V0 ∩ · · · ∩ Vq.
Folglich ist Γ(V0 ∩· · ·∩Vq,Cp) = 0. Also ist Cq(V,Cp) = 0 und somit auch Hq(V,Cp) = 0.

Da es also für jede offene Überdeckung U von X eine Verfeinerung V gibt, sodass
Hq(V,Cp) = 0 gilt, folgt, dass Hq(X,Cp) = 0.
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