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Aufgabe 1: Morphismen von Spektren

Sei ϕ : AÑ B ein Ringmorphismus.

(i) Zeigen Sie, dass die assoziierte Abbildung ϕa : SpecB Ñ SpecA, welche p P SpecB auf

pc “ ϕ´1ppq P SpecA abbildet, wohlde�niert und stetig bzgl. der Zariski-Topologie ist, d.h.

Urbilder abgeschlossener Mengen sind wieder abgeschlossen.

(ii) Bestimmen Sie explizit die Abbildung ϕa für die Inklusion ϕ : ZÑ Zris.

Aufgabe 2: Abschluss eines Punkts

Zeigen Sie, dass der Abschluss von p P SpecA, d.h. tpu :“
Ş

TĂpZpT q durch Zppq gegeben wird.

Folgern Sie, dass

(i) p ein geschlossener Punkt ist (d.h. tpu “ tpu) ô p ist maximal;

(ii) q P tpu ô p Ă q.

Aufgabe 3: Spalten und Verkleben exakter Sequenzen

(i) (Spalten) Ist M1
α1
ÑM2

α2
ÑM3

α3
ÑM4 eine exakte Sequenz von A-Moduln, so sind auch

M1
α1 //M2

// imα2 “ kerα3
// 0

0 // kerα3 “ imα2
//M3

α3 //M4

,

exakt, wobei kerαÑM3 die Inklusion ist.

(ii) (Verkleben) Haben wir umgekehrt exakte Sequenzen

M1
α1 //M2

α2 // N // 0

0 // N //M3
α3 //M4,

wobei N ÑM3 die Inklusion ist, dann ist die folgende Sequenz exakt:

M1
α1 //M2

α2 //M3
α3 //M4.

(iii) Schlieÿen Sie daraus, dass jede exakte Folge

0 //M1
α1 //M2

α2 // . . . Mn
αn´1 //// 0

in kurze exakte Sequenzen der Form 0Ñ kerαi ÑMi
αi
Ñ imαi Ñ 0 gespalten werden kann.

Aufgabe 4: Endliche A-Moduln

SeiM ein endlich erzeugter A-Modul und φ :M Ñ An ein surjektiver Morphismus von A-Moduln

ñ kerφ ist endlich.

Hinweis: Sei e1, . . . , en eine Basis von An. Wähle ui P M so, dass φpuiq “ ei für i “ 1, . . . , n.
Zeigen Sie M “ kerφ‘ xu1, . . . , uny und schlieÿen daraus die Behauptung.


