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1.1

1.2

1 Hauptfaserbundel und
assoziierte Faserbundel

1-A Lokal triviale Faserung

Definition Sei :E ¥ M eine glatte Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten E und
M und F eine weitere Mannigfaltigkeit. Man nennt das Tupel E; ;M;F lokal-triviale
Faserung vom Fasertyp F, falls es zu jedem Punkt x 2 M eine Umgebung U M von
X und einen Di [edmorphismus

u: fu ru F *)
gibt mit pry U

Eigenschaft (*) nennt man lokale Trivialitat und die Abbildungen ( lokale Tri-
vialisierungen. E heil3t Totalraum, M Basis und  Projektion. Fur jedes x 2 M ist
die FaserEx — ! x E eine Untermannigfaltigkeit von E und unter dem Di [ed-

morphismus
U:x pro U Ey . EX 1 F

di Cedmorph zu F. Insbesondere sind alle Fasern Ex fur x 2 M zueinander di [ed
morph.

Beispiel 1 Die triviale Faserung E. M F, wobei  dann der Projektion auf den
ersten Faktor entspricht.

Analog zu Kartenwechseln auf Mannigfaltigkeiten, kann man nun Abbildungen
definieren, die zwischen den lokalen Trivialisierungen wechseln.

Definition Sei fU;g eine o [efe Uberdeckung von M und ; ™, die zugehdrigen
lokalen Trivialisierungen von E. Dann heif3t die Abbildung

i kP UiNUe F T Ui\Ue F

Ubergangsfunktion zwischen den Biindelkarten U;; ; und Uy, k .
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1.3

1.4

1.5

Hauptfaserbundel und assoziierte Faserbundel
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Zur lokalen Faserung und zur Ubergangsabbildung.

Durch diese Definition werden Abbildungen
ik :Ui\Ug ! DIiCH ; X » o ix kx

induziert. Spater werden wir sehen, dass das Bundel bereits vollstdndig durch die
ik beschrieben wird. Das erméglicht die Konstruktion von Biindeln durch Vorgabe
der ik und eine Klassifikation der Biindel Gber M.

Lemma Die Abbildungen ik erfullen die Kozyklen-Bedingung,

b) ik x ki X ij X, auf Ui\Uj\ Uk

Definition Zwei lokal triviale Faserungen E; ;M;F und E; ~:M:F heiRen iso-
morph, falls ein Di Ledmorphismus

"EYE
existiert, mit =

Ein solcher Di Ledmorphismus Uberfuhrt Fasern in Fasern. Insbesondere sind F
und F isomorph.

Bemerkung. Eine Faserung heil3t trivial, falls sie isomorphistzu M F;prq;M;F .

Beispiel 2 a.) Eine Uberlagerung p : M ¥ M ist eine lokal triviale Faserung mit
diskreter Faser.

6 26. Juli 2011



Lokal triviale Faserung

1.2 Kommutatives Diagramm fur isomorphe Faserungen.

b.) Vektorblindel, wie der Tangentialraum TM; ;M;R" oder das Formenbtndel
KTM; ;M; KR", sind lokal triviale Faserungen. Euklidische Vektorraume
bilden ihre Faser.
c.) Rahmenbulndel. Gegeben eine Mannigfaltigkeit M, definiert man

E Pe,, ~ p: pistBasisvon TxM; fureinx 2 M

Dann ist E eine Mannigfaltigkeit und durch E; ;M;F eine lokal triviale Fase-
rung gegeben, wobei  die FuBpunktabbildung ist, d.h.

P X; fallsp fe1;:::;eng Basis von TxM:
Die Faser Ex ist gerade die Menge aller Basen von TxM und folglich ist F  GLp,.

d.) Pullback-Bundel. Sei ¥ : N T M eine glatte Abbildungund E; ;M;F eine lokal
triviale Faserung. Man definiert nun

fE™ y,e2N E:fy e N E;
mit Projektionsabbildung — y;e y. Fur den Spezialfall einer Untermannig-

faltigkeiti : N = M istgeradei E E .

fFE—" g

|,

N——M

1.3 Kommutatives Diagramm ftr Pullback-Bundel.
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Hauptfaserbundel und assoziierte Faserbundel

1.6 Definition Ein glatter Schnitt einer lokal trivialen Faserung E; ;M;F isteine glatte
Abbildung

s:MUYE mit s idu:

D.h. fir alle x 2 M ists x 2 Ex 1 x . Der Raum aller Schnitte wird mit E
bezeichnet.

Die Existenz glatter Schnitte, d.h. E s, ist nicht per se gesichert, sondern an
topologische und geometrische Bedingungen an die Faserung geknupft. FUr hinrei-
chend kleine Umgebungen U M existieren jedoch immer lokale Schnitte.

1.7 Definition SeiU M eine o [ede Umgebung in M. Ein SchnittinEy 7 E lu
hei3t lokaler Schnitt von E tGber U. Der Raum der lokalen Schnitte tiber U wird mit
U;E bezeichnet.

1.8 Bemerkung. Ist der Fasertyp ein euklidischer Raum, d.h. F R", so existiert ein
allgemeiner Fortsetzungssatz: Sei A M abgeschlossen und s : A ¥ E glatt — d.h.
s: A T E istglatt und fur jedes x 2 @A existiert eine Umgebung U M von X, so
dass s : U T E ebenfalls glatt ist —, dann existiert eine glatte globale Fortsetzung
von s zu

S:M I E; § Ao s

Da es immer maoglich ist, einen Schnitt zu finden, der in einem Punkt glatt ist, lasst
sichauch E 5 immer garantieren.

1-B Hauptfaserbundel
Von besonderem Interesse sind Faserungen, auf denen eine Lie-Gruppe wirkt, die
mit der Faserung vertraglich ist.

1.9 Definition Sei G eine Lie-Gruppe und : P I M eine glatte Abbildung. Das Tupel
P; ;M;G heif3t G-Hauptfaserbiindel (G-HFB) auch G-Prinzipalbtndel Gber M, falls
gelten:

1) Die Gruppe G wirkt von rechts auf P und die Wirkung ist fasertreu, d.h.
Px 9 Px; fur alle x 2 M und g 2 G;

und die Gruppenwirkung ist einfach transitiv auf den Fasern, d.h. fir x 2 M
und zu p; g 2 Px gegeben existiert genaueing 2 G,sodassp g Q.

8 26. Juli 2011



Hauptfaserbindel

2.) Esgibt einen Bundelatlas U; y aus G-dquivarianten Bindelkarten, d.h.

U lu ru G; up p;supP ;
ist ein aquivarianter Di Cedmorphismus, wobeisy : 1 U I G glatt, und
uP d uP 9. P;suPg; 892G p2 'U;

d.h.esqiltsy p g sup gfiralleg2G;p2 'uUu. ~

In der Eichfeldtheorie nennt man die Wahl der Bundelkarten fU; (g auch Wahl
einer Eichung.

1.10 Notation. Um ein G-Hauptfaserbiindel P; ;M;G zu bezeichnen, schreiben wir
auch oft nur : P ¥ M bzw. lassen die Projektion ganz weg und bezeichnen das
G-Hauptfaserbindel mitP ¥ M.

1.11 Bemerkungen. a. Die Rechtswirkung von G lasst sich auch als eine Darstellung
r:G!Di[A; g . rg;

beschreiben, d.h. re idundrg rp rh g- Um die Notation kurz zu halten,
setzen wir zur Abkirzungrg p ~ p g.

b. M ist der G-Quotientenraum von P,
M P=G P=; P1 pz2a 9g9g:p2 p1 O

Man hatte das Hauptfaserbiindel auch Giber diese Aquivalenzrelation als Quoti-

entenraum definieren kdnnen. Insbesondere wirkt G nach dieser Definition frei

auf P. Die Faser 1 x ist dann die G-Bahn durch einen Punkt p 2 E mit
o] X und die Abbildung

Grv lx; g.p g
ist ein Di Ledmorphismus, d.h. alle Fasern Px sind di Ledmorph zu G.

Zwei lokal triviale Faserungen :E ¥ Mund ~:E ¥ M heiBen isomorph, falls es
einen Di Cedmorphismus : E I E gibt, der Fasern in Fasern tberfiihrt. Bei Haupt-
faserblindeln ist es sinnvoll zusé&tzlich noch zu fordern, dass dieser Isomorphismus
mit der G-Wirkung vertraglich ist.

26. Juli 2011 9
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1.12

Hauptfaserbundel und assoziierte Faserbundel

Definition Zwei G-Hauptfaserbiindel tiber der BasisM, P; ;M:G und P;7;M;G

heiBen isomorph, falls es einen G-aquivarianten Isomorphismus : P ¥ P gibt, der
die Fasern erhalt, d.h. P g p gund ~ . Folgendes Diagramm
kommutiert:

Bemerkung. Ein G-Hauptfaserbiindel heil3t trivial, falls es isomorph ist zum trivia-
len Bundel M G;prq;M;G :, d.h. falls eine globale Trivialisierung existiert.

Beispiel 3 a.) Fur jede Lie-Gruppe G ist das triviale G-Hauptfaserbiindel definiert
durchP M G ¥ M mitder G-Wirkung x;g h™ X;g h.

b.) Das Rahmenbulndel ist definiert durch

P, ~ P e1;ll;én . e1;::i;en Basisvon TxM fireinx 2 M ;
mit der GLh-Wirkung ej;:::;en 0 e(i;:::;e(,’1 ,
0 X
ej gji€i:
i
Die Fasern Py 1 x sind dann gerade alle Vektorraum-Basen von TxM, d.h.

Px GLp, furn dimM.

Die lokale Trivialitat wird beschrieben durch die Abbildungen
sy: U 1GLp;

furU M oled mit

wobei dx; e; jj die Transformationsmatrix beschreibt, die die Basis e;;:::;en
in die Standardbasis Uberfuhrt.

c.) Homogene Raume. Sei H G eine abgeschlossene Untergruppe, dann ist G=H
ein homogener Raum und durch

G ¥ G=H; g, 0

ist ein H-Hauptfaserbtndel : G ¥ G=H gegeben. Die Gruppenwirkung ent-
spricht gerade der Rechtsmultiplikation mit Elementen aus H G.

10 26. Juli 2011



1.14

Hauptfaserbindel 1-B

d.) Die n-dimensionale Sphare lasst sich als homogener Raum au [asken,
S" On 1=0n:
SomitistO n 1 ¥ S"ein O n -Hauptfaserbundel.

e.) Jede Mannigfaltigkeit M besitzt eine universelle Uberlagerung M ¥ M, d.h. die
Fundamentalgruppe von M ist trivial 1 M 1. Durch die universelle Uberla-
gerung istein 1 M -Hauptfaserbiindel M ¥ M gegeben.

f.) Hopf-Faserung. Man betrachtet die 2n  1-dimensionale Sphéare eingebettet in
C" 1 und identifiziert jeden Punkt auf der Sphéare mit einer Geraden in der kom-
plexen Ebene,

;8201 cn 1y cpn; V., V:

Man erhélt ein U 1 -Hauptfaserbiindel :S2" 1 ¥ CP"; alle Fasern sind di [ed
morph zuS* U 1 .Somitist S2" 1 1 CP" ein U 1 -Hauptfaserbiindel und die
Gruppenwirkung ist gerade die Standard-Skalarmultiplikation in C™ 1,

r,v Vv Z z2s! ¢, va2s? L

Die Standardiiberdeckung von CP" lasst sich in homogenen Koordinaten aus-
dricken als

Ui " fzo::iii:zjiiiiizn 1 zi 0g; 0O i n
Man definiert nun Abbildungen

si: YU TuU1l; 200100 Zn

Diese spielen gerade die Rolle der sy  pr», u in der Definition des Hauptfaser-
bundels.

Definition Sei P ein G-Hauptfaserbiindel iilber M und fU;g eine o [eéde Uberdeckung
von M. Man definiert nun Abbildungen
gij :Ui\Uj ! G; gij X “su psy P

firx2Mund p xX. =

26. Juli 2011 11



1 Hauptfaserbundel und assoziierte Faserbundel

Die Abbildungen gij sind wohldefiniert, denn falls p X q , So existiert
genaueing 2 G,sodassq p g und folglich ist

s, dsy; 4 * sy P gsy P g " sy pgg sy p

1.
Su; P Su; P .

1

Nach dem folgenden Lemma entsprechen die Ubergangsfunktionen des Haupfaser-
bindels P ¥ M gerade den Linkstranslationen mit gi;:

1.15 Lemma Seien Uj; Uj Umgebungen einer o [eden Uberdeckung von M. Dann gilt,

a) gij X uiy; X e, faralle x 2 M.

b) wy X g gij x g farallex2Mundg2G.

Beweis. Aufgrund der Aquivarianz gilt y p g u p g fur die lokalen Tri-
vialisierungen. Dies gilt auch fur die y.x ~ prs u p,, denn die G-Wirkung ist
fasertreu. Dadurch ist die G-Wirkung auf P durch die lokalen Trivialisierungen fest-
gelegt,

P g~ U;lx ux P 9, p2P; g2G: *)
Insbesondere ist ;% h g ux h gfirg;h2aG.

a): Wir haben bereits gesehen, dass die Definition der gij X sy, P sy; P 1

unabhéngig vom gewahlten p 2 Py ist. Wahle daher p so, dasssy; p  e. Dann ist

1 1 .
8] SUJ- € Uj ;X e

Eine kurze Rechnung ergibt,

gij X Su; P Sy; P !

1 .
Uix Ujix e uiy; X €

Su; P uix P

b): Analog erhélt man die zweite Behauptung:

1

gij X 9 uix ux © 9
1

Ui;x Ujix e g

Ui;x Ujl;xg : I

12 26. Juli 2011



1.16

1.17

1.18

Hauptfaserbindel

Die Abbildungen gij haben ahnliche Eigenschaften wie die Ubergangsfunktionen
uiy; - In der Literatur findet man daher fur die gij oftmals ebenfalls die Bezeich-
nung Ubergangsfunktionen. Sie erfiillen auch die Kozyklenbedingung:

Lemma Die Abbildungen gij : Ui \ U; ¥ G fur eine o [ede Uberdeckung fUjg von M
sind G-Kozyklen, d.h.

a) gii X e fur alle x 2 U.
b) gij X gjk X gik X fur x 2 U; \Uj \ Uyg.
Insbesondere gilt gij x ! gji X .

Satz Sei G eine Lie-Gruppe und P ¥ M glatt. Das Tupel P; ;M;G istein G-
Hauptfaserbiindel genau dann, wenn es einen Bindelatlas Uj;; y; und G-Kozyklen
gij gibt, so dass die Kozyklen jj durch Linkstranslation mit g;j gegeben sind. Die
G-Wirkung auf P ist dann gegeben durch

P g u;lx ux P 9 p X

Die Kozykeleigenschaft bildet quasi die ,Verklebungsvorschrift* nach der man
aus den gjj ein Bundel erhalt.

Beweis. ): Folgt direkt aus Lemma 1.15.

(: Man erhalt die y:;x aus den g;; und definiert die G-Wirkung durch obige
Formel. Dann ist diese fasertreu und einfach transitiv, denn die y.x sind Di[ed-
morphismen. O [ensichtlich sind auch die  nach dieser Definition G-aquivariant.
Somitist P; ;M;G ein Hauptfaserbindel. I

Lemma Es besteht eine bijektive Beziehung zwischen lokalen Schnitten und lokalen
Trivialisierungen. Insbesondere ist ein Hauptfaserbiindel genau dann trivial, wenn es
einen globalen Schnitt besitzt.

Beweis. ): Gegeben sei ein lokaler Schnitt . Furx 2 Uist y X 2 Px und folglich
existiert fur jedes p 2 Py ein eindeutiges g 2 G, so dass

P uXxX g

Man definiert nun als lokale Trivialisierung

u P u uX g X;9

26. Juli 2011 13
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1.19

Hauptfaserbundel und assoziierte Faserbundel

Die Glattheit von  folgt aus der Glattheit von .
(: Gegeben sei eine lokale Trivialisierung y : lu "U G . Zux2U
definiert man nun

dannist yglattund y X 2 Px. |
Bemerkung. Es gilt die Beziehung y X v X guv X furallex2U\V.

Beispiel 4 Sei P PgL,, das Rahmenbiindel lber einer n-dimensionalen Mannigfal-
tigkeit M. Eine Karte U;x von M, definiert einen zugehdrigen lokalen Schnitt

Das Rahmenbundel Pg, ist also genau dann trivial, wenn M parallelisierbar ist,
d.h. wenn n global definierte punktweise linear unabhéangige Vektorfelder existieren.
In diesem Fall sind auch das Tangentialbiindel und das Formenbindel trivial. Die
Trivialitat des Rahmenbundels ist also eine sehr starke Forderung.

Von den Sphéren sind lediglich die zwei Lie-Gruppen S und S3, sowie die S’
parallelisierbar. AuRerdem ist jede Lie-Gruppe parallelisierbar.

1-C Assoziierte Faserbundel

Hauptfaserbiindel sind wichtige Objekte der Di Lerkntialgeometrie, aus denen man
viele interessante Vektorblndel als assoziierte Faserbundel wiedergewinnen kann.
Eigenschaften wie der Zusammenhang Ubertragen sich — einmal fur das Hauptfa-
serbuindel definiert — dann auf diese Vektorbuindel. Exemplarisch behandeln wir in
diesem Abschnitt das Tangentialbliindel. s

Sei :P T M ein G-Hauptfaserbiindel, dann ist P x2mPx und alle Fasern Py
sind di Ledmorph zu G. Wirke G auRerdem von links auf einer Mannigfaltigkeit F,
d.h. es existiert eine Abbildung

I:GYDICH,; g, lg; mit le id und lIgh Vv lg Inhv:
Schreiben wir lg v g v, dann wirkt G von rechts auf P F durch,

p;v g7 p gig! v, Pp2P,v2Fg26G

14 26. Juli 2011



Assoziierte Faserbundel

Man definiert nun E P F =G _ P ¢F,wobeidie Punkte in E Aquivalenzklassen
p;Vv unter folgender Aquivalenzrelation sind

p;Vv p gg?l v fur alleg 2 G:

Man identifiziert also alle Punkte in P F, die in einer G-Bahn liegen. Die Projektion
von E auf M ist dann gegeben durch ~ :E ¥ M, p;v , p.

1.20 Satz Das Tupel E; ~;M;F st eine lokal triviale Faserung tiber M mit Faser F. Man

sagt E ist das zum G-Hauptfaserbiindel P assoziierte Faserbundel.

Beweis. Sei x 2 M und U; y eine Blindelkarte um 1 x vonP,
u: *u ru G p . pisu P

Man definiert nun als lokale Trivialisierung von E,
v:~'u ELTYU F p:v . p:sup V:

Dann ist | wohldefiniert, da G fasertreu und sy G-aquivariant ist . I

1.21 Bemerkung. Die Kozyklen von E P & F sind gegeben durch die Linkswirkung
Igij x der Kozyklen von P.

Beispiel 5 a.) Das Tangentialblindel ist assoziiert zum Rahmenbindel. Genauer
gilt fur eine N-dimensionale Mannigfaltigkeit M

TM  PoL, oL, R™
mit der Gruppenwirkung
GL, R" I RT; g,v ., g Vv:

Seidazum 2 M und p e1;:::;en eine Basisvon TmM, d.h. p 2 P,. Dann ist
der Di Ledmorphismus gegeben durch

P, o, R"3 p;v . viej 2 TmM; V.  ViiiiiVn 2R™
i1

26. Juli 2011 15
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1 Hauptfaserbundel und assoziierte Faserbundel

b.)

c.)

Analog ist auch das Formenbindel zum Rahmenbindel assoziiert. Die Gruppen-
wirkung von GL,, auf KR" ist dabei gegeben durch

k:GLh ¥ Aut KR" ; g VviNii™Nvge T g viNiiinNg vk
Die Abbildung  ist eine Darstellung von GL, auf KR"™ und man hat,

KTM  Pa,, . KR™
Die Aquivalenzklassen sind bezuglich der Darstellung zu verstehen als

p;Vv p g g v; p2Px; g2G:

Viele interessante Vektorblindel erhalt man als assoziierte Faserbiindel, indem
man das G-Hauptfaserbindel P ¥ M festhalt und nur die Darstellung vari-
iert.

1.22 Bemerkung. Sei P ein G-Hauptfaserblindel und E zu P assoziiert mit Fasertyp F. Sei

X 2 M, dann gilt Ex  F. FUr jedes p 2 Px ist nun der sogenannte Faserdi Ledmor-
phismus gegeben durch,

p :FY¥Px gF Ex; VvV, p;V:

O Cedsichtlich gilt p g p Igfirallep2P;g2G.

1.23 Lemma SeiE P g F ein zum G-Hauptfaserbiindel P assoziiertes Faserbiindel mit

Fasertyp F, dann besteht eine bijektive Beziehung zwischen Schnitten in E und G-

aquivarianten Funktionen,

n (0]
E eC'PFC~ f:PYF:fp g glfp furp2P;g2G : ~

Beweis. :Seis 2@t P;F G, dann definiert man fir x 2 M,

sX T pisp fur ein p 2 Px:

Der Schnitt s : M ¥ E ist wohl definiert, d.h. unabhéngig von der Wahl von p 2 Ey,
denn flr q 2 Px beliebig existierteing 2 G,sodassq p g und es gilt

16

a5 q P giSp g p gig 'sp p;S p

26. Juli 2011



Assoziierte Faserbundel

Weiterhin ist s glatt, denn s ist glatt, und somit ist s ein Schnitt in E.
:Seis2 E ,dannists x 2 Ex und man definiert flr p 2 Py,

somitists 2 ¢t p:r 6. 1

Beispiel 6 Die Schnitte im Tangentialbiindel sind gerade die Vektorfelder auf M.
Nach dem vorigen Lemma gilt M et Pg,;R™ G, Um dies zu veranschauli-
chen, wahle Karten U;x und V;y um m 2 M, dann sind durch

zwei Basen von T,,M gegeben. Zwischen den Koordinatenvektorfeldern besteht die
Beziehung

e X _ @ 0x; @x y!

aji—; aji
oyi Max; T oyi Qyi 0

mit der sich die Basen ineinander Uberfihren lassen,
P p g g &i1jin

Sei nun X ein Vektorfeld auf M, dann besitzt dieses beziglich den Karten x bzw. y
die lokale Darstellung,

X @ X
X v\ Vi

. 0 .
iij 1a“v'@xj - ©

Man kann X somit wie folgt eine Abbildung ¥ zuordnen
X, F; fp V1;:1:1,Vn &

Nach Gleichung (*) ist ¥ auBerdem G-aquivariant, denn £ p g f P .Somitist
f2et PeL,,; R" GLn Die Funktion f beschreibt das Vektorfeld X eindeutig, indem
es vorgibt, wie ein Basiswechsel, die Koe [ ziehten von X veréndert.

26. Juli 2011 17
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Hauptfaserbundel und assoziierte Faserbundel

Satz Sei M eine Mannigfaltigkeit und G eine Lie-Gruppe, die von links auf einer Man-
nigfaltigkeit F wirkt. Weiter sei fU;g eine o [ede Uberdeckung von M und

gij -Ui\U; I G

eine Familie von G-Kozyklen. Dann gibt es bis auf Isomorphie genau eine lokal trivia-
le Faserung E; 7;M;F deren Kozyklen durch Linkstranslation der gijj X gegeben
sind.

Beweis. Konstruktion von E. Man definiert zunachst

. L
E U; F;
i
und fir x;;vi 2U; F, Xk;vk 2 Uk F eine Aquivalenzrelation

Xi, Vi Xk; Vk aA Xj Xk X und vig JkiVi:

SetztmanE E= und ~ Xx;v X,soist :E ¥ M eine lokal triviale Faserung
mit lokalen Trivialisierungen

i : By lu Tu; F XiiV . XiiV !
Sei X 2 M, dann sind durch Konstruktion die Kartenwechsel gegeben durch,
1

ix kx V Jik X V:

Analog erhalt man das G-Hauptfaserbiindel P, indem man in obiger Konstruktion F
durch G ersetzt. Dann ist E zu P assoziiert, d.h. die Abbildung

ist ein Isomorphismus.
Es verbleibt, die Eindeutigkeit von E zu zeigen. |

1-D Vektorbundel

Definition Ein Vektorbundel vom Rang r ist eine lokal triviale Faserung E; ;M;V
mit folgenden Eigenschaften:

1.) Der Fasertyp V ist ein r-dimensionaler K-Vektorraum.
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1.27

1.28

Vektorbindel

2.) Fur den BuUndelatlas Uj; ; und x 2 M sind die Abbildungen
iix i Ey - Ex 'V
Vektorraumisomorphismen.

Ein Vektorbindel ist also eine Faserung deren Faser ein Vektorraum ist und deren
lokale Trivialisierungen eingeschrankt auf die Fasern Vektorraumisomorphismen er-
geben.

Bezeichnung. Furr rk E 1 nennt man E ein Geradenbtndel (auch Linienbln-
del).

Ahnlich wie bei den Hauptfaserbiindeln, ist es sinnvoll fur die Isomorphie zweier
Vektorbindel zusétzlich zu fordern, dass auch die lineare Struktur Gbertragen wird.

Definition Zwei Vektorbiindel E; :M:V und E;~;M:V heiRen isomorph, wenn
es einen fasertreuen Di Cedmorphismus

"EYE
gibt,sodass x E, - Ex ¥ Ey far jedes x 2 M ein Vektorraumisomorphismus.
Allgemeiner heil3t eine di Lerknzierbare, fasertreue Abbildung :E ¥ E Homo-

morphismus der Vektorbundel, wenn alle x lineare Abbildungen sind.

Lemma Seien :P ¥ M ein G-Hauptfaserbindel und zwei Vektorbindel

E1 P Vi, E> P ,Vy;

definiert durch die Darstellungen

1:G Y GL V., 2:G T GLV,:

Jede G-aquivariante Abbildung ¥ : V1 ¥ V; induziert einen Homomorphismus von
Vektorblndeln

T E1 ! Ey p;v , p;fv

26. Juli 2011 19
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Hauptfaserbundel und assoziierte Faserbundel

Beweis. Die Abbildung f ist wohldefiniert, denn seien g2G,p2Pundv 2Vq, so
ist p;v P g 19 !v undesqgilt

f pg i19tv p g;f 1gtv P g 29*Ffv
p;f v f pv

Weiterhin ist £ per definitionem fasertreu und f eingeschréankt auf eine Faser linear,
da f linear. [

Bemerkung. Der Raum der Schnitte E wird ein €1 M -Modul, indem man fur
einen Schnitt s in E und eine glatte Funktion f 2 et ™ definiert,

f s x fXx sx; X 2 M:

Definition Ein Vektorbindel heif3t trivial, falls es isomorph ist zum trivialen Bundel
E M K" Mist

Beispiel 7 a.) Das Tangentialbiindel ist ein Vektorbundel
TM  PeL, oL, R™
denn der Fasertyp ist der euklidische Vektorraum R".
b.) Das Formenbiindel ist ein Vektorbundel vom Rang E
“Tm  Pot, KR";
denn KR" ist isomorph zu R & .
c.) Betrachte den n-dimensionalen komplex projektiven Raum
n o
cpn L C" !: L Unterraum der Dimension 1
Das kanonische Linienbundel (auch tautologisches Bilindel) ist gegeben durch
n o]
n~ L 2cP" ctl: 2L -rcPmy
mit der Projektion  L; L und Fasern

n o
L 2¢chl: 2L L
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Vektorbindel 1-D

Lemma p ist ein komplexes Vektorbindel vom Rang 1.

Betrachte das U 1 -Hauptfaserbiindel (Hopf-Bundel)
gnl cnluwcp;, oz, z;

wobeiz z fuar 2 U 1 .Jedeirreduzible Darstellung von U 1 ist beschrie-
ben durch einen Index k 2 Z,

kUl 'GLC; Kz v z% firz2U1:v2C:

Alle Bundel die man als assoziierte Biindel aus dem Hopf-Blndel erhélt haben
die Gestalt

8

g k>0
sgant ¢ Kk §T,k; k <0:;

-trivial; k O;

wobei K N
k-mal
Eine Uberdeckung von S2" 1 I&sst sich in homogenen Koordinaten beschreiben

als

n o
Uj Zp::iiizZn - zj 0 O j n

Zu dieser Uberdeckung finden sich lokale Schnitte des Hopf-Biindels der Form
jouj !t 20 1 mjt
2% 1=2
Wo . W1 Wji . Wn X owie T
j Wo:iiliiwnp R R R S B R 1 — .
kj Wi
Damit lassen sich die lokalen Trivialisierungen des tautologischen Bindels an-
geben durch

i3nui!Ui C; L; . L;z; iL z

Die Abbildungen ; sind bijektiv, glatt und linear Isomorphismen in den Fasern.
Die Ubergangsfunktionen

i it UiNU; CT U\ G Lz ., LgijL z

sind ebenfalls glatt und somit ist |, assoziiert zu dem Hauptfaserbiindel, das
durch die gj; erzeugt wird.
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1.31

1.32

Hauptfaserbundel und assoziierte Faserbundel

Sei nun P ein G-Hauptfaserbiindel, V ein Vektorraum und eine G-Darstellung,
dh. :G Y AutV GL V ist ein Gruppen-Homomorphismus. Dann wirkt G auf
Vdurchg v™ g wv:

Lemma E ~P V ist ein Vektorbiindel.
Beweis. Die lokalen Trivialisierungen von P sind gegeben durch
v:Pu T U G P pisup
Man erhalt nun die lokalen Trivialisierungen von E durch
u:EBu T U V; p;v . P; Ssup Vv:
Die Vektorraumstruktur auf Ex ist dann gegeben durch
p;Vv p;w p; Vv w v,w 2V, 7 2K
Dadurch werden die Faserdi Ledmorphismen zu Vekotrraumisomorphismen,
p :V I Ey; v,p;v:l

Lemma Jedes Vektorblndel ist assoziiert zu einem G-Hauptfaserblindel mit linearer
Strukturgruppe G, d.h. G ist eine Untergruppe der GLp,.

Beweis. Sei . E ¥ M ein Vektorbindel mit Fasertyp V und G GL V . Sei
f U;j; i g ein BUndelatlas von E, dann sind fir jedes x 2 M die Abbildungen
ix k;%( lineare Isomorphismen von V. Folglich bilden die Kozyklen nach G ab,

gij :Ui\Ux I G:
Nach Satz ?? existiert ein zum G-Hauptfaserblindel assoziiertes Faserbindel mit G-
Kozyklen gjj. Da dieses bis auf Isomorphie eindeutig ist, folgt die Behauptung. |
1-E Lineare Algebra von Vektorbundeln

Da die Fasern der Vektorbiindel selbst Vektorraume sind, lassen sich einige Kon-
struktionen der Linearer Algebra direkt auf Vektorbiindel verallgemeinern. Dazu
wendet man die Konstruktion zunéchst auf den Fasern an und betrachtet das Er-
gebnis dann als Faser der Konstruktion fur das Vektorbindel.
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Lineare Algebra von Vektorbindeln

1.33 Definition Seien E; ;M;V und E;™;M:V zwei Vektorbiindel.

1.) Man definiert die Whitney-Summe als

- L
E E Ex Ex;
x2M

mit Projektion ~:E E ¥ M, ex & . X. Die lokalen Trivialisierungen sind
gegeben durch

~lu ru v V,; ex €x X, uUx €x Uix €x

2.) Das Tensorprodukt ist definiert als,

- L
E E Ex Ei:
x2M

mit Projektion und lokalen Trivialisierungen wie oben.

3.) Das zu E duale Bundel E ist definiert durch,

4.) Das Homomorphismenbundel ist definiert durch,

_ C ~
Hom E;E Hom Ex;Ex
x2M

undes giltHom E;E E E. ~

Fur einen komplexen Vektorraum V definiert man den konjugierten Vektorraum
V, indem man die abelschen Gruppenoperationen von V iibernimmt und als skalare
Multiplikation definiert

C V1V, ARV
wobei diese Multiplikation wieder in V aufzufassen ist.
1.34 Definition Das zu einem Vektorblindel E konjugierte Bundel ist definiert durch
_ L _

E” Ex:
x2M
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1.36

Hauptfaserbundel und assoziierte Faserbundel

Beispiel 8 Sei P ein G-Hauptfaserbiindel und sind zwei Vektorbiindel gegeben als
E P VvV, E -~v;

mit Darstellungen

:GIGLV; T:GEIGLV:
Dann ist die Whitney-Summe gegeben durchE E P ~V, mit der Darstellung
(¢} 1
~creLv; g.,@ 9 _ A

9

1-F Bundelmetriken

Lemma 1.32 des vorletzten Abschnittes besagt, dass jedes Vektorbiindel zu einem
G-Hauptfaserbindel mit linearer Strukturgruppe assoziiert ist. Fur reelle oder kom-
plexe Vektorbiindel kann man diese Aussage noch verschéarfen, denn dann ist das
Vektorbiindel sogar zu einem O n bzw. U n -Hauptfaserblndel assoziiert.

Definition Sei E ¥ M ein reelles oder komplexes Vektorbiindel. Eine Blindelmetrik auf
E ist ein Schnitth 2 E E , so dass hy fir jedes x 2 M eine nicht-ausgeartete
und symmetrische (fur E reell) bzw. hermitische (fiir E komplex) Bilinearform ist.

Satz Auf jedem reellen oder komplexen Vektorbindel existiert eine positiv definite

BlUndelmetrik.

Beweis. Sei fUjg eine o [ede Uberdeckung der Mannigfaltigkeit M und E ¥ M ein
reelles oder komplexes Vektorbiindel vom Fasertyp V mit Trivialisierungen

it tu Ty Ve

Sei weiter e1;:::;en eine Basis in V, dann definiert man lokale Schnitte
Siia Ui Y E; Si;a X il X;€a ;
fura 1;:::;n. FUr jedes x 2 U; bilden die Schnitte sj.; X ;:::;Si:;n X eine Basis

der Faser Ex. Durch Festlegung einer Orthonormalbasis wird nun lokal auf U; eine
BlUndelmetrik induziert,

hi:Ui ¥ E,, Eui; hi X Sia X ;Sib X 7 ab; 1 ab n:
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1.37

Bundelmetriken

Man wahlt nun eine der Uberdeckung fU;g untergeordnete Zerlegung der Eins ; ,
die lokal endlich ist, und setzt

X

h™ fi hiZ
1

Dann ist h auf ganz M definiert und fur jedes x 2 M sind nur endlich viele f; x
von Null verschieden. Somit ist h ein Schnittin E E und die Symmetrie bzw.
Hermitizitat der h; Ubertragen sich auf h. AuRerdem ist h nicht ausgeartet, da die
h; positiv definit sind.

Beispiel 9 Die Riemannsche Metrik ist eine Buindelmetrik auf dem Tangentialbin-
del. Wahrend nach dem vorangegangenen Satz stets eine positiv definite Biundelme-
trik gegeben ist, ist die Existenz von Bundelmetriken beliebiger Signatur an topolo-
gische Bedingungen an die Mannigfaltigkeit M geknipft.

Satz Sei E ¥ M ein Vektorbiindel vom Rang n.

a) Ist E reell, so ist E assoziiert zu einem O n -Hauptfaserbtndel.

b) Ist E komplex, so ist E assoziiert zu einem U n -Hauptfaserbiindel.

Beweis. Sei E ¥ M ein Vektorbiindel vom Rang n. Zu x 2 M definiere Px als die
Menge der Orthonormalbasen in Ex. Dann ist durch

L
P Px

x2M

M

ein Hauptfaserbiindel gegeben.

a): Ist das Vektorbuindel reell, so sind alle Fasern Ex isomorph zu einem reellen
Vektorraum V. Zu je zwei Orthonormalbasen Uber Ex existiert genau eine orthogo-
nale Abbildung, die die Orthonormalbasen ineinander tUberfihrt. Somit wirkt O n
einfach transitiv auf den Fasern Py, also istP ¥ M ein O n -Hauptfaserbiindel. Der
Di Ledmorphismus, der E zu P assoziiert, ist gegeben durch

X
P o, R™ I E; S1;::::Sn 5 V1,:i5Vn . ViSi;

flr eine Basis sq;:::;sn iNEx und vi;:::;vh 2 R™

b): Ist das Vektorbiindel komplex, so sind alle Fasern Ex isomorph zu einem uni-
taren Vektorraum V. Somit wirkt U n einfach transitiv auf den Fasern Py und E ist
zu einem U n -Hauptfaserbiindel P ¥ M assoziiert. I
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1.38

Hauptfaserbundel und assoziierte Faserbundel

Beispiel 10 a.) Konstruktion von Bundelmetriken in assoziierten Vektorbtndeln. Sei
:P ¥ M ein G-Hauptfaserbiindel und

:GIGLV

eine Darstellung auf V. Weiter sei h ; 1y ein G-invariantes Skalarprodukt auf V,
d.h.

gvVv, gw,y hv;wiy; furalleg 2G; v;w 2 V:

Fur einen reellen Vektorraum V impliziert dies im O n . Ist V dagegen
komplex, so folgt im un.

Nun existiertaufE P V eine Bundelmetrik so, dass fur e5 p;Vva flrein
beliebiges p 2 Px undvg 2 V,a 1;2qilt

h x e1;ex T hvy;voiy:

Die Bundelmetrik héngt nicht von der Wahl von p ab, denn fur ein anderes
g 2 Px existierteing 2 G,sodassq p g unddamit p;va a; g lva.
Mit der G-Invarianz von h ; iy, folgt nun

D E

g vi; g 1vzv hvi;voiy  h X eg;es:

Somit ist h wohldefiniert.

b.) Das vorangegangene Beispiel ist typisch: Ein unter der Darstellung invariantes
Objekt auf dem Vektorraum induziert ein Objekt auf dem Bundel.

1-G Reduktion der Strukturgruppe

Ein Vektorbiindel vom Rang n ist in natuUrlicher Weise assoziiert zu einem GLp-
Hauptfaserbtndel. Ist es aulRerdem reell bzw. komplex, so ist es zuséatzlich assozi-
iert zu einem Op- bzw. U,- Hauptfaserbindel, wobei O, und Uy, Untergruppen der
GLn sind. Dieser Zusammenhang soll nun formalisiert werden.

Definition Sei p : P ¥ M ein G-Hauptfaserbindel und :H ¥ G ein Gruppenho-
momorphismus von Lie-Gruppen. Eine -Reduktion von P ist ein H-Hauptfaserbtndel
0 :Q ¥ M und eine Abbildung f : Q T P mit folgenden Eigenschaften:

1.) f istfasertreu,d.h. p F Q-
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Reduktion der Strukturgruppe

2) fqg h fq h firalleq2 Qundh2H.

1.39 Bemerkung. Ist H G eine Lie-Untergruppe und i : H = G die Inklusion, so
nennt man die -Reduktion auch einfach Reduktion von P auf ein H-Hauptfaserbtindel
Q. Die Strukturgruppe von P wird also reduziert auf die Untergruppe H  G. In die-
sem Fall ist Q sogar ein Unterbtindel von P.

Beispiel 11 Sei Pg_,, ¥ M das Rahmenbiindel von M.

a.) Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Eine Riemannsche Metrik g auf M definiert
eine Reduktion von Pg,, auf ein Pg, -Hauptfaserblindel, wobei i : O, = GLp
eine Lie-Untergruppe ist.

— PaL,

\/

¥ PgL, eine Op-Reduktion von Pg|,,. Dann definiert

On

Sei umgekehrt ¥ : Q  Pg,

Q;f wie folgt eine Riemannsche Metrik auf M: Seien x 2 M und q 2 Qx,
dannistf g \VZREaa ;Vn eine Basis von TxM. Man definiert die Metrik g nun
punktweise durch dle Festsetzung

g X Vi,Vj ij-

Damit ist g wohldefiniert, denn fir eine andere Wahl von § 2 P, ist§ q g9
und

f§g fgg faqg g ViiiVn;

ist eine zu £ g orthogonal konjugierte Basis von TxM und erzeugt somit die-
selbe Metrik g.
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Hauptfaserbundel und assoziierte Faserbundel

b.)

d.)

28

Zusammenfassend existiert genau dann eine Riemannsche Metrik auf M, wenn
PsL eine O-Reduktion besitzt.

Orientierbare Mannigfaltigkeiten. Eine Mannigfaltigkeit M ist genau dann orien-
tierbar, wenn sich Pg,, auf P, reduzieren lasst, wobei

GL, “fA2GL, : detA>0g:

Das Hauptfaserbundel Pg  ist gerade die Menge aller Basen in Pg,, mit positiver
Orientierung.

Ist M;g aullerdem eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, so ist M genau dann
orientierbar, wenn eine Reduktion von Pg_, auf Pso, = Po,, = Pg_,, existiert.

Riemannsche Produkte. Sei M? N2 N2 mita b n, dann ist das Tangenti-
albindel von M die Whitney-Summe der Tangentialbindel von N1 und Ny,

TM TN;p TNa:

Somit reduziert sich Pg(,, auf Pg mit

0 1
Gla 0 ,.

c @
0 GLp

Fastkomplexe Mannigfaltigkeiten. Eine Mannigfaltigkeit M ist eine komplexe Man-
nigfaltigkeit, wenn ihre Karten auf o [ede Teilmengen des C" abbilden und die
Kartenwechsel biholomorphe Abbildungen sind. Eine gréRere Klasse bilden die
fastkomplexen Mannigfaltigkeiten, fur die ein Endomorphismus J 2 End TM
existiert mit J2 Id. Durch Jx wird jeder Tangentialraum TxM zu einem kom-
plexen Vektorraum. Diese Mannigfaltigkeiten haben notwendigerweise gerade
Dimension und solch ein J existiert genau dann, wenn das Tangentialbliindel
TM ein komplexes Vektorbundel ist.

Eine Mannigfaltigkeit M?" ist genau dann fastkomplex, wenn sich Pg,,, auf Pg
reduziert mit
80 1 9
2 =z
s .e"
B

B =
AA:A;BZGLn_ GL, C:

Ist M2" auRerdem Riemannsch, dann ist M genau dann fastkomplex, wenn sich
PcL,, auf Py, reduziert, wobei die unitare Gruppe U, als Up O>n \G zu
verstehen ist.
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Reduktion der Strukturgruppe

e.) Spin Strukturen. Die nichttriviale zweifache Uberlagerung der SOp,
: Sping, Hson

ist eine Lie-Gruppe, die sogenannte Spin-Gruppe Spin,. Sie ist zusammenhan-
gend fur n £ 2 und einfach zusammenhéngend fur n £ 3,d.h. 1 Spin, 1. Ei-
ne Spin-Struktur auf einer orientierten Riemannschen Mannigfaltigkeit M"™; g
ist eine -Reduktion von Pso,, auf

Pspin,, ¥ Pso,:

Nicht jede orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit tragt eine solche Struktur.
Ihre Existenz ist an topologische Bedingungen gekntpft, die man als Orientier-
barkeit 2. Ordnung verstehen kann.

Es gibt Darstellungen von Spin,, die keine Darstellungen von SOy, sind. Mit ihnen
lassen sich neue Bundel, sogenannte Spinor Bindel definieren. In der Quanten-
elektrodynamik interpretiert man Elementarteilchen wie das Elektron als Schnit-
te in diesen Spinor Blndeln.

f.) Triviales Hauptfaserbiindel. Wie jede Gruppe besitzt die GL die triviale Unter-
gruppe feg G. Sei ¥: Q ¥ P eine feg-Reduktion von P. Dann ist jede Faser Qx
fur x 2 M di Ledmorph zu feg und folglich

C
Q Qx M feg M:
xX2M

Die lokalen Trivialisierungen von Q haben die Form
u: U TuU U feg

und somit existiert ein globaler Schnitt von Q
‘M I Q; X , X Txg feg:

Durch s f : M I P ist somit ein globaler Schnitt von P gegeben und
folglich ist P trivial.

Existiert umgekehrt ein globaler Schnitts : M ¥ P, dann definiert die Abbildung
f:Q M feg !t P; X;e , S X

eine feg-Reduktion von P, denn p Ff Xx;e p S X X Q X;e.

Somit ist P genau dann trivial, wenn P eine feg-Reduktion besitzt.
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1 Hauptfaserbundel und assoziierte Faserbundel

1.40 Bemerkung. Das Rahmenbiindel lasst sich auch au [asken als
PeL,, f:R™ ¥ T4M : f ist ein linearer Isomorphismus ;

denn eine Abbildung £ : R" ¥ TxM ist genau dann ein Isomorphismus, wenn sie
Basen von R" in Basen von TxM uberfihrt. Analog dazu betrachtet man auch

Po f:R" ¥ T,M : F ist Isometrie ;

n

PaL,, f:R" I T,M : T ist orientierbarer Isomorphismus :

1.41 Satz Sei :H ¥ G ein Gruppenhomomorphismus von Lie-Gruppen, :G ¥ GL V
eine Darstellung von G Uber einem Vektorraum V und P ¥ M ein G-Hauptfaserbindel
mit einer -Reduktion Q;f . Dann gilt

P V Q V:

H G GL V

Beispiel 12 Sei M;g eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann besitzt M eine Re-
duktion Po, = PgL, und es gilt

TM  PaL, R" Po, R";

mit id und i:0nh=>GLp.

Beweis des Satzes. Wir geben direkt die Abbildung
1Q A\ S V; qv , Fq;v;

an, und weisen im folgenden nach, dass es sich dabei um einen Vektorbindel-
Isomorphismus handelt. Sei dazu x 2 M fest.
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Reduktion der Strukturgruppe

ist wohldefiniert. Sei § 2 Qx eine andere Wahl von q, so existiert ein h 2 H mit
d g hund q;v q h; h 1v . Folglich ist

fq h; h v f q h: h v fq;v q;v

ist linear auf Fasern. Dies ist o [edsichtlich der Fall, denn

q;Vv q;w fq; v w q;Vv q;w
firg2Qx«, ; 2Kundv;w 2V.
ist injektiv. Da  fasertreu ist, genlgt es die Injektivitat auf einer Faser zu
zeigen. Sei also q;Vv g,V furq;§2Qxundv;V2V.Dannist§ q h

und nach Annahme

Somit ist ¥ h  1v und folglich

ist surjektiv. Sei p;v 2P V fur ein p 2 Px. Wéhle g 2 Qx beliebig, dann
existierteing 2 G,sodass T g p g. Folglich ist

9 g'v fq: g'v pg g'v pv:

Es verbleibt zu zeigen, dass tatsachlich eine glatte Abbildung ist, was in lokalen
Trivialisierungen nachzuweisen ist. |
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2.1

2.2

2 Zusammenhange in
Hauptfaserbindeln

Im vergangenen Semester haben wir fur Funktionen 2 @t M auf einer Mannig-
faltigkeit M den vom R" wohlbekannten Begri [_dkr Ableitung zum Di Cerential df
verallgemeinert. AnschlieRend haben wir Di [erkntialformen ¥ 2 X M betrachtet
und auch fur diese ein Di Lerkntial

d: KM 1 kKlpm

gefunden, das fur k 0 mit dem Di Cerkntial von Funktionen tbereinstimmt. Nun
haben wir erkannt, dass k-Formen wiederum spezielle Schnitte in einem Vektorbin-
del sind. Das Ziel dieses Abschnittes ist es, das Di Lerkntial auch auf solche Objekte
zu verallgemeinern. Dabei spielt der Zusammenhang auf dem Hauptfaserbtndel ei-
ne zentrale Rolle, denn dieser induziert ein Di Cerential auf allen assoziierten Faser-
bundeln.

2-A Definitionen und Beispiele

Sei wieder P; ;M;G ein G-Hauptfaserblindel Uber einer Mannigfaltigkeit M.

Definition Eine di[erknzierbare Distribution vom Rang r auf einer Mannigfaltig-
keit N ist ein Unterblindel von TN vom Rang r.

Bemerkung. Aquivalent dazu ist die Definition, dass eine di [erénzierbare Zuord-
nung

N T TN; U, u

ist, wobei  einen r-dimensionalen Unterraum von TN beschreibt. Die Di [erkn-
zierbarkeit der Distribution ist hier so zu verstehen, dass lokal durch di [Cerkn-
zierbare Vektorfelder aufgespannt wird.

26. Juli 2011 33

2-A



2.3

21
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Zusammenhange in Hauptfaserbindeln

Die Projektion : P ¥ M des Hauptfaserbiindels ist eine Submersion, d.h. das
Di Cerkntial d ist surjektiv. Aus dem Satz vom reguldaren Wert folgt nun, dass jede
Faser Px 1 x fur x 2 M eine di [erenzierbare Untermannigfaltigkeit von M ist.
Insbesondere ist dann T,Px TyP ein Unterraum fir alle u 2 P.

Definition Sei X 2 M und u 2 Py, dann heil3t der Unterraum
TYP " TuPx TuP

vertikaler Tangentialraum an P im Punkt u.

Zum vertikalen Tangentialraum.

Die Strukturgruppe G des Hauptfaserbiindels ist eine Lie-Gruppe. lhr Tangential-
raum an das Einselement e 2 G lasst sich mit den linksinvarianten Vektorfeldern
auf G identifizieren,

[0}

n
TeG g7 X2 TG :1;X X

9

Wir suchen nun eine dhnliche Identifikation fur den vertikalen Tangentialraum.

Definition Wirke eine Lie-Gruppe G auf einer Mannigfaltigkeit N. Bezeichne g die
Lie-Algebra von G, dann ist das fundamentale Vektorfeld zu X 2 g definiert durch

~ d
X u 7 —u exp tX ; u?2N;
dt P to

wobei exp : g ¥ G die Exponentialabbildung bezeichnet.

Satz FuUr jedes u 2 P gelten:

a) TYP kerd .
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Definitionen und Beispiele

b) Die Abbildungg ¥ TY, X , X u istein linearer Isomorphismus und insbeson-
dere ist

n_ o
TYP Xu :X2g: ~

Beweis. a): Sei x 2 M und u 2 Px. Zu X 2 TYP betrachte eine Kurve in Px durch
umit - 0 X, dann gilt x und folglich

d t dy 0 d g X:

0 -
dt to

Somit ist TP kerd . Sei U M eine Umgebung von X, dann gilt lokal Py
U G, sowie insbesondere Px  G. Folglich ist

dimTyP dimTxM dimT.G dimM dimTYP:
Andererseits ist P ¥ M eine Submersion, also gilt
dimkerd  dimM dimTyP:

Somit istdimkerd  dimTYP und daher kerd  TYP.
b):Seix 2M und u 2Px. Fir X 2 gistu exp tX 2 Py furallet 2 R und somit
ist X u 2 TYP. Weiterhin ist die Abbildung

fuo:g!TYP;, X ,Xu

linear und da dimG  dimTYP genigt es zu zeigen, dass T, injektiv ist. Sei also
fuX Xu Odannistfurt2R

d d ~
— tX — t X dR X 0:
dat u exp ds u exp S <o exp tX u

Folglich ist u exp tX u fur alle t 2 R, jedoch ist die Exponentialabbildung ein
lokaler Di Cedmorphismus um 0 und folglich X 0. Somit ist f injektiv. I

Korollar Die Zuordnung
TVP:P 1 TP; u, TYP

definiert eine rechtsinvariante Distribution auf P. Man nennt TVP das vertikale Tan-

gentailbtindel von P.
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Zusammenhange in Hauptfaserbindeln

Beweis. Sei u 2 P, dann lasst sich nach dem vorigen Satz der vertikale Tangential-
raum schreiben als TYP  kerd . Weiterhin lasst sich kerd , lokal mit Hilfe von
Koordinaten als Spann von glatten Vektorfeldern darstellen. Weiter ist die Dimensi-
onvon kerd , punktweise konstant und folglich ist TP eine Distribution.

Fur die Rechtsinvarianz ist zu zeigen, dass dRgTyP Ty P fur jedes g 2 G.
Sei also X 2 TYP und betrachte eine Kurve durch u, die ganz in Px verlauft mit
-0 X.Dannist furg 2 G,

d
dRy X —t ; ~t R t;
g dt t o0 g

und ~ ist eine Kurve durch u g, die aufgrund der Fasertreue der G-Wirkung eben-
falls ganz in Py verlauft, mit ~ 0 dRg X . Somit ist dRg X 2 Tj4P und da

dRy'  dRy 1 folgt die Rechtsinvarianz von TVP. i

Bemerkung. Fir jedes X 2 g ist das fundamentale Vektorfeld X : P ¥ TVP global
definiert, glatt und nullstellenfrei. Insbesondere ist das vertikale Tangentialbtindel
TVP somit parallelisierbar.

Definition Sei u 2 P, dann nennt man einen zu TYP  TyP komplementaren Unter-
raum horizontal.

THPx

Zum horizontalen und vertikalen Tangentialraum.

Definition Ein Zusammenhang auf dem Hauptfaserbiundel P; ;M;G isteine recht-
sinvariante Distribution bestehend aus horizontalen Tangentialrdumen

TP:P ETP;  u, TIP;

d.h. T{ ist komplementar zu TYP und dRg Tf]P T/,P furalleg 2 G und u 2 P.
T"P nennt man horizontales Tangentialbtindel.
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2.10 Bemerkungen. a. Wéahrend TVP TP kanonisch durch induziert wird, invol-

211

2.12

viert die Definition von ThP TP die Wahl eines Vektorraumkomplements,
welches nicht eindeutig gegeben ist. Insbesondere ist dadurch die Wahl eines
Zusammenhangs auf P nicht kanonisch.

b. Sei u 2 Py fur ein x 2 M, dann ist das Di [erkntial der Projektiond  : T[,‘P 1
TxM injektiv und somit ein Isomorphismus.
2-B Zusammenhangsformen

Sei N eine Mannigfaltigkeit und X N bezeichne die Menge der k-Formen auf N
mit Werten in R. Allgemeiner betrachten wir nun fur einen reellen Vektorraum V
die Menge K N;V der k-Formen auf N mit Werten in V.

Auf einer Lie-Gruppe G, lasst sich mit der Links- und Rechtsmultiplikation die
Konjugation mit einem Gruppenelement g 2 G bilden,

¢ Lg Rg1 h.g h gt
Dann ist 4 e e fir jedes g 2 G und folglich ist das Dilerkntial d g ¢ ein
Isomorphismus. Das Di Lerential heil3t adjungierte Darstellung von G auf g und man
schreibt

Adg T d ge:

Definition Eine Zusammenhangsform auf einem Hauptfaserblindel P; ;M;G ist
eine 1-Form A2 ' P;g mit Werten in g und folgenden Eigenschaften:

1) RyA Adg ! Afiralleg 2G,

2) A X X fir jedes X 2 g.

Unser Ziel ist es nun eine bijektive Beziehung zwischen Zusammenhangsformen
und Zusammenhangen zu beschreiben. Daftir bendtigen wir noch folgendes

Lemma Seig 2 G und X 2 g, dann gilt

dRg X AdglXx: ~

26. Juli 2011 37

2-B



2 Zusammenhange in Hauptfaserbindeln

Beweis. Sei u 2 Py fir x 2 M, dann rechnet man direkt nach

~ ~ d
dRg X u dRg ug 1 X ug ! dRg g 1 sl 1 exp tX
to

d 1
— exp tX — exp tX
dtug P g t o dtu g &P to
d 1 - = |
—u exp tAd g X Adg !l Xu:
dt t o

2.13 Satz Zusammenhé&nge und Zusammenhangsformen auf einem G-Hauptfaserblndel
:P I M stehen in bijektiver Beziehung zueinander:

a) SeiT"P:P ¥ TP, u , THP ein Zusammenhang auf P, dann wird durch
Ao Xu Yn 7X;
firu2P, X 2gund Y, 2 T[}P eine Zusammenhangsform auf P definiert.
b) SeiA2 ! P;g eine Zusammenhangsform auf P, dann wird durch
ThP:P X TP;  u, TNP “kerA,
ein Zusammenhang auf P definiert.

Beweis. a): Wir Uberprufen die Bedingungen fur Zusammenhangsformen nach Defi-
nition 2.11. FUr jedes X 2 g und u 2 P ist nach Definition

AXu AXuUu Yn X

indem man Yp O setzt. Sei nun Y horizontal in u, dann ist nach Voraussetzung
fur jedes g 2 G, dRy Y, horizontal in u g. Somit ist nach dem vorigen Lemma,

ReAXU Yhn AdRgXu dRgYn AAdg!Xu g dRgYn
Adg'X Adg'AXu VYn:
SomitistR;ZA Ad g ! A
b): Es ist zu zeigen, dass ker A eine horizontale, rechtsinvariante, di Cerknzierbare
Distribution auf P ist.

ker A ist horizontal. Sei u 2 P und Y 2 kerAy \ TYyP. Dann ist insbesondere
Y 2 TYP und lasst sich folglich schreiben als Y ¥ u . Somit gilt

0 AuY AY u VY
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Daher sind Ay und TYP tatsachlich disjunkt. Weiterhin ist A, : TYP ¥ g nach der
Formel A X X surjektiv und folglich

dimkerA, dimT,P dimg dimT,P dimTYP:

Also ist TuP  kerAy TYP und kery ist horizontal.
ker A ist rechtsinvariant. Es ist zu zeigen, dass dRgy ker Ay ker Ay ¢ fur jedes
g 2G. SeialsoY 2 ker Ay, so verifiziert man sofort, dass

Aug dRg Y RyeAuY Adgl'ALY O

g

alsoist kerAy  ker Ay g. Weiterhin ist ker Ay horizontal, also folgt mit der Dimen-
sionsformel, dass dimkerA, dimkerAy g und folglich gilt ker A, kerAy g
dRg ker Ag.

Basis von gund Y 2 TyP. In lokalen Koordinaten schreibt sich nun

X @
Y i—— u; i2R;
i1 0xi
sowie analog
@ X
A - Aijej; 1 1 n;
@X;i i1

mit glatten Funktionen A;j. Dannist Y 2 ker Ay genau dann, wenn

X X
AuY iAji ue O
i1j 1
Dies ist ein lineares Gleichungssystem fir ; und da die A;;j glatt sind, hangt die
Losung ebenfalls glatt von u ab. Also wird ker A lokal durch glatte Vektorfelder
aufgespannt.

Beispiel 13 Der kanonisch flache Zusammenhang. Wir betrachten das triviale G-
Hauptfaserbiindel P M G;prq;M;G Uber einer Mannigfaltigkeit M. An einem
Punkt p X;g 2 P ist der vertikale Tangentialraum gegeben durch

TSP Txg fxXg G TgG;
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2 Zusammenhange in Hauptfaserbindeln
Die G-Wirkung auf P ist einfach durch die Multiplikation in der zweiten Komponente
gegeben,
xX;g h x;g h; xX;g 2P; h2G:

Somit berechnet sich das fundamentale Vektorfeld fureinY 2 g zu

d d
Y X;0 —tx;g exp tY ‘o — X;g exp tY

d dt to
0;dLg Y 2TxM TgG T xgP:

Waéhlt man als horizontalen Tangentialraum den zu T‘;;g P Txg fxg G kom-
plementaren Tangentialraum

ThogP Txg M g TxM;

erhalt man einen Zusammenhang auf P, den sogenannten kanonischen flachen Zu-

sammenhang.
Px P
I I L4
TYP n
o M
X
2.3 Zum kanonischen Zusammenhang.

Nach Satz 2.13 induziert der kanonische flachen Zusammenhang eine Zusammen-
hangsform. Diese wollen wir nun genauer untersuchen.

2.14 Definition Sei ¢ 2 ! G;g die durch
GgX"dLglx; g92G; X2T4G;

definierte 1-Form auf G mit Werten in g. Sie heif3t kanonische 1-Form oder auch
Maurer-Cartan-Form von G.
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Existenz von Zusammenhangen

Lemma Die Zusammenhangsform A 2 1 P:g des kanonischen flachen Zusam-
menhangs ist gegeben durch

Axg :TxM T4G I g; X;¥Y ., VY 7

Beweis. Nach Satz 2.13 existiert eine Zusammenhangsform auf P M G und ist
gegeben durch

A xqg ZX;Q Xh Z,

fur alle Z 2 gund X 2 TV)‘(;g P TxM. Fur das fundamentale Vektorfeld berechnet
sich zu gegebenem X 2 T4G T‘;(;g P eine Ldsung der Gleichung

Zx;g digZ ' x
zuZ dLg: X 2g. Somitist

Axg X Yn Axg Zxig Yn 2z ox: |

2-C Existenz von Zusammenhangen

Fur das triviale G-Hauptfaserbtindel konnten wir nun konkret einen Zusammenhang
angeben und seine Zusammenhangsform mit Hilfe der Maurer-Cartan-Form von G
beschreiben. Ob ein allgemeines Hauptfaserblindel Gberhaupt einen Zusammenhang
besitzt, haben wir noch nicht geklart. Jedoch ist jedes Hauptfaserblndel lokal tri-
vial. Dies wollen wir nun ausnutzen, um lokal auf dem Hauptfaserblindel einen Zu-
sammenhang zu definieren und diesen dann mit der Zerlegung der Eins zu einem
Zusammenhang auf dem ganzen Hauptfaserbiindel zu verkleben.

Satz Auf jedem Hauptfaserbiindel existiert ein Zusammenhang.

Beweis. Sei P; ;M;G ein beliebiges G-Hauptfaserblindel und fU;g eine o [ene
Uberdeckung von M, so dass P iber fU;g trivial ist, d.h.

Pu. lu U G

Weiterhin sei f; eine der Uberdeckung fU;g untergeordnete Zerlegung der Eins.
Da Py, trivial ist, existiert ein kanonisch flacher Zusammenhang auf Py, mit Zusam-
menhangsform A; 2 1! Pu;; g . Wir definieren nun eine 1-Form A 2 1 p;g durch

X
AT i Ai:
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Da die f; lokal endlich sind, ist A wohldefiniert. Sei nun X 2 gund p 2 P, dann gilt

_ X _ X
AXDp i p A Xp i p X X
i i
P - .
denn ;T P 1. Sei weiter Y 2 TgP und g 2 G, dann ist
X
RgAp Y Apg dRg Y i P g Aipg dRg Y
= i
fi  p gAdg'ApY
i x
Adg ! f p Aip Y
i
Adg A Y ;
denn p g p . Somit ist A eine Zusammenhangsform auf P. |

Beispiel 14 Ein Zusammenhang auf dem Hopfblndel. Wir betrachten die Hopf-Faserung

s% ;cphst;  cPt s%
n o
mit Strukturgruppe G S! U1 e : t2R und Lie-Algebra g iR. Die
3-Sphére schreiben wir als
n o)
s wiwe jwaj® jwej® 1 C%

so dass ihr Tangentialraum im Punkt p wi;w, 2 S3 beschrieben ist durch
Twow, S5 Twow, C2 C%

Seien nun d ¥ j und d'¥; die durch

d¥; X; X2 Xj; dr¥; Xi; X2 Xj;

definierten 1-Formen auf S3 und A : TS® I iR die 1-Form

A W1iWo Wld , WldT;l Wzd 1, ngTz :

N

Dann ist A w,;w, A w;:w, und folglich nimmt A Werte ing iR an. Wir zeigen
nun, dass A eine Zusammenhangsform auf dem Hopfblindel definiert.
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Zunachst bemerken wir, dass die Strukturgruppe U 1 abelsch und folglich die
Konjugation trivial ist, denn fur g;h 2 U 1 ist 4 h ghg ! h,also g id

und Ad g Id. Sei nun X 2 T wy:w, S3und 1 und 3 Kurven in C durch wq bzw.
w,mit 12 5% 1und
X g t; t ‘10;:;°20 X1; Xo :
dt 1 y 2 ¢ o 1 y 2 1, 1N\2 -

Fireinz 2 U 1 giltdann

d . )
dR; X — 1tz otz 10z, 202z X1z;X22Z :
dt t o
Somit erhalten wir schlie3lich
R, A wiw, X A wizw,z dRz X A wizw,z X1Z,X2Z
1 _ -
5 W1zZzX1Z Wi1zX1Z W2zZXozZ W2zXoZ
1 _ — _
> WiX: wiXp WaXz waXp
A wpw, Xi1;Xo Awiw, X

dennl jzj®> zZ.
Sei weiter ix 2 g iR, dann rechnet man direkt nach, dass

A wws iﬁwl;wz A wiw, W1IX;WalX

1. . i
5 Wiwiix  wiwiix  Wawzix  wawzix
Si Wi jwei® x jwij® jwej® x

ix:

2-D Lokale Zusammenhangsformen

Es ist ein wichtiges Hilfsmittel der Di Cerkntialgeometrie globale Objekte in lokale
Objekte zu zerlegen, die eine gewisse ,,Verklebungsvorschrift” erfullen, und umge-
kehrt aus diesen lokalen Objekten mit Hilfe der Verklebungsvorschrift die globalen
Objekte wiederzugewinnen. So haben wir beispielsweise bereits gezeigt, dass ein G-
Hauptfaserbtindel eindeutig durch einen Bundelatlas U;; ; und den G-Kozyklen
gij als Verklebungsvorschrift bestimmt ist. Wir suchen nun eine analoge Zerlegung
und Verklebungsvorschrift fir den Zusammenhang auf einem G-Hauptfaserbindel.
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Sei wieder P; ;M;G ein G-Hauptfaserbiindel. Zunachst beweisen wir ein nitz-
liches Lemma um die Ableitung eines Produktes einer Kurve im Hauptfaserbtndel
und einer Kurve in der Lie-Gruppe G berechnen zu kénnen.

Produktformel Gegeben sei eine Mannigfaltigkeit P auf der eine Lie-Gruppe G von
rechts wirkt. Sei p t eine Kurve in P mit p O p und g t eine Kurve in G mit
g0 gundzt p t g t ihrProdukt. Dann gilt

20 dRg p O cg0 pg: ~
Beweis. Wir bezeichnen die glatte G-Wirkung auf P mit
P G 1IP; P9 - P 9
und fur p 2 P und g 2 G die Multiplikationen mit
Rg:P Y P; P.pP O p:G 1P g.p g

Die Ableitung der Kurve z berechnet sich nun zu

z0 %to pt;gt d pg PO;g0
d pg PO;0 d pg 0,90
d d
at « o pt;g at t o p;gt
d

d
- R - >
dttogpt dttopgt
dRg p O d”p g o0

Beachtet man, dass exp dLg

[

Lg: exp , folgtschliellich

- = d .
90 pg as P gexps ¢ g0
S s o0
d . .
Esopexpsgo
d’pgo:l

Definition Sei A 2 1 P:;g eine Zusammenhangsform auf P, U M eine o [ede
Umgebung und s : U T P ein lokaler Schnitt von P. Die lokale 1-Form

AS s A A ds2 tug

heif3t die durch s definierte lokale Zusammenhangsform auf U.
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Wir wollen nun untersuchen, wie sich die lokale Zusammenhangsform A veran-
dert, wenn man den lokalen Schnitt s durch einen anderen lokalen Schnitt ersetzt.
Seien also Uj; Uj M o [ede Umgebung mit U; \ U;j sundsj: U T P und
sj : Uj ¥ P lokale Schnitte. Dann existiert eine Abbildung

gij Ui\ U; ! G;

so dass sich die lokalen Schnitte durch Translation mit der Abbildung gij ineinander
Uberfuhren lassen

Si X Sj X dij X ; x 2 Ui\ Uj:
Wir definieren nun die zurtickgezogene kanonische 1-Form als
ii Gij c2 L UiNUjig;
d.h. fur einen Tangentialvektor X 2 Tx U; \ Uj an einen Punkt x 2 U; \ Uj ist
ij X ¢ dgij X

Nach dieser Vorbereitung kénnen wir nun formulieren, wie sich AS beim Ubergang
zu einem anderen lokalen Schnitt verhalt. Mehr noch, denn wir gewinnen eine Ver-
klebungsvorschrift fur die lokalen 1-Formen AS mit deren Hilfe man die Zusam-
menhangsform auf dem Hauptfaserbiindel aus den lokalen Zusammenhangsformen
wiedergewinnen kann.

Sj
L
Si
L Y M
Ui N Uj
2.4 Zwei Schnitte in einem Hauptfaserbundel.
2.19 Satz a) Sei A2 1 P;g eine Zusammenhangsform und s;;U; und sj;Uj lo-

kale Schnitte mit U; \ U; ;. Dann gilt

A Ad gt AT g
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b) Ist umgekehrt eine Uberdeckung von P durch lokale Schnitte s;j;U; gegeben

sowie eine Familie von 1-Formen A; 2 ! Uj;g , so dass auf U; \ Uj

Ai Ad gijl Ai i

5 gilt

)

dann existiert eine Zusammenhangsform A auf P mit A5 A; fur alle lokalen

Schnitte s;.

2.20 Spezialfalle. a. Sei die Strukturgruppe G GL n; K eine Matrizengruppe, dann
ist die Gruppenwirkung auf dem Hauptfaserbtindel linear und fur alle g 2 G

und X 2g gl n;K gilt
d,g X g X; AdgX gXgh
Die (*)-Bedingung Ubersetzt sich somit zu

Aj gilejgij gijldgij:

b. Ist P trivial, dann existiert ein globaler Schnitts : M ¥ P und die Zusammen-

hangsform auf ganz P ist bereits durch AS2 1 M;g gegeben.

Beweis des Satzes. a): Sei X 2 Uj, dann ist fur X 2 TxM die lokale Zusammenhangs-

form auf U; definiert durch

A X T siA X A ds; X

Weiterhin lasst sich s; auf Uj \ U; > mit Hilfe der Kozyklen gjj in s; Uberfihren

Si Sj Gij-

Um ds; Uber ds; auszudriicken, betrachte eine Kurve t in M mit 0
"0 X, dann ist nach dem Produktformel fiir Kurven

a a
dt ¢ o dt ¢ o

ngij x dsj X G d_gij_x sj X gij X

dsj X S Sj t  gij t

dRg, x dsj X i X si X

46
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Somit erhalten wir schlielich aus den Rechenregeln fir Zusammenhangsformen,

A% X Adsi X  AdRg; xdsj X i X siX
Rgy x Adsi X A §j X six

Ad g;;' x AI X ij X:

b): Sei also eine Uberdeckung von P durch Schnitte sj;U; gegeben sowie eine Fa-
milie von 1-Formen A; 2 1 Uj;g , so dass (*) erfllt ist. Wir konstruieren zunéchst
mit den Aj Zusammenhangsformen auf Py; 1y .

Seidazux 2 Ujundu s; x .DannistPy, U; G Uber den Diedmorphismus

Ui G I Py; X;g s, Si X Q:
Somit ist TxU; komplementér zu TgG  TYPy;, d.h.
TuPu, TYPu, dsi TxU; :

TYP
Pu,

dsi (TxUi)

25 Tangentialvektoren an den Schnitt sind horizontal.

Fur festes u s; X 2 Py, definieren wir nun eine 1-Form Ay : TyPy; ! g durch
Au Y u dsi X Y A X Y 29, X 2TxUj;
und setzten diese auf die Faser Py fort durch die Vorschrift
Agu Adg ! Ay dRg g2G:
Dann ist A eine Zusammenhangsform auf Py, denn nach Lemma 2.12 gilt

Aug Y ug Ad g ' Ay dRg:1 Y ug
Adg?! ALAdgY u
AdgtAdgyY Y
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Weiterhin ist fur a2 G und Z 2 TygP,

RaAugZ AuadRaZ Ad ga ' Ay dRg, 1dR, Z
AdalAdg 'AudRg:1Z AdalAy Z:

Fur jedes x 2 U; erhalten wir somit eine Zusammenhangsform auf der Faser Px und
somit eine lokale Zusammenhangsform auf Py;.

Damit durch diese Konstruktion eine Zusammenhangsform auf ganz P gegeben
ist, missen zwei Zusammenhangsformen A und ,&, die auf U; bzw. Uj definiert sind,
auf dem Durchschnitt U; \ U; Ubereinstimmen. Auf vertikalen Vektoren gilt bereits

Au X u X Ay Xu : u 2Py, \Py;:

Weiterhin ist die Summe TyPy; dsi TxU; TYP direkt, es geniigt daher zu zeigen,
dass A und A auch auf dem Bild von ds; tibereinstimmen. Sei also X 2 T«M fur ein
x2Ui\U; ; mitu s; x ,dann gilt nach obiger Rechnung

Aug; x dsi X Aug; x dRg; x dsj X §j X si X
Ad g;;* x Ay dsj X ij X
Ad gi;t x Aj X ij X
Ai X Ay dsi X

Die lokal auf Py, definierten Zusammenhangsformen kénnen also zu einer global
auf P definierten Zusammenhangsform verklebt werden. |

2-E Zusammenhange und kovariante Ableitungen

Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Dann ist das Rahmenbindel GL M

Uber M ein GLn-Hauptfaserbundel und tréagt somit einen Zusammenhang. Ist M
beispielsweise eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, dann tragt das Tangentialbln-
del TM eine kovariante Ableitung r, den Levi-Civita-Zusammenhang. Nun ist das
Tangentialblindel auBerdem ein zu GL M assoziiertes Vektorbliindel und es stellt
sich die Frage, in welcher Beziehung Zusammenhange auf GL M und kovariante
Ableitungen auf TM stehen.

Satz Es gibt eine bijektive Beziehung zwischen kovarianten Ableitungen auf TM und
Zusammenhangen auf GL M .

r kovariante Ableitung auf TM A Zusammenhangsform auf GL M :
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Zusammenh&ange und kovariante Ableitungen

Beweis. :Sei A: TGLM ¥ gl n eine Zusammenhangsform auf GL M . Die
Standard-Einheitsmatrizen E;j, die eine 1 in der i-ten Zeile und j-ten Spalte haben
und sonst nur aus der Null bestehen, bilden eine Basis von gl n . Somit lasst sich A
schreiben als

X
A YijEij;
iij 1
mit 1-Formen 8; : TGL M ¥ R. Sei nun

S S1;::::8h U BT GL M

eine Basis von T M. Wir definieren nun lokal eine kovariante Ableitung auf TU durch

X X
xSk 1S X 57 B, ds X si; 1 k n;
i1 i1

setzen diese linear auf ganz TU fort und verlangen fir f 2 @1 M , dass
rx fsg df X sk  Frxsk:

Dann ist r tatsachlich eine kovariante Ableitung auf TU, die eventuell noch von der

rxY s rxY s X;Y2 U:

- Pn Pn 0.0 . ..
Dazu schreibt man Y k 1 YKSk 1 1Y)8; und Uberpriuft

X X
rxY s X YkSk dyk X sk YkFxSk
K 1 K 1
X X s
dyk X sk Yk ¥ iSi
K 1 ik 1

Andererseits ist

X X
rxY o dy} X s} y

0
1= ji1Sj
11 i1
Verwendet man nun
X 0 X 0 1
Sk X Sj X Qjk X ; Yk Yi 9 "ok
i1 Kl 1
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2 Zusammenhange in Hauptfaserbindeln

sowie dass fur lineare Strukturgruppen
AS g lAsog g ldg’

erhalt man nach einer langeren Rechnung rxY s rxY q.

: Sei nun eine kovariante Ableitung auf TM gegeben, dann erhélt man zu einem
lokalen Schnitts : U ¥ GL M analog zu obiger Definition die 1-Formen ¥ ;x. Diese
setzt man nun zu einer lokalen 1-Formen auf U zusammen und verifiziert, dass es
sich um eine lokale Zusammenhangsform handelt. Anschliel3end verklebt man diese
lokalen Formen zu einer globalen Form auf TGL M . |

2.22 Bemerkungen. a. Auf dem Tangentialbtindel jeder Mannigfaltigkeit existiert eine
kovariante Ableitung.

b. Sei r ein metrischer Zusammenhang auf dem Tangentialbindel, d.h. fir X;Y;Z 2
M gilt

Z g XY g rzxX;Y g X;rzY :

Dann ist die Metrik parallel und r induziert auf dem Rahmenbundel eine Zu-

sammenhangsform
X
A YijEij;
iij 1
mit ¥ 5 LETE

c. Obiges Konstruktionsschema funktioniert allgemein. Eine Zusammenhangsform
A auf dem Hauptfaserbindel induziert in analoger Weise eine kovariante Ablei-
tung auf allen assoziierten Faserbtndeln.

Umgekehrt induziert eine kovariante Ableitung auf einem Vektorbindel E ¥ M

eine Zusammenhangsform auf dem Rahmenbiindel Uber E.

Beispiel 15 Linksinvariante Zusammenhéange auf reduktiven homogenen Raumen.
Sei G eine Lie-Gruppe und H G eine abgeschlossene Untergruppe. Dann ist H
ebenfalls eine Lie-Gruppe und wirkt durch die Multiplikation in nattrlicher Weise
von rechts auf G. Der Quotient M G=H ist eine di [erknzierbare Mannigfaltigkeit,
ein sogenannter homogener Raum und G; ;M;H istein H-Hauptfaserbindel.
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Zusammenh&ange und kovariante Ableitungen

H———G

Man nennt M reduktiv, falls es eine Vektorraumzerlegung gibt, so dass
g h m und AdHmMm m

Aus Dimensionsgrunden folgt dann sogar Ad H m  m.
Sei nun M reduktiv, also TG g h m, dannist TgG dLgg dLg m.
Betrachte zu X 2 h, das fundamentale Vektorfeld X in G, dann ist fur g2G

o d
X — tX dLg X :
9 gr .0 P 9

Also ist der vertikale Tﬁngentialraunban einen Punkt g 2 G durch Linkstranslation
von h gegeben, Ty G Xg :X2h dLg h . Wir definieren nun

Th:G1TG, g.,TJG digm;
dann ist T" o [edbar linksinvariant, denn
dla TG dlag m  THG:
AuRerdem ist dLg m komplementdr zu TjG dLg h und rechtsinvariant, denn

dRa TSG dRadlLg h dLgdRa h dLgdLadlL, 21dRa h
dLgaAd a 1 dLgah:

Somit ist durch die obige Definition von T tatséchlich ein horizontales Tangential-
bundel an G gegeben. Die zugehérige Zusammenhangsform lasst sich als Projektion
der Maurer-Cartan Form schreiben

A pr, 2 'Gh;
dennsei X 2 hund Y, 2 TQS‘G, dann gilt nach Definition der Zusammenhangsform
AXg Yan X
Andererseits ist dLg 1 Y 2 m und damit gilt auch
prpn X9 Yn pr, cdlg X Yp pry dLg 1dLg X dLg:1 Y
prp X prpdLg1 Y X:
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3 Das Di Lerkential eines
Zusammenhangs

3-A Di Lerkentialformen mit Werten in Vektorbiindeln

Sei E ¥ M ein Vektorblindel Gber M.

3.1 Definition Eine k-Form ¥ auf M mit Werten in E ist eine di Lerknzierbare Zuordnung
X2M , Y. L TxM  TxM I Ey;

mit ¥, multilinear und alternierend. Di LerkEnzierbar hei3t, dass fur U M o [ed und

ein Schnitt in Ey ist. Den Raum aller k-Formen mit Werten in E bezeichnet man mit
K n- -
M;E .

3.2 Bemerkungen. a. Alternativ ist eine k-Form mit Werten in E eine €1 M multili-
neare, alternierende Abbildung

' . S I
o M ' M} L] E
k-mal
b. Eine weitere alternative Definition ist  M;E kT M E.
c. Die O-Formen sind gerade die Schnitte in E, d.h. ° M;E E.

d. Ist das Vektorbiindel E trivial und vom Rang r, dann ist ¥ 2 K M;E wieder
eine vektorwertige k-Form X B,;:::; 8. aus gewdhnlichen k-Formen ¥ ; 2
KM;R. -~
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3.3

3.4

Das Differential eines Zusammenhangs

Seinun :P T M ein G-Hauptfaserblndel, V ein Vektorraumund :G ¥ GL V
eine G-Darstellung. Das Vektorbindel E sei weiterhin als assoziiertes Faserbtindel

E P \%

gegeben. Wir haben bereits gesehen, dass sich Schnitte in E, also 0-Formen mit Wer-
ten in E, gerade mit G-aquivarianten Funktionen identifizieren lassen
E CetPyv ©

n o
f:PIV:fp g g ¥p; p2P;g2G

Man nennt diese Funktionen auch Schnitte vom Typ . Wir wollen nun eine analoge
Identifikation fur allgemeine k-Formen mit Werten in E erarbeiten.

Definition Sei ¥ 2 kK P;V , dann heiRt ¥

1.) horizontal, falls ¥ Xg;:::; Xk 0 wenn ein X;j vertikal ist (d.h. d  X;j 0),
und

2) vom Typ ,fallsfuralleg2G

Ry ! g 'n:
Den Raum der horizontalen k-Formen auf P mit Werten in V vom Typ bezeichnet
man mit [ P;v P 7

Beispiel 16 Wir betrachten die Menge der Zusammenhange € P auf dem G-Haupt-
faserbiindel P ¥ M. Sind nun A; und A, Zusammenhangsformen, dann sind
sie nach Voraussetzung vom Typ Ad aber nicht horizontal. Jedoch ist ihre Di [erénz
horizontal und daher

A1 A2 [ Pig OAY:

Umgekehrt sei A eine Zusammenhangsformund ¥ 2 ! P;g ®A9 dannistA ¥
o [edbar wiederum eine Zusammenhangsform.
Somit bilden die Zusammenhénge € P auf P einen a [nelh Raum tber dem Vek-

1 P,g G;Ad.

torraum ;.

Satz Der Vektorraum K M;E der k-Formen auf M mit Werten in E ist isomorph

zum Vektorraum [ P;V G der horizontalen k-Formen auf P vom Typ
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3.5

3.6

3.7

Das absolute Differential eines Zusammenhangs

Beweisskizze. Zu Konstruieren ist ein Isomorphismus
KME ¢ K, PV & LT
Dazu verwenden wir flr p 2 Px zu x 2 M den Faserdi Cedmorphismus

p :V I Ey, vV, p;V:

SeiT2 kpvy G gegeben und Xi;:::; Xk 2 TxM, dann definiert man

wobei X; 2 ToP,sodassd Xi  Xiund p 2 Py beliebig.
Sei umgekehrt ¥ 2 K M;E gegeben und Ty;:::;Tk 2 TpP, dann definiert man

Es ist nun zu zeigen, dass diese Abbildung wohldefiniert ist und ¥ und T tat-
sachlich glatte Abbildungen sind. Fur Details siehe [1, Satz 3.5]. |

Definition Das adjungierte Vektorbundel zu einem G-Hauptfaserbiindel P ist defi-
niert als

AdP TP aqQ:

Bemerkung. Nach obiger Identifikation und der vorangegangen Bemerkung ist der
Raum der Zusammenhdnge € P auf P ein a [nedl Raum Uber dem Vektorraum
IM;AdP .

3-B Das absolute Di [erkntial eines Zusammenhangs

Sei wieder . P ¥ M ein G-Hauptfaserbiindel, V ein Vektorraum, :G ¥ GL V
eine G-Darstellung und

E P V:

Definition Eine kovariante Ableitung r auf dem Vektorbindel E ist eine Abbil-
dung

26. Juli 2011 55

3B



3

Das Differential eines Zusammenhangs

so dass fur £ 21T M gilt
r fe df e fre:

Schreiben wir rxe = re X firein Vektorfeld X 2 M , dann ist

rx fe df X e TFTrxe:
Mit den bisherigen Definitionen lasst sich r aufE P V auch schreiben als
r: "M * 1 ME:
Ziel dieses Abschnittes ist es, fur einen Zusammenhang A auf P ein Di Cerential
da: “M;E ¥ K1 ME

auf den E-wertigen Formen zu definieren, so dass r gerade die O0-te Komponente von

da wird. Dazu werden wir das Di [erential zunachst auf £, M;V &  definieren

und anschlieRend mit Hilfe von Satz 3.4 auf X M;E (ibersetzen.
Sei also A ein Zusammenhang auf P, dann zerlegt sich das Tangentialbliindel an
P in die direkte Summe

TP TP TVYP;  TYP kerd
Die Projektion auf die horizontale Komponente bezeichnen wir mit pry,
pri : TP 1 TNP:
3.8 Definition Sei A ein Zusammenhang auf P, dann heif3t die lineare Abbildung

Da: “P;v 1 kKlp:y

absolutes Di [erkntial von A auf P.
O [edbar liegt das Bild von D in den horizontalen Formen. Mit Hilfe der Identifi-

kation K, P;v © K M;E wollen wir Da nun auf E-wertige Formen uberset-
zen. Dazu ist es jedoch erforderlich, dass Da auch den Typ erhalt.
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Das absolute Differential eines Zusammenhangs

3.9 Satz a) Das absolute Di Cerkntial erhalt horizontale Formen vom Typ , d.h.

.ok . G; k1p. G;
DA & py & ¢ por PiV ' P;V

b) Sei ¥ 2 K _P:;v S | dann gilt

hor
DAY dI ANE:
wobei fur Vektorfelder Tp;:::; Tk in P der letztere Term gegeben ist durch
X i -
ANE T Tk 1! ATi ¥ 0Ty —

Bevor wir den Satz beweisen kdnnen, benétigen wir noch ein Verfahren um Vek-
torfelder auf M zu horizontalen Vektorfeldern auf P zu ,liften®.

3.10 Definition Sei X ein Vektorfeld auf M. Der horizontale Lift von X ist ein Vektorfeld
X auf P mit

1) X, 2TyP furp2P, und

2)d X X, ~

3.11 Proposition a) Zu jedem Vektorfeld X auf M existiert genau ein horizontaler Lift
X aufP.

b) Sei T ein horizontales, rechtsinvariantes Vektorfeld auf P, dann existiert genau
ein Vektorfeld X auf M mit X T.
c) Der horizontale Lift ist rechtsinvariant, d.h.
Xpg dRg Xp ; firallep2P undg 2 G:
d) Der horizontale Lift kommutiert mit vertikalen Vektorfeldern, d.h.
Y X 0; furXx2 ™M undY 2g ~

Wir werden die Proposition spater beweisen.
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Das Differential eines Zusammenhangs

Beweis des Satzes. a): Das Bild von Da liegt in den horizontalen Formen, denn sei
12 Kp:v undTo;:::; Tk 2 TpP mit einem T; vertikal, dann ist pry, T; 0O und

Da¥ To;:::;Tk d¥ pry To ;:i5;prn Tk 0:

Es verbleibt zu zeigen, dass Da auch den Typ erhalt. Seidazu ¥ 2 K P:V vom
Typ .Dannistfurg 2 G zu zeigen, dass Ry Da ¥ g DaY.Dader horizontale
Tangentialraum eine rechtsinvariante Distribution ist, gilt pr, dRy dRg pr, und
folglich

Dal DAY dRg d¥ pr, dRg d¥ dRg pry
d? pry dRgy 1! pry
g ' dr pr, g 'Dal:

Somit erhalt Da horizontale Formen vom Typ

Aufgrund der Multilinearitat gentigt es T; zu betrachten die entweder vertikal oder
horizontal sind.

1. Fall, alle T; sind horizontal. Dann ist pry, T; Ti und das absolute Di Cerkntial
entspricht dem gewdhnlichen,

Andererseits ist A Tj O fur alle Tj und somit ist ANE T Tk 0, also
gilt die Formel.
2. Fall, mindestens zwei T; sind vertikal, die Ubrigen horizontal. Nach a) ist wieder

Da ¥ horizontal und folglich Da ¥ To;:::; Tk 0. AuRerdem ist ¥ horizontal, also
T 0, 0 i k
Somit ist ANE To;::; Tk Oundesverbleibt zu zeigen, dassd ¥ To;:::; Tk
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Das absolute Differential eines Zusammenhangs

In der vorderen Summe sind alle Terme Null, denn ¥ ist horizontal. Weiterhin sind
in der hinteren Summe alle Terme Null bis auf eventuell den Term, fir den beide
vertikalen Vektoren im Kommutator stehen, d.h.

d¥ To;:::; Tk 11 Ti; Tj ;:::;fi;:::;ﬂ;:::; Ti; Tj vertikal:

Nun existieren Xj; Xj 2 g, so dass fur die fundamentalen Vektorfelder gilt Xi P Ti
und Xj p  Tj. Dann ist aber auch
Ti; Tj )’Zi;)?j X_i;)_(j ZT’\;P;
P p
und somit ist auch der verbliebene Term Null.
3. Fall, Tg ist vertikal und die Ubrigen sind horizontal. Dann ist Da ¥ 0 und es
existiertein X 2 g,sodass X p  Tp und somit

ANT TonTy X ¥ Ty T
Zu zeigen ist nun, dass d¥ To;:::; Tk X ¥ Tq;:::: Tk . Dazu bezeichne
Xi,... X, die horizontalen Lifts zu T1;:::; Tk, dann ergibt die Formel fur das ge-
wohnliche Di Lerkntial und die Horizontalitat von ¥, dass
- X _
d¥ To;:::; Tk X B Xy Xy 1'x XXy iin Xy
il P

denn X; X; 0. Weiterhin ist nach Definition der Lie-Ableitung,

X 1 Xy X o % 0! X1 p exp tX ;X p oexp tX
% 0! dRexp tx Xq ;111 dRexp tx Xy
% o Rexptx ¥ Xoiiiii Xy
% exp tX ¥ XX
9oy,

Somit ist der Beweis vollstandig. I
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3 Das Differential eines Zusammenhangs

Das absolute Di Cerkntial ist also ein Di Lerkntialoperator 1. Ordnung auf horizon-
talen Formen vom Typ ,

Da: for PiV & 1 KlIpv ©

hor hor

Mit Hilfe des Isomorphismus K, P;V & ¥ KM;E, T _ ¥ kénnen wir nun

ein Di Lerkntial fir Formen mit Werten in E definieren.

3.12 Definition Sei A ein Zusammenhang auf P, dann ist das Di[erkntial da ein Endor-
morphismus von M;E definiert durch
da: KM;E ¥ KIME; dal “DAT;

wobei T Uber den Isomorphismus aus Satz 3.4 gegeben ist.

Das Di Lerential d auf den gewohnlichen Formen M hat die Eigenschaft, dass
d? 0. Unser Ziel ist es nun, d4 zu berechnen. Wir werden feststellen, dass d% im
Allgemeinen nicht verschwindet.

3.13 Bemerkungen. a. Seien U M o [en, P X 2 M und Xp;:::; Xk Tangential-

Alternativ kann man das Di Lerkntial auch ohne horizontale Lifts beschreiben.
Seidazus:U ¥ P ein lokaler Schnitt, dann gilt

da ¥ x Xo;:::; Xk s X ; DAY , ds Xp ;:::;ds X
b. Fur gewohnliche DiLCerentialformen ;1 2 M kennen wir das Dachpro-
dukt ~1T 2 M . FUr zwei bundelwertige Formen ; ¥ 2 M;E ist lasst

sich jedoch ¥ zun&chst nicht sinnvoll definieren. Allerdings operieren die
gewohnlichen Di Cerkntialformen auf den bundelwertigen Formen durch

~: KM "'MiE T KTME; i R F

wobei das Dachprodukt aus einer gewohnlichen und einer bindelwertigen Form
definiert ist durch

ANE e Xy Xk
1 X
T sign X ;000X k T X k10X ks
k! 250 |
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3.14

3.15

3.16

Das absolute Differential eines Zusammenhangs

Rechenregeln.

Lemma Sei A ein Zusammenhang auf P und seien 2 KM und ¥ 2 M;E .
Dann gilt
da ~1 d N1 1K ~dar:

Beweis. Seien 2 KM und ¥ 2 ! M;E . Man Uiberzeugt sich anhand der ex-
pliziten Formel fur das Dachprodukt und fur den Isomorphismus T , ¥, dass
AT AT und fur diese gewdhnlichen Di Lerkntialformen gilt bei kompo-
nentenweiser Anwendung des Di Lerkntials,

d AT d ~T 1K ~NdT

da M0 XXk

p;d ~1 1RTAAT XX,
d ~u 1k ~Adr o xgnnxe s
Bemerkung. FuUr den Spezialfall, dass 2 KM unde2 E 0 M;E st
N1 2 T M ::: T M E undman schreibt auch
da e d e 1K ~phe:

Definition und Satz Man nennt die Abbildung
r"~ da: E °OM:E ¥ ! ME TM E; e, rie

die durch den Zusammenhang A induzierte kovariante Ableitung auf E. Flr ein Vek-
torfeld X 2 M schreibt man auch kurz r{e ™ r?e X .

Beweis. Zu zeigen ist, dass r” tatsachlich eine kovariante Ableitung auf E ist. Sei
e2 E ,dannistr®e2 ! M;E ein 1-Form und folglich r{e dae in naturlicher
Weise @1 M linear in X. Sei nun £ 2 €1 M , dann gilt

r{ fe dafe X df Xe fdaeX X Ffe frie:

Also definiert r” tatsachlich eine kovariante Ableitung auf E. I
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3 Das Differential eines Zusammenhangs

3.17 Satz Seiene2 E undX 2 M . Dann existiert zu X 2 M eine Umgebung U von
X, ein glatter Schnitt s : U ¥ P und eine glatte Funktion v 2 et U;V , so dass flur

jedes x 2 U,
rge x s x;dv X x ASX X VvXx
Beweis. Sei x 2 M, dann existiert eine Umgebung U M von X, so dass
ey S;V ;

mit einem glatten Schnitt s : U T P und einer glatten Funktion v 2 €1 U;V .
Andererseits existiert auch eine glatte Funktione 2 @1 P;V & | so dass

e x piep ;

fur jedes p 2 Px. Folglichistv x € s X und man rechnet nach, dass

r{e x dae x X x S X : DaE x ds X x
s X ;dex ds X x Ax ds X x es X
s x ;dv X X Axx vx : 1

3.18 Bemerkung. Sei h ; iy ein G-invariantes Skalarprodukt auf V, dann ist
he;€ig 7 hv;Viy ;

fur Schnitte e p;v ,und & p;V 2 E eine Bundelmetrik auf E. Sei U M
oledunds:U ¥ P ein lokaler Schnitt in P, dann schreibt sich

A . .
rye s X ;dvyx Xx A’ Xy V X

so dass man direkt verifiziert
D E D E

hdv X A’ X v;Viy hv;dV X A’ X Viy
hdv X ;Viy hv;dV X iy h A> X v;Viy hv; AS X Viy
X hv;¥i h A’ X v;Viy hv; AS X Viy:

Nun ist A5 Xy 2 g, wobei allgemein fur a 2 g gilt

. d
— exp ta vV —
dt ¢ o P v dt ¢ o

hv;d a Viy;

hd a v;Viy Vv, exp ta VvV,
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3.19

3.20

3.21

3.22

Die Krimmung eines Zusammenhangs

denn h ; iy ist G-invariant. Somit gilt
D E D E

rye& Y rie ¢ X hv;¥iy X he;®ie ;

d.h. die Buindelmetrik ist parallel beziiglich rA.

Lemma Sei A ein Zusammenhang auf P, e 2 E ein Schnitt in E und X ein Vektor-
feld in M mit horizontalem Lift X . Sei x 2 X, so gilt flr jedes p 2 Px

rgex p X €p:

Beweis. Man rechnet ohne Umwege nach, dass

rye x  daex Xx p;DaE X p;de X , p;X €p: |

3-C Die Krummung eines Zusammenhangs

Definition Sei A ein Zusammenhang auf P, dann ist
FA“DAA2 2 P;g
die Krimmung von A.

Bemerkung. Es gilt sogar FA 2 2 P;g ©Ad 2 M;Ad P . Denn das Bild von
Da sind horizontale Formen und A ist vom Typ Ad, wobei Da den Typ erhalt. Also ist
FA  DaA horizontalund vom Typ Ad,alsoFA2 2 P;g A4 uyndAd P P aqg,

alsoist 2., P;g &Ad 2M;Ad P .

Definition und Satz Sei N eine Mannigfaltigkeit auf der eine Lie-Gruppe G mit Lie-

Algebra g wirkt. Weiter sei aj;:::;ar eine Basis von g und gegeben seien zwei g-

wertige Formen ¥ 2 K N;g und 2 ! N;g mit

X . X
a;;

i1 i1

ig..
ai,

wobei ¥;2 KN und "2 ! N .Dann ist der Kommutator von ¥ und definiert
durch

1, T xindapa 2 K'Nig;

dh. ; : KN;g I'N;jg ¥ kKI'N;g. ~
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3 Das Differential eines Zusammenhangs

Beweis. Zu zeigen ist, dass die Definition von ; unabhangig von der Wahl der
Basis ist. I

3.23 Lemma Seien ¥ 2 X N;g und 2 ! N;g.Dann gelten:
a) I; JRLUNCEES I
by d r; dar; 1% 1:d

c) Fir ¥ 2 1 N;g undX;Y 2 N gilt

Beweis. Sei also aj;:::;ar eine Basisvongund ¥ 2 k N;g und 2 ! N;g
bezuglich dieser Basis durch gewohnliche Di Lerentialformen 172 K N bzw. 2
' N dargestellt.
a): Es gilt, dass ¥1i~ J 1 K i~ aisowie aj;aj aj;a; , also

X . -
'K lkll JA!Iaj;ai 1k|l - n

y =

ij 1

b): Weiterhin giltd 11~ J  duin i 1 kningd Jund folglich,

dor; d ¥~ T apg; dein i 1keind I g;4;
i1 ijj 1
dr; 1k 1;d

c): Seien X;Y 2 N , dann verifiziert man direkt, dass

x ) ) )
1 XY 1l x 1ly X 'y  ajaj
4 3 2 3
X X X X
4 1ixa; WxadS 4 1iyg; 1Ixagd
i j i j
P X ny vy e x 2u1x:vy : |

3.24 Strukturgleichung Sei A ein Zusammenhang auf P, dann gilt

FA  dA AA: T

1
2
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Die Krimmung eines Zusammenhangs 3-C

3.25 Bemerkungen. a. Ist die Lie-Algebra g zu G abelsch, dann ist A;A 0 und die
Strukturgleichung nimmt eine einfachere Form an,

FA  dA:

Insbesondere ist FA dann exakt. In der Physik spielt die U 1 -Theorie eine fun-
damentale Rolle. Hier ist G U 1 also P ein U 1 -Hauptfaserbiindel und die
Lie-Algebrazu Gistg u 1 und damit abelsch.

b. Sei G eine Matritzengruppe, d.h. G ist eine Untergruppe der GL,. Dann lasst
sich die Zusammenhangsform als Matrix A Ajj; au [@sken mit gewohnlichen
1-Formen Ajj 2 1p als Komponenten. Seien X;Y 2 P , dann schreibt sich
der Kommutator als

1
— AJA XY AX AY 4 AXAY AY AX
2
(0] 1
X
@ Ajj X Agj Y Aik Y Ak X A
k ij
(0] 1
X
@ A™NAG XY A CANA XY
k ij

Dadurch hat die Strukturgleichung die Form
FA dA ANA:

In den allermeisten Anwendungen ist G eine Matrizengruppe und dieser Zusam-
menhang gilt.

Beweis der Strukturgleichung. Aufgrund der Multilinearitat gentigt es wieder die For-
mel fUr Tangentialvektoren zu zeigen, die horizontal bzw. vertikal sind.
a): Seien X;Y horizontal, dann gilt A X AY 0,

FAX;Y dA prp, X ;prp, Y dA X;Y

und A;A XY 2AXAY 0.
b): Sei X horizontal und Y vertikal. Dann ist

FAX;Y dA pr, X ;prp, Y 0;
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und ebenso A;A X;Y 2AX ;AY 0. Sei V ein horizontaler Lift von X
und Zp Y fireinp 2P und Z 2 g. Dannist A X Ound AY Z und es gilt

dAX;Y V AZ ZAV A ZV vV zZ 0
denn Z ist ein konstanter Vektor, also verschwindet die Lie-Ableitung nach V .

c): Seien X und Y vertikal, dann ist FA X;Y 0. Seien V, X und W, Y fur
einp 2P und X;W 2 g. Dann ist
1

5 AA XY AX AY V;W :

Andererseits ist

dA X;y V A VW

AW W A
W WV

v
A V;W viw : 1

<

Bianchi Identitat Sei A ein Zusammenhang auf P, dann gilt
DaFA 0

Beweis. Aus der Strukturgleichung erhalten wir fir das Di Cerkntial der Krimmung,
dFt  d dA % AA % dA;A A dA dAA :

Somit gilt fir das absolute Di Lerkntial,
DAFA dFA pr, dA;A pr, O;

denn A verschwindet auf horizontalen Vektorfeldern. |

Bemerkung. Im Beweis der Bianchi Identitat haben wir ganz allgemein gezeigt, dass
dFt dAJA

Fuar Matrizengruppe geht dies Uber in
dFt FANA ANFEA:

Um das einzusehen, betrachte

1
dFA  dAA FA AA A FAA EA;A;A:

1
2
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X .
A Ale;; A2 M
i1l

und folglich schreibt sich der Kommutator als

X . .
AA A AINAIAAK g ek
kj 1
1 X ] . . .
= AINAIApK aiver re AKNATAAT g i e
3 j j
kj 1
1
Al ~pKAAT €j; €k ;€j
(0] 1
1 o
2@ AINAINAK eirej e eeie) ejrec e A
ikj 1

0;

aufgrund der Jacobi-ldentitat und der Invarianz von Al ~ Al ~ AK unter zyklischer
Vertauschung.

3.28 Satz Sei A ein Zusammenhang auf P, dann gilt fir alle ¥ 2 ,'ﬁor P:v &
DA FA A~
Wahrend das Quadrat des gewohnlichen Di [eréntials immer verschwindetd? 0,

involviert das Quadrat des absoluten Di Lerkntials D,i die Krimmung des Zusam-
menhangs A.

Beweis. Nach Satz 3.9 gilt

dDa? ddt An~t  d?t d AN
d A NI 1k A ~dr:
Nach Definition des absoluten Di Cerkntials ist Di! d Dp X pry, wobei der
Zusammenhang auf horizontalen Formen verschwindet, d.h. A pr, 0. Folglich
gilt
D' d A ~I  pr, dA N1 pry,
DaA N X FA NI

denn der Push-forward vertauscht mit dem gewdhnlichen Di Cerkntial, ¥ ist hori-
zontal und dA pr, DaA. |
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U 1 -Zusammenhéange

Die Eichfeldtheorien in der Physik lassen sich mit Hilfe von Hauptfaserbiindeln be-
schreiben. Die Krimmung des Hauptfaserbiindels spielt dabei die Rolle der wir-
kenden Kraft und die Strukturgruppe spiegelt die Symmetrie der Wechselwirkung
wieder. Die Symmetrie der elektromagnetischen Wechselwirkung wird von der U 1
reprasentiert. Im Folgenden wollen wir U 1 -Hauptfaserbindel :P ¥ M betrach-
ten. Hier vereinfachen sich einige Konzepte, denn

Ul "fz2C:jzj 1g; ul LieU 1 iR;

sind abelsch. Insbesondere sind die Konjugation und ihr DiCerkntial trivial, d.h.
g idyi undAd g id,, firjedesg2U 1.

Wie bereits festgestellt, ist der Raum der Zusammenhange € P Uber P ein a Cneid
Raum uber dem Vektorraum }
men A1;A2 2C P st A1 A2
Typ Ad, d.h. fir jedesa 2 U 1 ist

P;iR Y1 :Ad Gegeben zwei Zusammenhangsfor-

b P;iR U1Ad eine horizontale Form vom

R, Ada'l

Alsoist horizontal und rechtsinvariant. Man definiert nuneineForm— 2 1 M;iR
durch,

“x Yx T p Vp i
fur X 2 Px und V ein Vektorfeld in M mit horizontalem Lift V . Aufgrund der
Rechtsinvarianz ist — wohldefiniert und es gilt o Ceabar ~. Folglich lasst sich
die Di Lerknz zweier Zusammenhangsformen immer schreiben als A1 Az ,
mit — einer gewdhnlichen Di Cerkntialform mit Werten in iR.

Sei nun A ein Zusammenhang, dann ist die Krimmung FA eine horizontale 2-
Form vom Typ Ad und daher nach obiger Rechnung ebenfalls rechtsinvariant, also

gilt auch

FA FA;  FA2 2MjiR:
Dau 1 abelsch ist, vereinfacht sich die Strukturgleichung zu

FA  dA AA  dA;

1
2
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also ist FA geschlossen und exakt. Im Gegensatz dazu ist FTjedoch im Allgemeinen
nicht exakt sondern lediglich geschlossen, denn
dFA d FA dF® O

und folglich ist ebenfalls dFA 0, denn die Projektion ist eine Submersion. Somit
ist auch iFA geschlossen und aufBerdem reellwertig, also

iFA 2H3; M;R:

Definition und Satz Sei A2 € P ein Zusammenhang auf P, dann definiert man die
erste reelle Chern-Klasse von P als

17
ciP T oA 2H3; M;R;

und diese Definition ist unabh&ngig vom gewéahlten Zusammenhang.

Beweis. Sei A’ 2 @ P ein weiterer Zusammenhang auf P, dann ist A A’ — far
ein 2 ! M;iR . Die Dierenz der Krimmungen

FAY FA dA" dA d d ~

ist folglich exakt, d.h. die Krimmungen FA’ und FA unterscheiden sich nur um ei-
ne exakte Form. Daher stimmen ihre entsprechenden de-Rham Kohomologieklassen
Uberein. Es gilt also

I
2 i 21

und dies war zu zeigen. |

Beispiel 17 Die erste reelle Chern Klasse des Hopf-Biindels. Betrachtet man S2 als
Teilmenge von C?, dann lasst sich eine U 1 -Wirkung beschreiben als

3 U1l ¥s3 WiiWo [Z 5 Wi ZWp Z:
Eine Projektion auf den CP! ist nun durch die homogenen Koordinaten gegeben
83 1 cpL; W1IW1 . Wi W o

Man nennt das U 1 -Hauptfaserbiindel H S3; ;CPLU 1 auch Hopf-Bundel. Die
Basismannigfaltigkeit CP! ist 2-dimensional geschlossen, zusammenhangend und

26. Juli 2011 69



Das Differential eines Zusammenhangs

orientierbar, also gilt HSR CPL:R R. Der Isomorphismus kann explizit angegeben
werden,

z

H3z CPLR I R; Y.L

Wir wollen nun den Wert der ersten reellen Chern Klasse c; H unter diesem Iso-
morphismus berechnen. Wir haben bereits explizit eine Zusammenhangsform fir
das Hopfbiindel berechnet

AZTS3!iR; Wi, W2 Hd!l !1d!1 rzd!z !2d!2 )

NP

mit Funktionen ¥;:S3 ¥ C, wy;w, , wj. Die Krimmung dieses Zusammenhangs
ist nach der Strukturgleichung

FA  dA dy,~dY; di,~drY,:

Somit ist der Wert der ersten reellen Chern Klasse

z
l 7.

c1 H "
. 2 1 cp

Um das Integral zu berechnen definiere auf U CPInfwi:ws : ws Og die Ab-
bildung

Dann ist wohldefiniert und ein Di Ledmorphismus. Weiterhin ist
CPlnU fwi:0 :wi2Cnfogg f1:0g

ein einziger Punkt. Setzt man firz 2 C

= dz~dz
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dann ist £ eine 2-Form auf C. Auf S3 gilt jw1j2  jw»j2 1 und folglich ist

dm’\dwl

= Wi W
F 2 2
2
1 Wa
w2
2 2 W2d Wld!z ~ Wsz]_ Wlde
W, “W2 2
2
1 Wy
W2

W2C| L] 1 Wld 1 2 N Wszl W]_de
woj?d ¥y ATy jwiPd i N dT,
szld LA de W1W2d I, N dTl
Fa Wlwld LA dTl W2W2d I, N de
szld L] 1 N~ de W1W2d 1 2 n dTl

Fa Wld LI} ng I, ~ WldTl Wszz

FA wid®; wodl, ™~ widl; wodl,

1 z —_— 1 z —_—
c1 H ﬁ CplFA 27 FA
1 z = 1 ZU
—_— F R
2 2 u i E
1 dz~dz 1 dx Ndy dy ™Ndx
2 icl jzj2 2 g 1 x2 y22
A Zy, Zy >
1 dx N dy 1 rdrd
R 1l x2 y22 g -9 1 r22
5 1 rdr 1 1
ro 1l rz?2 1 r2 r o
1:

3-D Lokale Beschreibung der Krimmung und
Transformationsverhalten

Sei :P ¥ M ein G-Hauptfaserbiindel und A ein Zusammenhang auf P. Weiterhin
sei fU;g eine o [ede Uberdeckung von M. Zu einem lokalen Schnitts; : U; ¥ P in P
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existiert eine lokale Zusammenhangsform
AS Ts, A2 tug:

Wir suchen nun nach einer lokalen Beschreibung der Krimmung und einem Weg aus
den lokalen Beschreibungen der Krimmung die globale Krimmung zurtickzuerhal-
ten.

Definition Die lokale Krimmungsform von A zum lokalen Schnitt s; : U; ¥ P st
definiert durch,

FSi s, FA2 2 Ujg:

Sei nun s; : U; T P ein weiterer Schnitt dann existiert ein G-Kozyklus gij : Ui \
Uj T G, so dass

Sj  Si Gij:
Ein analoges Transformationsverhalten haben die lokalen Krimmungsformen.
Lemma &) F%  Ad g;;* FS auf Ui \ U;.
b) Flr Matrizengruppen gilt
F9 g Fgi:
Beweis. a): Es gilts; s; gjj und somit erhalten wir mit der Produktformel 2.17
dsj X dRg, dsi X dl_gijl_dg_ij X ; X2 M:
Seien nun X;Y Vektorfelder in M, dann gilt

FSI X;Y  FAds; X ;dsj Y FA dRg,; dsi X ;dRg; dsi Y
RgijFA ds; X ;ds;j X Ad gijl Fsiox:y : M

Bemerkung. Fur Matrizengruppen uUbertragen sich die Darstellungen der globalen
Krimmung auf die lokalen Krimmungsformen,

FS dAS ASNAS;
dFS  FSAAS ASAFS:
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Beispiel 18 Sei P ein U 1 -Hauptfaserbindel, dann gilt aufgrund der Kommutativi-
tat
F® dA%;  F%  g;'Fiigji F%:

Somit stimrr}?n glle lokalen Krimmungsformen auf den Durchschnitten Uberein.
Das System F' definiert somit wieder eine globale Krimmungsform auf M mit
Werten in IR.

AuBerdem gilt aufgrund der Kommutativitat, dass dFS 0, weshalb die Bianchi
Identitat in der Physik auch homogene Feldgleichung genannt wird. Sie entspricht
gerade dem ersten Teil der Maxwell Gleichungen.

3-E Krummung und Integrabilitat
Satz Seien X;Y horizontale Vektorfelder auf P. Dann gelten
a) FA XY A XY
b) pr, X;Y FAXY . ~
Beweis. a): Da X;Y horizontal sind, ist A;A X;Y 0 und daher
FA X;Y dA X;Y XAY Y AX A XY A XY

da die Zusammenhangsform auf horizontalen Vektorfeldern verschwindet.
b):Esgiltpr, X A X und die Behauptung folgt mita). Nl

Erinnerung. Sei N eine Mannigfaltigkeit, dann ist eine Distribution ein Unterbtndel
D TN des Tangentialbtindels an N. Eine Distribution D heif3t involutiv, falls gilt

X;¥Y2 D DY X;¥Y 2 D;

und sie heil3t integrabel, wenn in jedem Punkt x 2 M eine Untermannigfaltigkeit Nx
von N existiert, so dass

TpNx  Dp; p2FP:

Die groRte zusammenh&ngende Untermannigfaltigkeit mit dieser Eigenschaft heif3t
dann maximale Integralmannigfaltigkeit von D durch x.

Der Satz von Frobenius besagt nun, dass eine Distribution genau dann integrabel
ist, wenn sie involutiv ist.
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Satz a) Das vertikale Tangentialbtindel TYP TP ist eine involutive Distribution
auf P.

b) Das horizontale Tangentialbiindel T"P TP ist integrabel genau dann, wenn
FA  0ist.
n_ o o _
Beweis. a): Es gilt TE‘J’P Xg :X2G und X;Y X;Y fur X;Y 2g. Somitist

der Kommutator vertikaler Vektorfelder wieder vertikal und daher TVP involutiv.
b): Seien X;Y horizontale Vektorfelder auf P, dann ist ihr Kommutator genau
dann horizontal, wenn pr,, X;Y 0. Nach dem vorangegangenen Satz ist dies
jedoch aquivalent dazu, dass FA X;Y 0 ist. Somit muss die Krimmung auf ho-
rizontalen Vektorfeldern verschwinden und als horizontale Form verschwindet sie

auch auf den vertikalen Vektorfeldern. Also ist TPP involutiv genau dann, wenn
A~ o |

Definition Ein Zusammenhang A auf P heif3t flach, falls FA 0. ~

Beispiel 19 Der kanonische flache Zusammenhang auf dem trivialen G-Hauptfaser-
bundel ist tatséachlich flach.

Satz Sei A ein Zusammenhang auf P. Dann sind folgende Bedingungen aquivalent:
(i) Aist flach.
(i) TP TP ist integrabel.

(iii) Es existiert eine o [ene Uberdeckung fUjg von M, so dass Py,;A isomorph
ist zum trivialen G-Hauptfaserbiindel Uber U; mit dem kanonischen flachen
Zusammenhang.

Erganzung Sei M einfach zusammenhangend, dannist P; ;M;G genau dann tri-

vial, wenn FA 0.

3-F Der klassische Krummungstensor

Sei :P ¥ M ein G-Hauptfaserbindelund E P V ein Vektorbundel. Fur eine
kovariante Ableitung r auf E kennen wir bereits aus dem vergangenen Semester
den klassischen Krimmungsbegri [,_damlich den Krimmungstensor

R>I(F;Y rxry Fryrx Fxy 2 2 M;EndE :

Wir wollen nun untersuchen, wie die 2-Form R mit FA zusammenhangt.
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Px P
Np
% M
3.1 Der Totalraum P zerféllt in Fasern P, und maximale Integralmannigfaltigkeiten Np.

3.39 Satz Sei A ein Zusammenhang auf P. Dann gilt flr einen Schnitt e 2 E und
Vektorfelder X;Y, dass

R;{Qe p; FAX Y v;

wobei X undY horizontale Lifts von X und Y sind.

Beweis. Esgilte p;€ miteiner Funktione 2 @1 P;V & . Somit berechnet sich

Rkye P:X Y &8 Y X &8 XY &

p; X ;Y € X;¥Y e p;pry X ;Y e

p; FAX ;Y @& ;

nach Satz 3.33. Nun gilt nach Definition des fundamentalen Vektorfeldes und der
G-aquivarianz von e,

- - d
FAX ;Y & — ep exptFAX ;Y
dt ¢ o
d exp tFAX ;Y @
at « o p ; p

d FAX:Y ©@&p
Mite p v folgt somit die Behauptung. |

Uber den Faserisomorphismus p werden somit Rx.y und FA X ;Y iden-
tifiziert.
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Lemma Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und r der Levi-Civita Zusammen-
hang auf TM. Sei P Pg|,, das Rahmenbundel tber M und A der durch r induzierte
Zusammenhang. Dann entspricht die Bianchi-ldentitat der Krimmung

DaFA 0
gerade der 2. Bianchi-ldentitat des Krimmungstensors
rxRvyz ryRzx rzRxy O
fur Vektorfelder X;Y;ZinM.
Beweis. Seien also Vektorfelder X;Y;Z in M gegeben, dann gilt
DAFA X ;Y ;2
dF® X ;Y ;Z
X FAY ;Zz Y FAz ;X Z FAX ;Y
FA XY ;2 FA Xz 5y FA Yz X

X FAY ;Z Y FAZ X Z FAX Y
FA XY :Z FA X;Z ;Y FA Y2 X *)
dennes gilt X ;Y prn, XY und FA ist horizontal. Betrachten wir Ry.z als

Schnitt in End TM, dann gilt
rx Ryz p X F Y ;Z
Wenden wir den Faserisomorphismus auf den Ausdruck (*) an, ergibt sich
p DAFA X :Y :Z
rx Ryviz Rxyiz ¥y Rzx Rxzy rzRxy Ryzx
rx Ry:z  Rrgyiz Rryx:z
vy Rzzx  Rryzyy Rroxy
rz Ry Rryzx Revix:
Weiterhin gilt fir die kovariante Ableitung
rxRvz rx Rviz Rrgwwiz Ryvirgz;
so dass wir schlieBlich erhalten
p DaFA X ;Y ;Z rxRvz ryRzx rzR xy:

Weil p ein Isomorphismus ist, impliziert DaF” 0, dass der rechte Ausdruck
fur alle Vektorfelder X;Y und Z verschwindet. I
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Torsion 3-G

3-G Torsion

Sei P PgL, das Rahmenblndel Uber einer Mannigfaltigkeit M. Das Tangentialbiin-
del tber M

T™ P R :GLn ¥ Aut R"  GLp

l&sst sich als zu P assoziiertes Vektorbindel au [asken, wobei die Darstellung
gerade der Identitét entspricht. Eine 1-Form ¥ 2 1 M;TM in M mit Werten in TM

lasst sich mit einer horizontalen 1-Form ¥ 2 ! = P;R" idyom Typ id identifizieren.

Im Folgenden wollen wir eine spezielle Form dieser Art untersuchen.

Definition Die kanonische 1-Form 2 1 P;R" ist definiert als
pX T p td X ; X 2 TpP;
wobei p :R™ I TP den Faserisomorphismus bezeichnet.

Die kanonische 1-Form entspricht im Wesentlichen der Identitat, modulo Identifi-
kation.

Lemma a) Die kanonische 1-Form ist horizontal und vom Typ id, d.h.

2 }PRY G I MiTM TM T™M EndTM :

b) Sei X ein Vektorfeld in M und X 2 @1 P;R" Gt die zugehsrige Funktion tiber

R", dann gilt
X X:
c) Fur die zu gehorige 1-Form "2 1M;TM inM gilt " ldyw.

Beweis. a): Da der vertikale Tangentialraum gerade als der Kernvon d definiert ist,
gilt pr, d und somit ist p ' d horizontal. Weiterhin gilt fir g 2 GL,
und X 2 TpP,

Ry p X pg dRg X p g 'd dRg X

glp d X g?!pX:

Also ist auch vom Typ id.
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b): Sei nun X ein Vektorfeld in M, dann gilt fir p 2 P
Xp p d X p X X:

c): Sei X 2 M und X ein Vektorfeld in M, dann gilt

XX P X PiXp X
und folglichist = 1drm. N
3.43 Definition Die Torsionsform des Zusammenhangs A ist definiert durch

A“Da :

Far einen Zusammenhang r auf TM kennen wir bereits die Torsion

T XY rxY ryX XY X;¥Y2 TM:

Durch obige Definition der Torsionsform st tatsachlich eine Verallgemeinerung
der Torsion T auf TM gegeben.

3.44 Lemma a) Seien X und Y Vektorfelder in P, dann gilt

XY d X;Y AX Y YAX: 7

b) Far Vektorfelder X und Y in M und m 2 M gilt
Tm X;Y P p X ;Y ; P2Pm: ~
Beweis. a): Dies folgt direkt aus der Formel fir das absolute Di LCerential
XY Da XY d XY AN XY
d X;Y AX Y AY X;

denn die Darstellung entspricht der Identitéat.
b): Seien X;Y 2 TM mit zugehérigen Funktionen X;Y 2 €1 P;RM GLn, Die
kovariante Ableitung lasst sich dann schreiben als

rxY m p;dYp X P;X Y p p;X Y p:
Da horizontal ist, folgt X ;Y xX;Y und somit ist
P p XY p;d p X ;Y
p;X Y Y X X;Y

rxY ryX XY m: I
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Torsion

Wahrend das Quadrat des gewdhnlichen Di Lerkntials verschwindet d® 0, invol-
viert das Quadrat des absoluten Di Lerentials die Krimmung, so dass

Dan Di FAN

Lemma Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und r der Levi-Civita Zusammen-
hang auf TM. Sei P Pg|,, das Rahmenbundel tber M und A der durch r induzierte
Zusammenhang. Dann entspricht die Identitat

Da FAN
gerade der 1. Bianchi-ldentitat fir den Krimmungstensor R.

Beweis. Der Levi-Civita Zusammenhang ist torsionsfrei. Somit verschwindet die Tor-
sionsform 0 und folglich ist auch Da 0. Seien also X;Y;Z Vektorfelder in
M. Dann gilt

FAN XY 5Z
FA X ;Y z FAY ;z X FA Z :X Y
FAX:¥Y Z FAY ;Z X FAZ :X Y:

Weiterhingilt p FA X ;Y Z RxyZ und somit ist
0 p FA XY ;Z RxyZ RyzX RzxY:

Dies ist gerade die 2. Bianchi-ldentitat fur R. I
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4.2

4 Parallelverschiebung,
Geodatische und
Exponentialabbildung

4-A Parallelverschiebung in Hauptfaserbiindeln

Sei . P I M ein G-Hauptfaserblindel und ein Zusammenhang auf P sei durch
eine Zusammenhangsform A 2 ' P;g gegeben. Eine dquivalente Definition eines
Zusammenhangs auf P ist durch eine Zerlegung des Tangentialblndels an P in einen
horizontalen und einen vertikalen Teil

TP TP TVP;

durch rechtsinvariante Distributionen T"P und TVP gegeben. ,Vertikal“ ist dann so
zu verstehen, dass TVP  kerd , und ,horizontal“ bedeutet, dass T"P ein beliebi-
ges Vektorraumkomplement zu TVP ist.

Eine weiteres zur Zusammenhangsform aquivalentes Konzept ist die Parallelver-
schiebung, die wir im Folgenden beschreiben wollen.

Definition Sei X ein Vektorfeld auf M. Ein Vektorfeld X auf P heil3t horizontaler Lift
von X, falls

1)d X X, und
2) X, 2ThP furallep2P. ~

Der horizontale Lift eines Vektorfeldes X auf M ist ein horizontales Vektorfeld
auf P, das -verknupft ist zu X. Der folgende Satz besagt nun, dass solch ein Vek-
torfeld immer existiert und sogar eindeutig bestimmt ist.

Satz a) Zu jedem Vektorfeld X auf M gibt es einen eindeutig bestimmten hori-
zontalen Lift X .
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4
Py =
— |-
|—>
X
P
p T
X
- e o> ~ M
X
4.1 Vektorfeld X in M mit horizontalem Lift X

b) Der horizontale Lift X ist rechtsinvariant, d.h.

dRg X, Xpg: furallep 2P undg 2 G:

¢) Sei Z ein horizontales und rechtsinvariantes Vektorfeld auf P. Dann existiert
ein Vektorfeld X auf M, so dass X Z.
d) Seien X und Y Vektorfelder auf M und ¥ 2 €1 M , dann gelten
X Y X Y ;

pr T p X ;
XY prn X Y

e) Sei Z ein horizontales Vektorfeld auf P, und B das fundamentale Vektorfeld zu
B 2 g. Dann ist der Kommutator horizontal, d.h.
z;8 2 Thp:
Ist Z sogar ein horizontaler Lift, so verschwindet der Kommutator, d.h. fur

jedes Vektorfeld X auf M ist

X ;B O

Beweis. a): Durch die Wahl eines Zusammenhanges auf P zerfallt das Tangential-

blindel in einen horizontalen und einen vertikalen Teil,

TP TP TVP:
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Die Projektion st eine Submersion und, da TVP  kerd gilt, ist die Einschran-
kung ihres Di Lerkntials

d TP 1 TIM;

ein Isomorphismus. Man definiert nun punktweise den horizontalen Lift als

“d g X p

Falls also ein horizontaler Lift zu X existiert, ist er bereits durch diese Formel ein-
deutig festgelegt. Um die Glattheit von X zu zeigen, betrachtet man zu einer o [e-1
nen Umgebung U M die lokale Trivialisierung

Pu U G:

Da die lokale Trivialisierung ein Di Ledmorphismus ist, ist ihr Di Lerkntial ein Iso-
morphismus und man definiert lokal fir p 2 Py,

Yo7 d X , 0:

Dann ist Y ein glattes Vektorfeld auf Py und d Y X, denn ist in der ersten
Komponente gerade die Projektion auf M. Aufgrund der bereits gezeigten Eindeutig-
keit giltdann lokal Y X und folglich ist X tatséchlich ein glattes Vektorfeld.

b): Der horizontale Tangentialraum ist eine rechtsinvariante Distribution, d.h. fur
jedesg 2 G und p 2P gilt

dRg X, 2 Tj4P:

Weiterhin wirkt G fasertreu, d.h. Ry . Damit gilt
d dRq X d Xg X p:
Aus der Eindeutigkeit von X folgt nun, dass dRq X, Xpg und somit ist X

rechtsinvariant.
c): Sei Z ein horizontales und rechtsinvariantes Vektorfeld auf P. Dann definiert
man punktweise firm 2 M

Xm 7d Zp;
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wobei p 2 Py, beliebig ist. FUr ein anderes q 2 P, giltqg p g fiureing 2 G und
somit aufgrund der Rechtsinvarianz,

d Zg d dRgZ, d Zp Xm:

also ist X wohldefiniert. Aus der Eindeutigkeit des horizontalen Lifts folgt nun, dass
X Z gilt.
d): Die ersten beiden Formeln folgen sofort aus der Eindeutigkeit des horizontalen
Lifts. Weiterhin sind X und X -verknUpft und daher sind auch die Kommutatoren
-verknupft,

d pr, XY d XY d X ;d Y XY

Somit ist pr, X ;Y ein horizontaler Lift von X;Y und aufgrund der Eindeu-
tigkeit stimmt er mit X;Y  (berein.

e): Sei Z ein horizontales Vektorfeld in P und B 2 g. Der Fluss des fundamentalen
Vektorfeldes B ist gegeben durch

t:P 1P P .p exptB,;

d.h. ¢  Rexp tg - Somit gilt fur den Kommutator

B;Z p E . o,t Z~- ¢
g dR y4
dt t o exp tB pexp tB
g t
dt ¢ o ’

Nach Voraussetzung ist das Vektorfeld Z horizontal und der horizontale Tangen-
tialraum ist rechtsinvariant. Also ist ist eine Kurve in T,S‘P und daher ist B;Z
horizontal.

Ist Z auBerdem rechtsinvariant, dann vereinfacht sich  zu

t dRexp t8 Zpexp tB Zp;
ist also konstant und folglich verschwindet der Kommutator. I

Ein Vektorfeld auf M lasst sich somit in eindeutiger Weise zu einem horizontalen,
rechtsinvarianten Vektorfeld auf P liften. Als nachstes wollen wir das Liften von
Kurven in M betrachten.
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4.3 Bemerkung zur Notation. Sofern nicht anders angegeben bezeichne | a;b ein
nichtentartetes endliches Intervall und :1 ¥ M eine Kurve in M.

Eine solche Kurve heif3t glatt, wenn sie stlckweise stetig di Cerknzierbar ist. Fur
eine solche Kurve existiert dann ohnehin eine Parametrisierung, so dass die Kurve
auf dem ganzen Intervall | stetig di Cerknzierbar ist. Im Folgenden seien alle Kurven
als glatt vorausgesetzt.

4.4 Definition Sei :1 ¥ M eine Kurve in M. Eine Kurve : 1 ¥ P hei3t horizontaler
Lift von , falls

1.) ,und

2) "t 2Th Pfurallet21. ~

Py (to) P
u
vy T
—r——\/ M
yto) Y
4.2 Kurve mit horizontalem Lift
45 Satz Sei :1 ¥ M eineKurvein M, tg 21 undu 2P ¢, . Dann existiert genau ein

horizontaler Lift
u:l TP

von mit  to u.

Die Idee des Beweises beruht darin, das Problem auf eine gewdhnliche Di Lerkn-
tialgleichung zurickzufihren und anschlieBend einen allgemeinen Existenz- und
Eindeutigkeitssatz anzuwenden.
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Allgemeiner Ee-Satz Sei G eine Lie-Gruppe und g die zugehdrige Lie-Algebra. Weiter-
hinsei v : 1 ¥ geine stetige Kurve und 0 2 |. Dann existiert eine eindeutig bestimmte
Cl-Kurveg:1 ¥ G mit

g0 e gt dRgt VT : 7

Beweis. Wir beweisen nur den Fall, dass | 0;1 ist. Dazu betrachten wir das
Vektorfeld Z auf G | definiert durch

Zgs ~ dRg v's ;@—s .

Sei z 2 G |, dann existiert fur jtj hinreichend klein eine Integralkurve  von Z
mit

t €8 gt;s t;
wobei g O eund gt dRg v t . Weiterhin ist feg 0;1 kompakt, also

existiert ein " > 0, so dass ¢ fur alle Anfangswerte aus feg 0;1 und fur alle t
mit jtj <" existiert. Zerlege nun 0;1 so, dass

0 th<ti<:::<t 1; Jte tej ™

Dann existiert ¢ g1 t;t auf O;t; . Weiterhin existiert auf 0;t, t; die Lo-
sung

t &ty g2ttty t

wobei g, t dRy,+ Vt t; undgs O e Wirsetzen nun
8

2gl t; 0 t ty;
gt
-0t gty i<t to

Dann ist g auf O;t, definiert und stiickweise di Lerknzierbar. Weiterhin gilt fur
<t t

g t ng]_ t g2 t
ngl t ngz ty V t
ngz tthoat VI

dRgt Vv t:

Analog setzt man g auf ganz 0;1 fort. I
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9.
e+ /g-l/\gi-.__/. - \_/
\/ g3 N
—+— —t,
t 1 b trog tr
4.3 Zur Konstruktion der Kurvenstucke g; auf 0O;t; t; 1 und dem Verkleben zu g.
Beweis des Satzes. Wir beschranken uns auf den Fall, dass | 0;1 undty Oist.

Da | kompakt ist, ist auch die Spur von kompakt. Sie liegt daher in endlich vielen
o [eden Mengen U; Uber denen P lokal trivial ist. Mit Hilfe der lokalen Trivialisierun-
gen

i: 1Ui U G;

kénnen wir die Kurve lokal in U; zu einer Kurve auf P liften und anschlieend mit
der G-Wirkung die einzelnen Lifts zu einer di Lerknzierbaren Kurve

1 1P ;

zusammensetzen, so dass 0 u ist.
Gesucht ist nun eine Kurve g : | ¥ G so, dass

ut tgt

horizontal ist. Die Kurve |, ist genau dann horizontal, wenn die Spur ihrer Ablei-
tung ganz im Kern der Zusammenhangsform A liegt. Mit der Produktformel berech-
nen wir

Ayt AdRgy t digy 10t t
Adgt At digr:0t
dige 1 dRgtA t gt

DadLg ¢ 1 ein Isomorphismus ist, verschwindet A ", t genau dann, wenn

0 dRgtA t gt:
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Setzenwirv : 1 ¥ gmitv t A "t ,dann ist also eine Funktion g: 1 G
gesucht mit

g0 ¢ gt dRg: Vvt
Diese existiert nach dem allgemeinen Ee-Satz. I
4.7 Definition Sei : a;b ¥ M eine Kurve in M. Die Abbildung
PAIP 4 TP p; u, ,b;
hei3t Parallelverschiebung beztglich A in P entlang

Spater kdnnen wir mit Hilfe dieser Definition ganz einfach eine Parallelverschie-
bung in Vektorbindeln, zum Beispiel dem Tangentialblndel, definieren.

4.8 Bemerkung. P# ist unabhéngig von der Parametrisierung von

4.9 Definition 1.) Seien cab " Mund : c;d ¥ M zwei Kurven in M mit
b c . Die Hintereinanderausfuhrung ? von und st definiert
durch
8
2a2tba; 0 t 1=2;
2?2t ">

[ 2t 1 d c ; 1=2<t 1:

2) Diezu : a;b ¥ M inverse Kurve ist definiert durch,
0 0;1 Y M; t., b tb a : —

Die Hintereinanderausfuhrung ist im Allgemeinen nur stiickweise stetig di Leren-
zierbar, aber nach unserer Definition dennoch eine glatte Kurve.

4.10 Satz Seien und Kurven in M. Dann gelten:
a) PA, PA PA
b) PA ist ein Di Leamorphismus und PA 1 pA
c) PA ist G-aquivariant, d.h. fir jedes g 2 G gilt,

A  pA .~
Ry PA PA Rg:
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Beweisidee. Eigenschaft a) folgt sofort aus der Definition der Parallelverschiebung.
Weiterhin ist der horizontale Lift einer Kurve eindeutig und TPP ist rechtsinvari-
ant, also folgt auch Eigenschaft c). Fur Eigenschaft b) geniigt es die Glattheit der
Abbildung

pA: 1 a 1 1 p

1

zu zeigen. Fixiere dazu po 2 a und betrachte den Faserdi Carhorphismus

po :GY 1 a: dg.PpPo O
Dann ist p1 ~PA pp 2 P und aufgrund der G-Aquivarianz gilt
PApo g PApo g;

also giltauchPA po g pP1 g und damit

PA p1 po n
Da die Faserdi Ledmorphismen glatte Abbildungen sind, folgt sofort die Glattheit
der Parallelverschiebung. I

Beispiel 20 a.) Wir betrachten die zweifache Uberlagerung der S*. Zu zwei Punkten
X;y in St existieren zunachst je zwei Lifts u;u’ und v;Vv? in der zweifache
Uberlagerung. Weiterhin gibt es zwei mogliche Kurven, die x und y verbinden,
die kiirzere benennen wir und die langere . O [edbar gilt

0 x; 1 v
0 X; 1 V!

Weiterhin sind die Fasern der Uberlagerung zweielementig, also diskret und
folglich hat die Uberlagerung dieselbe Dimension wie die S*. Somit sind auch
ihre Tangentialrdume isomorph und aus Dimensionsgriinden gilt T"P TP.
Insbesondere ist der gewdhnliche Lift einer Kurve automatisch horizontal. Lif-
ten wir also die Kurven und ,zu ,und |, so sind gilt

u O ; ul v
uO u; ul Vv
Alsoist |, 1 vloov u 1 . Somit héangt die Parallelverschiebung in St

vom gewahlten Weg ab!
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X Yy
4.4 Zweifache Uberlagerung der S? (links), sowie mit den x und y verbinden Kurven samt
Lifts (rechts)
b) Sei :Pp M G ! M das triviale G-Hauptfaserbiindel versehen mit dem ka-

nonischen flachen Zusammenhang Ap  dpr,. Dieser Zusammenhang ist aqui-
valent dazu, fur einen Punkt Xx;g in P den horizontalen Tangentialraum als

h
ThgP TxM

festzulegen. Sei nun  eine Kurve in M mit Anfangspunkt x und Endpunkt y.
Der horizontale Lift von ist nun einfach gegeben durch

xg t t;o:
Die Parallelverschiebung entlang  beztglich Ag hat somit die Form
P Pox fxg GI y G Pgy; X;d ., Y;0:

Sie hangt damit o [edbar nicht von der Wahl des Weges ab, der x und y
verbindet.

Im Allgemeinen hangt die Parallelverschiebung von der Wahl des Weges ab. Im
Extremfall des trivialen Hauptfaserbiindels versehen mit dem kanonischen flachen
Zusammenhang jedoch nicht. Wir werden sehen, dass die Unabhéangigkeit der Paral-
lelverschiebung von der Wahl des Weges bemerkenswerte Konsequenzen hat. Im Fall
einer einfach zusammenhangenden Basismannigfaltigkeit ist die Unabhéngigkeit au-
Rerdem &aquivalent dazu, dass die Krimmung des Zusammenhangs verschwindet.

4.11 Satz Sei die Parallelverschiebung auf P bezlglich A unabhangig von der Wahl des
Weges. Dann existiert ein G-Hauptfaserbtindelisomorphismus

Po ¥ P; mit A  Ag;

90 26. Juli 2011



4.12

Parallelverschiebung in Hauptfaserbindeln

wobei Py das triviale G-Hauptfaserbiindel versehen mit dem kanonischen flachen Zu-
sammenhang Ag bezeichnet. Man schreibt dafiir auch P; A istisomorph zu Pg; Ao .

Ist also die Parallelverschiebung unabhéangig von der Wahl des Weges, dann ist das
Hauptfaserbundel trivial und der Zusammenhang ist ein Pull-back des kanonischen
flachen Zusammenhangs, also ebenfalls trivial. Wir haben bereits gezeigt, dass ein
Hauptfaserbindel P genau dann trivial ist, wenn ein globaler Schnitt

s:M 1 P:

existiert. Wir suchen nun nach Bedingungen an den Schnitt s, so dass der Zusam-
menhang A auf P trivial wird.

Lemma Das G-Hauptfaserbliindel P;A ist isomorph zu Pg;Ap genau dann, wenn
ein globaler, horizontaler Schnitt existiert, d.h. ein Schnitt

s:M 1 Pp; ds TM Thp: —

Beweis. ): Sei :Po M G T P ein Isomorphismus mit A Ap. Dann gilt
kerA  d kerAp und somit gilt fur jeden Punkt x;g inP,

d Txg M g Thx;g P:

Ein globaler Schnitt von P ist gegeben durch
s:M 1 Pp; S X X;e :

Weiterhin ist TxM T g M g fir jedes g 2 G und folglich
ds TxM d Txe M feg T" P TI P:

Also ist der Schnitt s auch horizontal.
(: Seis: M ¥ P ein A-horizontaler Schnitt, d.h. ds TM TPP. Als Trivialisie-
rung von P wahlen wir

‘Po ¥ P X;g ,SX O Rgsx:

Dann ist  Di[edmorphismus, denn s ist ein globaler Schnitt und G wirkt einfach
transitiv und frei auf P. Weiterhin gilt
d Txg M g dRg ds TxM  dRg TN P
TP T xgP;

s X g

denn T"P ist eine rechtsinvariante Distribution. I
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Um den Satz zu beweisen, genligt es also einen horizontalen, globalen Schnitt zu
konstruieren.

Beweis des Satzes. Sei die Parallelverschiebung unabhangig von der Wahl des Weges.
Wir fixieren Xg 2 M und ug 2 Py,, und definieren einen Schnitt durch

s:M 1 P; X . s X TPA ug w 1

wobei : 0;1 ¥ M ein beliebiger Weg von Xo nach x sei. Aufgrund der Unab-
hangigkeit der Parallelverschiebung von der Wahl des Weges ist s wohldefiniert.
Weiterhin hangt ,, 1 als Losung einer gewohnlichen Di [erkntialgleichung di [e-1
renzierbar vom Anfangswert x ab, also ist s di [erknzierbar. Seinun : 0;1 ' M
eine Kurve durch x mit ~ 0 X 2 TxM, dann gilt

a . + 4
dt ¢t o dt ¢ o

d

ds X —
dt ¢ o

PA, . Uo ? Lt 2T

wobei eine Kurve von Xp nach x bezeichnet. Somit ist s ein horizontaler, globaler
Schnitt in P und nach dem vorangegangen Lemma ist daher P trivial mit trivialem
Zusammenhang. |

Der Zusammenhang A auf P heif3t flach, wenn seine Krimmung verschwindet,
d.h. FA 0. Aus dem Satz von Frobenius folgt, dass dies genau dann der Fall ist,
wenn die horizontale Distribution TTM integrabel ist. Mit Hilfe des vorangegangen
Satzes konnen wir die Aussage wie folgt erweitern.

4.13 Satz Sei A ein Zusammenhang auf P. Dann sind folgende Aussagen aquivalent.
(i) Aist flach.
(i) TPP TP ist integrabel.

(iii) Es existiert eine o[ede Uberdeckung fUjg von M, so dass Py,;A isomorph
ist zum trivialen G-Hauptfaserbtindel Uber U; mit dem kanonischen flachen
Zusammenhang.

(iv) Es existiert eine o [ede Uberdeckung fU;g von M, so dass die Parallelverschie-
bung auf jedem Py; unabhéangig von der Wahl des Weges ist.

(v) Es existiert eine o [ede Uberdeckung fU;g von M und lokale, horizontale Schnit-
te

siiUi 1 P; dsi TM  Thp: —
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Beweis. (i)a(ii) war eine Konsequenz aus dem Satz von Frobenius, die wir bereits in
Satz 3.35 gezeigt haben.

(iia(ivia(v): (iii)a(v) ist die Aussage des vorangegangen Lemmas, (v)) (iii) die
Aussage des vorangegangenen Satzes und (iv)) (iii) haben wir in Beispiel b.) gezeigt.

(ii)) (iii): Sei also FA 0. Dann ist T"P integrabel, d.h. fur jeden Punkt p 2 P
existiert eine maximale zusammenhéangende Integralmannigfaltigkeit N, so, dass
fur g 2 Np gilt, TgNp T[?P. Somit entspricht der Tangentialraum an N, gerade
dem horizontalen Tangentialraum an P, welcher wiederum zu TM isomorph ist.
Also haben Np und M dieselbe Dimension. Weiterhin ist die Projektion

P I M
eine Submersion und folglich ihre Einschrankung
Ny - Np IT'M
eine Uberlagerung, d.h. fur eine hinreichend kleine UmgebungU M von p st
N L
U \Np Ni;
die disjunkte Vereinigung o [eder Mengen N; so, dass
N, CNi T M

ein Di Cedmorphismus ist. Man kann somit eine Uberdeckung von M und lokale
horizontale Schnitte

stUIN; P st

definieren.

(ii))) (i): Sei eine Uberdeckung von P mit horizontalen Schnitten gegeben. Die
Krimmung ist eine horizontale 2-Form und verschwindet somit bereits auf verti-
kalen Vektoren. Wir missen daher nur zeigen, dass sie auch auf horizontalen Vek-
toren verschwindet. Wéahle dazu x 2 M und p 2 Px. Dann existiert ein horizontaler,
lokaler Schnittsj : U; ¥ P, so dass x 2 U; und

dsi: TxUi ¥ Thpy,

ein Isomorphismus ist. FUr horizontale Vektoren X;Y 2 TQP existieren dann Urbil-
der V;W 2 TxM so, dass

dsi V X; dsi W Y:
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Nach dem vorangegangen Satz ist P;A lokal isomorph zum trivialen Bindel mit
dem kanonischen flachen Zusammenhang, also ist

FS s, FA O

Dann gilt aber auch

FAX;Y FAdsi V ;dsi W s;FV;w o

Also verschwindet die Kriummung auch auf den horizontalen Vektorfeldern und ist
somit identisch Null. [l

4.14 Bemerkungen. a. Alternativ kann man die lokalen Schnitte auch mittels Geodati-

94

schen definieren. Zu xXg 2 M existiert eine Normalenumgebung U von Xg, SO
dass zwischen Xp und einem anderen Punkt x 2 U eine eindeutig bestimmte
Geodétische existiert. Man definiert dann fur ein beliebiges u 2 Py,

s:U ¥ Pp; sx “PAu:

Ist die Basismannigfaltigkeit M einfach zusammenhéangend, dann lasst sich die
Aussage wie folgt des vorangegangen Satzes globalisieren. Angenommen die
Fundamentalgruppe von M ist trivial, d.h. 1M 1, dann verschwindet die
Krimmung des Zusammenhangs genau dann, wenn die Parallelverschiebung
nicht vom gewahlten Weg abhangt,

FA 0 a P*istunabhiangig vom gewahlten Weg:

Beweis. Wir miissen nur zeigen, dass FA 0 die Unabhangigkeit von der Wahl
des Weges impliziert.

Seien X;y 2 M und bzw. Wege, die X und y verbinden. Da M einfach
zusammenhéangend ist, sind und homotop. Es existiert also eine Homotopie
F mit

F:1 1 ¥ M; Fo t t; Fi1 t t:

Da die Krimmung des Zusammenhangs verschwindet, ist P lokal trivial. Man
zerlegt nun | | in kleine Késtchen K; so, dass Pg k; trivial ist. Wir betrachten
nur den Fall von vier Kastchen (siehe Abbildung ??), der allgemeine Fall folgt
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analog. Fur jedes Késtchen K; ist die Parallelverschiebung auf Pe ; unabhangig
vom gewahlten Weg. Somit gilt dann

Also ist
P P, P, P2P11P2 P, P, P,
P, P, P: .
F
S /\
61 62

N A,

Y1

45 Zum Beweis der Unabhangigkeit der Wahl des Weges.

4-B Parallelverschiebung in Vektorbindeln

Sei :P ¥ M ein G-Hauptfaserbuindel mit Zusammenhang A und G wirke von links
auf einer Mannigfaltigkeit F. Das assoziierte Faserbiindel bezeichnen wir mit

E P 6F p;v.  p gig 'v:

4.15 Definition Sei | a;b einiIntervallund :1 ¥ M eine Kurve in M. Die Parallel-
verschiebung in E entlang st definiert durch

PEE g TE p;v . PAp;v:
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4.16 Bemerkungen. a. Durch diese Definition ist die Parallelverschiebung in E tatsach-
lich wohldefiniert. Sei p;v 2 E, dann gilt fiir g 2 E aufgrund der G-Aquivarianz

von P4,
h i h i h i
PEp gig’ v Pp gig! v RPpig’ v Pipv
PE g;v :
b. Sei ein horizontaler Lift von , dann gilt
pE b a L

wobei p :FYE, v, p;v.

Beweis. Setze p a , dann geniigt es die Aussage fiir die Aquivalenzklasse
p;Vv zu zeigen. Dann ist

PAp b ;
und folglich
b a 'pv b v b:v PEp;v:I
c. Ist E ein Vektorbiindel, dann ist PE ein Vektorraumisomorphismus.

Beispiel 21 Sei E  TM das Tangentialblindel, dannistE  Pg_, L, R". Weiterhin
sei X 2 M und p e1;:::;er eine Basis von TxM. Ein Tangentialvektor v 2 TxM
lasst sich schreiben als

X
A\ Vi€j.
il
ZueinerKurve :1 T Mmit a X, istdie Parallelverschiebung
PA p bt er t et

eine Kurve im Rahmenbundel. Die Parallelverschiebung in TM ist nun gegeben durch
X

PTM:T,MET (M; Vv, vjet:
i1l
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Ein Zusammenhang auf dem Hauptfaserbiindel induziert eine kovariante Ablei-
tung auf den assoziierten Faserblindeln. Diese kovariante Ableitung kbnnen wir nun
auch mittels der Parallelverschiebung beschreiben.

Satz Sei : P ¥ M ein G-Hauptfaserbiindel mit Zusammenhang A und sei E ein
assoziiertes Vektorbiindel mit der von A induzierten kovarianten Ableitung r”. Dann
gilt fur ein Vektorfeld X auf M und einen Schnitt e in E

d
rge m atoPEe t o

wobei PE : E ¥ E o die Parallelverschiebung entlang  beschreibt und eine
Kurvein M ist mit 0 mund = 0 Xm-

Beweis. Sei ein horizontaler Lift von , dann ist
PE 0 t L
und © 0 X, - Weiterhin gilt e P p;ep ,alsoiste t t;e

t und folglich

d E d 1
— Pce t 0 — e t
dt t o dt t 0
0 de O
p;de X, dae Xm
rye m: |

4-C Parallelverschiebung im Tangentialblundel

Fur Vektorbundel wie das Tangentialbindel TM Uber einer Mannigfaltigkeit M gibt
es einen direkteren und weniger abstrakten Weg, die Parallelverschiebung zu defi-
nieren. Wir wollen dies im Folgenden am Beispiel des Tangentialbiindels erarbeiten
und zeigen, dass dieser Zugang aquivalent zur Definition von Parallelverschiebung
in assoziierten Faserblndeln ist. Allerdings fehlt einem bei diesem Zugang das ,,big
picture“, dass sich ndmlich zahlreiche Objekte, einmal fur das G-Hauptfaserbindel
P definiert, auf die assoziierten Vektorbtundel

E P V; :GIGLV ;
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Ubertragen, wobei man bereits viele interessante Vektorbindel erhalt, wenn man
den Totalraum P festhalt und lediglich die Darstellung variiert. Nichts desto trotz
bietet der folgende, elementare Zugang ebenfalls seine Vorzige, weshalb wir ihn
auch prasentieren.

Definition Ein Vektorfeld entlang einer Kurve :1 ¥ M ist eine glatte Abbildung
X:1¥"TM;

mitX t 2T ¢ M fur allet 2 1. Den Raum aller Vektorfelder entlang bezeichnen

wir mit

Bemerkung. Der Raum ist ein unendlichdimensionaler Vektorraum tber R. Fir
ein Vektorfeld X entlang und eine Funktion f : 1 ¥ R ist auch wiederum

fX:1 1 TM; t, FtXt
ein Vektorfeld entlang . Somit ist auRerdem ein €1 I -Modul.
Beispiel 22 a.) Betrachten wir zu einer Kurve in M die erste Ableitung
Tl Y TM;
so ist dies o [Cedbar ein Vektorfeld entlang
b.) Schranken wir ein gegebenes Vektorfeld X 2 M auf die Spur der Kurve ein,
X X
so ist die Einschrankung X ein Vektorfeld entlang

Satz Sei M eine Mannigfaltigkeit mit einer kovarianten Ableitung r auf TM. Dann
existiert eine eindeutig bestimmte Abbildung

r

dt - ;

mit den folgenden Eigenschaften:

a) g; ist R-linear.
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b) Fdr alle Vektorfelder X 2 und £ 2 L 1 qgilt
r df r

c) Falls X X fuar ein Vektorfeld X 2 M , dann gilt

— X r-X: =
dt
Die Beweisidee beruht darauf, in lokalen Koordinaten aus den Eigenschaften a)-c)
eine explizite, eindeutige und von der Wahl der Koordinaten unabhangige Formel fur
(Trt herzuleiten. Dann definiert man d—rt mit Hilfe dieser Formel und zeigt wiederum,
dass mit dieser Definition die Eigenschaften a)-c) erfullt sind.

Beweis. Sei U;x eine Kartein M und :1 T M eine Kurve. Da die Spur von
kompakt ist, kénnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass ganz in U liegt. Wir
schreiben dann

X 1i:i5s n

fir die Komponenten von . Sei X ein Vektorfeld entlang , dann besitzt es die
lokale Darstellung

X 0
Xt fit :
i1 0xi ¢

Angenommen es gibt solch eine Abbildung d—';. Dann man berechnet fur X mit Hilfe
der R-Linearitat (a) und der Derivationsregel (b),
!

X
st r i@
dt , . dt Oxi ¢
1
X dfi 0 r 0
;o deexi ¢ 'dt @xi  +

Weiterhin gilt nach Eigenschaft (c), dass

1 1
r @ r 0 X 5 tora 0
- t "o
dt  0x; ¢ oxi i1 ! o5 @i ¢
X it K ¢ i
ji '
ik 1 Oxk t
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Kk
ji
erhalten wir fur d—'; die lokale Darstellung

wobei die Christo [el3ymbole der kovarianten Ableitung r bezeichnen. Somit

0] 1
X - X
d—r;x @% 0 - i g jki &A: *)
i1 @XI jik 1 @Xk
Die Bedingungen (a)-(c) legen somit die Abbildung d—rt in lokalen Koordinaten ein-

deutig fest. Aus Eigenschaft b) folgt, unter Verwendung von Abschneidefunktionen,
dass es keinen Unterschied macht, ob man X zuerst lokalisiert und anschlief3end ab-
leitet, oder ob man zuerst ableitet und dann lokalisiert. Somit ist es gerechtfertigt,
die Definition von d—rt zunachst nur lokal anzugeben. Es verbleibt zu zeigen, dass
diese Definition nicht von der Wahl der Koordinaten abhéngt, und dass durch (*)
tatsachlich die Eigenschaften a)-c) erfullt sind. |

Bemerkung zur Notation. Anstatt d—rt schreibt man auch

r -

—X X rX

dt
Es gilt dabei zu beachten, dass mit X oder r- X im Allgemeinen immer d—rt gemeint
ist und nicht die Zeitableitung oder die kovariante Ableitung im Ublichen Sinne.
Eigenschaft (iii) besagt ja gerade, dass d—';x r- X nur far Vektorfelder X X , die
durch Einschrankung eines Vektorfeldes M hervorgegangen sind, gilt.

Ist X gerade die erste Ableitung der Kurve ,d.h. X °, dann schreibt man auch
v x - -
dt '

Ein Zusammenhang r auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M;g heif3t me-
trisch, falls

Xg Y;Z g rxY;Z gvY;rxZ;

d.h. die Lie-Ableitung nach X ist kompatibel mit der Metrik g und erfullt eine Art
Produktregel. Eine analoge Aussage gilt auch fur die Abbildung d—rt.

Korollar Sei M;g eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und r ein metrischer Zusam-
menhang auf TM. Fur Vektorfelder X;; X5 2 gilt dann

d . .
ag X1; X2 g X3 Xa g Xy Xo
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Im letzten Semester haben wir gesehen, dass der Zusammenhang r genau dann
metrisch ist, wenn die Metrik g parallel ist, d.h.

rg O:

Parallele Objekte haben zahlreiche angenehme Eigenschaften und sind in vielen Si-
tuationen leichter zu handhaben. Mit Hilfe des eben erarbeiteten Ableitungsbegrif-
fes, lasst sich Parallelitat sehr elementar fur Vektorfelder entlang einer Kurve defi-
nieren.

4.23 Definition Ein Vektorfeld X 2 heiRt parallel, falls X 0. ~

Beispiel 23 Betrachten wir M R" versehen mit der Standardmetrik und dem fla-
chen Zusammenhang. Dann verschwinden alle Christo [Cel$ymbole, d.h. jki 0 und
fur ein Vektorfeld entlang

X_ 0

X i ;
i1 0

nimmt die Formel (*) die besonders einfache Form

X af,
ildt@xi

an. Somit ist X genau dann parallel, also X 0, wenn die Koe [Ziehtenfunktionen
konstant sind, d.h. fi 0. Dies entspricht auch der Vorstellung, denn das Vektorfeld
X andert beim Verlauf entlang seine Richtung nicht.

424 Lemma Sei 1 & M eine glatte Kurve und Zg 2 T , M fir ein tg 2 1. Dann
existiert genau ein paralleles Vektorfeld Z 2 mit
Z to Zo. -

Beweis. Die Bedingung X O ist nach Gleichung (*) aquivalent zu n gekoppelten,
gewohnlichen Di Cerkntialgleichungen

i " jikfk; i 1N
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Z(t)
Zo

ag=y()

Parallelverschiebung eines Tangentialvektors Zy entlang

Diese besitzen nach dem allgemeinen Existenz und Eindeutigkeitssatz eine eindeu-
tige lokale Lésung
e 1L R™, t, fit;fa t

AuRerdem héangen die Losungen di Cerknzierbar vom Anfangswert ab. Die f; liefern
nun die Koe [ziehten des gesuchten Vektorfeldes Z. |

Mit Hilfe des vorangegangen Lemmas kdnnen wir nun ganz einfach eine Paral-
lelverschiebung im Tangentialblindel definieren. Gegeben sei ein Tangentialvektor
Zy 2 TxM an einen Punkt p 2 M. Fur einen weiteren Punkt g 2 M wahlt man
nun eine Kurve , die x und y verbindet und fir die = 0 Zp gilt. Nun existiert
ein eindeutig bestimmtes, paralleles Vektorfeld entlang dieser Kurve . Mit diesem
Vektorfeld kann man Zg von TpM parallel nach TqM verschieben.

Definition Sei eine Kurve in M, dann heil3t die Abbildung
T (xtMET ¢ M; Zo , Z t;
mitZ 2 parallel und Z tg Zo, Parallelverschiebung entlang

Beispiel 24 Betrachten wir wieder M R"™ mit der Standardmetrik und dem flachen
Zusammenhang. Dann ist die Parallelverschiebung gerade durch die gewéhnliche
Translation von Vektoren gegeben.

Im Allgemeinen hangt die Parallelverschiebung vom Zusammenhang ab und kann
beliebig kompliziert werden. Die Menge aller mdglichen Parallelverschiebungen lasst
sich durch die Holonomiegruppe (siehe Kapitel ??) beschreiben.

Bemerkung zur Notation. Sei eine Kurve in M, die X und y verbindet, so bezeich-
nen wir die Parallelverschiebung entlang auch mit

xy . IxM ¥ TyM:
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Parallelverschiebung im Tangentialbundel

Die Parallelverschiebung im Hauptfaserbiindel P# beschreibt einen Di [edmor-
phismus der Fasern. Ein analoges Resultat gilt auch fir die so definierte Parallelver-
schiebung im Tangentialbindel, nur dass aufgrund der linearen Struktur sogar
ein Isomorphismus ist.

Lemma a) Die Parallelverschiebung ist ein linearer Isomorphismus

xy - IxM ¥ TyM; xX;y 2 M:

b) Sei g eine Metrik auf M. Der Zusammenhang r ist genau dann metrisch, wenn

xy €ine Isometrie ist.

Beweis. a): Aufgrund der Eindeutigkeit des parallelen Vektorfeldes an folgt sofort
die Linearitat von . AuBerdem héngen die Lésungen der gewohnlichen Di Ceren-
tialgleichung di Lerenzierbar vom Anfangswert ab, also ist auch di Cerknzierbar.
Letztlich folgt aus der Eindeutigkeit, dass yx invers ist zu , und folglich ist
ein linearer, di Lerenzierbarer Isomorphismus zwischen den TangentialrAumen an x
und y.

b): ): Sei r ein metrischer Zusammenhang auf TM, dann gilt fur Vektorfelder X
und Y entlang , dass

d . .
—g X;Y X;Y X;Y
dtg g g

Sind nun X und Y parallel, so verschwindet die rechte Seite und g X;Y ist konstant.
Waéhle also Xo; Yo 2 TxM, so gilt

xy9 XoiYo g xyXo; xyYo gXtiYt g Xo; Yo ;

denn X t undY t sind parallele Vektorfelder entlang mit Anfangswert Xo bzw.
Yo. Somit ist xy eine Isometrie.
(: Sei xy eine Isometrie, dann gilt fir parallele Vektorfelder X, Y entlang ,

gXxXt;yt pad XoiYo g Xo;Yo:
von TpM und definiere

@t 7 xy @ ; i Lo
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Dann ist nach obiger Rechnung auch @; t ;:::;0n t eine Orthonormalbasis, d.h.
goit;et ij t21:
Somit hangt die Entwicklungvong X t ;Y t nurvonden Koe [ziehtenfunktionen
ab. Genauer seien
X X
Xt ai tet; Y t bjt@jt;
i1 j1

dann gilt fir die Metrik

d _ d X .
agXt,Yt dat . ajtbytg@t;et
ij 1

x hl -
fitgjt fitgjt ij
iij 1

gXt;Yt gXt;Yt

Seien nun Z 2 TxM und X;Y Vektorfelder auf M. Weiterhinsei :1 ¥ M eine Kurve
durch x mit © 0  Z. Dann gilt nach dem bisher gezeigten,

d
Zg XY — XY t
g dttog
d
— X t;Y t
dttog t

gX 0:;Yp gXpY O
g rzX;Yp g Xp;rzY ;

dennX 0 r- g X rzX.Alsoist r metrisch und dies war zu zeigen. I
Sei r ein Zusammenhang auf TM. Wir schreiben das Tangentialblindel
TM Pg, o,R"_E

als assoziiertes Vektorbiindel zum Rahmenbundel Pg,, und versehen Pg,, mit dem
durch r induzierten Zusammenhang A. Dann verflgen wir Uber zwei Parallelver-
schiebungen, namlich einerseits die induzierte Parallelverschiebung

PE:Ex ¥ Ey; p;v ., PApiv;
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Parallele Schnitte und Parallelverschiebung

und die soeben definierte Parallelverschiebung
xy - IxM T Ty M; Zo » Z b :
Zum Abschluss zeigen wir, diese zwei Definitionen tatséchlich aquivalent sind.

Satz Sei :1 ¥ M eine Kurve in M. Dann gilt
pE:. ~

Beweis. Sei x 2 M und X 2 TxM. Weiterhin sei eine Kurve in M durch x mit
-0 X. Dann ist die durch den Zusammenhang A induzierte Parallelverschiebung
gegeben durch

Xt PE,X 0 t X
wobei den horizontalen Lift von nach P bezeichnet. O [edbar ist X t ein Vek-

torfeld entlang . Weiterhin gilt die Formel

r d 1
—Xt — PE Xt s
dt ds Jut s

Nun gilt jedoch

PE Xt s t t s Xt s
Jtt s
t t s 1! t s 0 X
t 0 X

Also hangt der Ausdruck nicht von s ab, d.h. die Ableitung verschwindetund X t ist
parallel. Somit ist X t das eindeutig bestimmte parallele Vektorfeld mit X 0 X
und somitist X t x t X. l

4-D Parallele Schnitte und Parallelverschiebung

Sei :E I M ein Vektorbiindel mit einer kovarianten Ableitung rE.
Definition 1) Der Raum der parallelen Schnitte in E ist definiert als

n )
Par E;rf ~ e2 E :rfe 0 :
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2.) Ein Unterbiindel F  E heiRt rE-invariant (oder parallel), falls

rsf2 F; furallef2 F undX2 M : ~

Bemerkung. Sei D TM eine r-invariante Distribution. Ist der Zusammenhang r=
torsionsfrei, dann ist D integrabel, denn

XY rxY ryX2D:

Im Fall eines torsionsfreien Zusammenhangs sind also insbesondere die parallelen
Unterblndel integrabel.

Satz Sei M einfach zusammenhéngend und F  E ein paralleles Unterbiindel vom
Rang r. Ist R" 0, dann gilt

dimPar E;rf Er: ~

Beweis. Seix 2 M und vq;:::;Vv, eine Basis der Faser Fx. Man definiert nun Schnit-
te in F durch
fiy “PF_vi 2Fy; 1 i r;

Xy

wobei xy eine Kurve von x nach y bezeichnet.
f; ist wohldefiniert. Wir schreiben F P g, K", wobei P das Rahmenbtindel von
F bezeichnet. Der Zusammenhang auf P sei durch rF induziert, dann gilt

R)'(’f(f p;FA X Y v

falls p;Vv . Somit ist RY 0 genau dann, wenn FA 0 gilt. Da M nach
Voraussetzung einfach zusammenhéngend ist, hdngt daher die Parallelverschiebung
PA in P nicht vom gewéhlten Weg ab. Somit hangt auch die Parallelverschiebung in
F, gegeben durch

p rF PA p p 1
nicht vom gewahlten Weg ab und der Schnitt j ist wohldefiniert. Schlie3lich hangt ;
als Losung einer gewdhnlichen Di Cerkntialgleichung di Cerénzierbar vom Anfangs-

wert ab und ist folglich ein glatter Schnitt in F.
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f; ist parallel. Wir miuissen zeigen, dass r™f; 0 ist. Sei dazuy 2 M und X ein
Vektorfeld auf M. Dann gilt

d F d F F
F g el r 3 el r r |
ryfiy at + 0P ty fi t at « oP tyPx t Vi
d F
dt ¢ o xy M

denn P hangt nicht vom gewéhlten Weg ab. |

4.7 Zur Parallelverschiebung von fj.

4.32 Bemerkung. Seie 2 E ein paralleler Schnitt, dann gilt
REye O

fur alle Vektorfelder X und Y in M. Somit ist F  span feg parallel. Unter den Vor-
aussetzungen des vorangegangenen Satzes ist dann der Schnitt vollstadndig durch
Parallelverschiebung beschrieben, d.h. fur x;y 2 M gilt

r .
ey nyex.

4.33 Satz Ein Unterbindel F E ist genau dann parallel, wenn F von der Parallelver-

schiebung in E invariant gelassen wird.

Beweis. ):Sei F E parallel, dann gilt fur jeden Schnitt ¥ in F und jedes Vektorfeld
X auf M, dass

rxf2 F:
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Somit ist die kovariante Ableitung rF in F gerade durch Einschrankung der kovari-
anten Ableitung rF auf das Unterbiindel F gegeben. Folglich erhalt man die Paral-
lelverschiebung in F gerade durch Einschrankung der Parallelverschiebung in E,

i
(: Sei umgekehrt F invariant unter Parallelverschiebung, dann verlauft die Par-

allelverschiebung eines Schnittes in ¥ in F ganz in F und somit ist auch rxf ein
schnittinF. 1

4-E Geodatische

Wir suchen nun zu zwei Punkten p und g in M die kirzeste Verbindung, also ei-
ne Kurve in M, die p und q verbindet und deren Lange minimal wird. Wie solche
Kurven aussehen, héngt sicher von der Topologie der Mannigfaltigkeit ab, aber auch
von der gewahlten Metrik, denn diese misst ja die ,,Lange*“. Wie wir noch sehen wer-
den, ist auch die Wahl eines Zusammenhangs wesentlich, um solche Verbindungen
Uberhaupt sinnvoll definieren zu kdnnen.

Definition Eine Geodatische ist eine Kurve :1 ¥ M mit™™ O, d.h.
r.
— 0 -
dt

Die Existenz von Geodatischen sichert die kanonische Wahl fur eine Verbindung
von p und qg. Viele Objekte, die von der Wahl eines Weges abhéngen, sind somit au-
tomatisch wohldefiniert. Spater werden wir mit Hilfe der Geodéatischen die von Lie-
Gruppen bekannte Exponentialabbildung auf Mannigfaltigkeiten verallgemeinern.

Bemerkung. In lokalen Koordinaten U;Xx schreibt sich fur eine Kurve :1 ¥ M
die Geodatengleichung =~ 0 als
X K ) )
"k t ji t it Tt 0; k 1;:::n:
ij 1

Dies ist wiederum eine gewdhnliche, nichtlineare Di Cerkntialgleichung fur ~ . Aus
dem allgemeinen Existenz- und Eindeutigkeitssatz folgt nun, dass fur jeden Punkt p
und jeden Anfangsgeschwindigkeitsvektor X 2 ToM eine Geodatische durch p fur
kurze Zeit existiert und eindeutig bestimmt ist.
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Beispiel 25 a.) Sei M  R" versehen mit der Standardmetrik und dem flachen Zu-

sammenhang, d.h. jki 0. Dann gilt
r
— 0 a 7 0 a t t v;
dt P

firp2R"undv 2T,R" R".

b) SeiM S" R" ! die n-dimensionale Sphére versehen mit der von R" ! in-
duzierten Metrik und dem induzierten Zusammenhang. Dann liegen die Geoda-
tischen von S" auf GroR3kreisen. Zu zwei Punkten X, y gibt es hier also zwei
verschiedene Geodatische eine ,,kirzere” und eine ,langere“.

Die Geodatischen hangen somit nach unserer Definition vom gewahlten Zusam-
menhang ab. Damit diese also Uberhaupt “kurz” seien kdnnen, muss der Zusam-
menhang metrisch sein, und “kurz” ist dann bezuglich der entsprechenden Metrik
zu verstehen. AuRerdem ist es zunachst nicht klar, warum diese Geodatischen Uber-
haupt ,kirzeste” Verbindungen beschreiben. Tatsachlich minimieren diese Kurven
auch nur lokal den Abstand, aber nicht notwendigerweise global, wie man bereits
am Beispiel der Sphare sieht.

Lemma Sei M;g eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit dem Levi-Civita Zusam-
menhang r. Fur eine Geodéatische ist die Funktion

ft g t; t

konstant.

Beweis. Der Levi-Civita Zusammenhang ist metrisch und folglich gilt
f 29 7;° o 1

Die Lange der Tangentialvektoren einer Geodatischen oder Geschwindigkeitsvek-
toren, wie sie auch in der Physik genannt werden, ist also konstant. Man kann Geo-
datische daher als gleichformige Bewegung interpretieren. Insbesondere hangt die
Eigenschaft ,,geodéatisch* zu sein von der Parametrisierung ab. Eine nichtgleichfor-
mige Umparametrisierung wird diese Eigenschaft zerstoren.

Lemma Sei :1 ¥ M eine Geodatische. Eine Umparametrisierung h:J ¥ Mist
genau dann eine Geodatische, wenn h t at bgilt.
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Beweis. Aus der Geodatengleichung in lokalen Koordinaten erhalten wir,

- d?h . dh 2
h —" h — ~ h
dt2 dt
d?h
— h
dt2

denn ist geodatisch. Ist nun auch h eine Geodate, dann verschwindet die linke
Seite und da - 0 ist folglich h t at b. Umgekehrt folgt aus dieser Gestalt
von h, dass die rechte Seite verschwindet und somit h eine Geodate ist. I

Wir wollen nun die weiter untersuchen, inwiefern Geodatische ,,kurz* sind.
Definition Der Wegeraum der glatten Wege von p nach g in M ist definiert als
pgM 7 :0;1 TM: 0 p; 1 q

Das Energiefunktional auf g ist die Abbildung
E: pg M IR; E

Satz Sei M;g eine Riemannsche Mannigfaltigkeit versehen mit dem Levi-Civita-
Zusammenhang. Eine Kurve 2 4 M st ein kritischer Punkt von E genau dann,
wenn  geodéatisch ist.

Die Geodatischen sind also genau die kritischen Punkte des Energiefunktionals.
Allerdings schlie8t dies nicht aus, dass es sich um Maxima handelt. Definiert man
den Abstand zwischen zwei Punkten als

dist p; q |2nquL 2 |2nquE ;
dann kann eine Geodatische auch die langstmdgliche Verbindung zwischen p und g
beschreiben. Schlimmer noch, eine Geodatische kann auch schlicht nur ein kritischer
Punkt von E sein aber kein Extremum wie das bei einem Sattelpunkt der Fall ist.
Dann minimiert den Abstand auf einigen Untermannigfaltigkeiten von M, wahrend
den Abstand auf anderen Untermannigfaltigkeiten maximiert.
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Geodatische

4.40 Bemerkungen. a. Der Wegeraum pq M st eine unendlichdimensionale Unter-

mannigfaltigkeit des Raumes der Kurven in M. Somit ist E Funktional auf ei-
ner unendlichdimensionalen Mannigfaltigkeit. Um besser zu verstehen, wie Kri-
tische Punkte von E zu interpretieren sind, betrachten wir zunachst den end-
lichdimensionalen Fall. Sei eine Abbildung

f:NIR

gegeben. Ein Punkt x 2 N ist ein kritischer Punkt von ¥ genau dann, wenn
das Di [erkntial dfy verschwindet. Dies ist aquivalent dazu, dass fur jede Kurve
I T Nmit O p gilt,

d
—F t O
dt
In unseren Fall ist nun N pg M und ein Punkt x 2 N entspricht einer Kurve

von p nach q. Wir betrachten jetzt Variationen von , das sind Abbildungen
" 1T M; sit , st

mit o und 52 pg.Soist genau dann ein kritischer Punkt von E, wenn

d
—E 0
ds °

fur alle Variationen ¢ gilt.

. Viele geometrische Strukturen lassen sich als kritische Punkt eines gewissen
Funktionals interpretieren, wie hier die Geodatischen. Im vergangen Semester
haben wir beispielsweise gesehen, dass die Einsteinmetriken gerade kritische
Punkte des Hilbertfunktionals sind.

4.41 Variationsformel Sei ¢ eine Variation von und 9 Dann gilt

@s O-
Z
E o g s; T dt: T

Mit Hilfe der Variationsformel ergibt sich sofort, dass die Geodatischen genau die

kritischen Punkte von E sind.
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Yo

I
<

4.8 Eine Kurve und einige Variationen.

Beweis. Die klrzeste Verbindung zwischen zwei Punkten minimiert das Energie-
funktional und ist folglich ein kritischer Punkt von E, also eine Geodatische. |

Die Umkehrung, also mit Geodétischen tatsachlich kiirzeste Verbindungen zwi-
schen zwei Punkten zu definieren, wird allerdings noch etwas Vorbereitung erfor-
dern. Wir bemerken noch, dass Isometrien auch Geodatische erhalten, was nicht
verwunderlich ist, denn nahezu alle Objekte, die Uber die Metrik definiert werden,
werden auch durch Isometrien erhalten.

4.43 Korollar Isometrien tGberfihren Geodéatische in Geodatische.

Beweis. Sei f eine Isometrie und eine Geodatische, dann gilt ’ df °~ und
somit ist
141 . . 141 -
EF — g df ;df dt = fg ;odt
220 2 0
1 1
- ,Tdt E
2 0 9

Somit ist  ein kritischer Punkt genau dann, wenn f ein kritischer Punkt ist. |

4-F Die Exponentialabbildung

Far eine Lie-Gruppe G mit zugehdriger Lie-Algebra g kennen wir bereits die Expo-
nentialabbildung

exp:g ¥ G; X , exp X cx 1;

die X mit der entsprechenden Integralkurve existiert. Letztere existieren auf Lie-
Gruppen fur alle Zeiten und daher ist exp auf ganz g wohldefiniert. Die Exponen-
tialabbildung ist sogar ein lokaler Di Ledmorphismus um Null und erméglicht die
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Die Exponentialabbildung

Definition besonders handlicher Kartenabbildungen, sogenannten Normalkoordina-
ten.

Wir wollen die Exponentialabbildung nun fur allgemeine Mannigfaltigkeiten defi-
nieren. Dazu verwenden wir die Geodatischen, denn lokal lassen sich zwei Punkte
eindeutig durch eine Geodatische verbinden und diese Verbindung héangt di [erkn-
zierbar von den Anfangswerten ab.

Lemma Sei p 2 M und v 2 TyM. Dann existiert eine Umgebung U von v und ein
Intervall I um Null, so dass

u 1 1TM; W;S , wS

eine wohldefinierte, glatte Abbildung ist, wobei , die eindeutig bestimmte Geodéati-
sche zuw ist,d.h. O pund "\, O W.

Beweis. Die Geodatische zu w ist eindeutig durch eine gewthnliche Di Lerentialglei-
chung bestimmt. Sie hangt damit di Cerenzierbar vom Anfangswert w ab und wéchst
hdéchstens exponentiell schnell, d.h. zu v 2 T,M existiert eine Umgebung U sowie
ein Intervall | um Null, so dass s auf U | definiert und di Lerenzierbar ist. I

Definition Seip 2 M und U, TpM die Menge der Vektoren v, fur die die Geodati-
sche  aufl 0;1 definiert ist. Die Abbildung

expp:Up TpM 1 M; V ., eXpp V v 1

hei3t Exponentialabbildung.

Bemerkung. Sei p 2 M und v 2 TyM. Dann gilt fur t £ 0 hinreichend klein, dass
exp, tv v U

denns , st istdie Geodéatische zum Anfangsvektor tv und somit folgt aus der
Eindeutigkeit, dass

vt v 1 expp tv :

Im Gegensatz zur Exponentialabbildung auf Lie-Gruppen ist exp, tv jedoch im
Allgemeinen nur fur kleine t definiert.
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Beispiel 26 Seip 2S"und v 2 T,S" p~? mitjvj 1. Die Geodatische zu diesem
Anfangsvektor ist der GroRRkreis

v t cost p sint v:
Die Exponentialabbildung hat daher die Form
expp : TpS™ 1 8™ exp tv  cost p sint v:

Somit ist exp,, ein Di [edmorphismus von

n o
v2TpS" ijvj< 1S"n p:

Die Exponentialabbildung ist Uberall di Cerenzierbar und wie ihr Pedant fur Lie-
Gruppen ein lokaler Di Ledmorphismus um Null.

Satz Zu jedem Punkt p 2 M existiert eine Umgebung von Null in ToM, auf der die
Exponentialabbildung ein Di Ledmorphismus auf ihr Bild ist.

Beweis. Sei U TpM hinreichend klein, dann ist
expp ! Uit M,

wohldefiniert und glatt. Das Di Lerkntial der Exponentialabbildung ist eine Abbil-
dung

dexp, : To TpU  TpM T TpM;

und far v 2 TpM gilt

d
dexp, Vv exp, tv — vt v
0

d
dt dt o

Somit ist das Di [eréntial ein Isomorphismus und exp, nach dem Umkehrsatz ein
lokaler Di Ledmorphismus um Null. I

Im Allgemeinen kann man nicht erwarten, dass die Exponentialabbildung ein glo-
baler Di Ledmorphismus ist, geschweige denn surjektiv oder auch nur auf ganz ToM
definiert. Man muss sich zunachst mit kleinen Umgebungen der Null begntigen, die
sich aber beliebig verkleinern lassen, zum Beispiel zu besonders handlichen, stern-
féormigen Umgebungen.

114 26. Juli 2011



4.9

4.48

4.49

Die Exponentialabbildung

Die Exponentialabbildung auf sternformigen Mengen.

Definition Seip 2 P und U TpM eine sternférmige Umgebung der Null. Ist
expp,:U TU exp, U
ein Di Cedmorphismus, dann nennt man U eine normale Umgebung von p.

Ist die Urbildmenge U sternférmig, dann ist auch die Bildmenge U , sternférmig*
in Bezug auf die Geodatischen.

Lemma Sei U M eine normale Umgebung von p 2 M. Dann existiert fur jeden
Punkt g 2 U eine eindeutig bestimmte Geodatische

M T 0 exp,tan
die ganz in U verlauft und p und g verbindet. Sie heif3t radiale Geodatische.
Beweis. Wir zeigen zunéchst die Existenz. Nach Voraussetzung ist

exp,:U 1 U

ein Di Ledmorphismus und U sternférmig. Zu v exppl q setzen wir

t Texp, tv:
Dannist fir0 t 1 wohldefiniert und eine Geodatische, die ganz in U verlauft,
mit- 0 v.

Es verbleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Sei : 1 ¥ M eine weitere Geodatische,

die p und q verbindetundseiw ~ 0 .Die Geodatischet , exp tw hat denselben
Anfangsvektor wie und folglich gilt

t exp tw ; t21:

26. Juli 2011 115

4-F



4.50

4.51

Parallelverschiebung, Geodatische und Exponentialabbildung

Fallstw in U liegt fur0 t 1, dann gilt
exp, W 1 g exppV;

und da die Exponentialabbildung auf U injektiv ist, folgt w  v. Andernfalls exis-
tiert ein ty > 0, so dass tw in U liegt fir0 t to und

exp, tow to g expp,V:

Somit gilt tow v exppl q . Parametrisieren wir  gleichformig so um, dass
" 0 vist, dann gilt auch

Wahlit man als sternformige Umgebung eine Kugel um Null, dann werden die ra-
dialen Geodatischen tatsachlich zu kirzesten Verbindungen.

Satz Sei " > 0 so, dass expp auf der Kugel B~ TpM vom Radius " um Null ein

Di [edmorphismus ist. Dann existiert fur jedes g 2 exp, B+ genau eine kurzeste

Verbindung von q nach p, namlich die radiale Geodatische. Das groitmdogliche
nennt man den Injektivitatsradius der Exponentialabbildung.

Nun stellt sich die Frage, ob zwei beliebige Punkte auf M durch eine Geodatische
verbunden werden kénnen.

Satz Sei M;g eine zusammenhangende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann kon-
nen je zwei Punkte durch eine gebrochene Geodéatische, also Kurve, die stickweise
geodatisch ist, verbunden werden. I

Beweis. Zu einem beliebigen Punkt x 2 M setzen wir

n o
€™ y 2 M : es existiert eine gebrochene Geodétische xy

Dann ist € o [en, denn falls z 2 €, dann lassen sich x und z durch eine gebrochene
Geodéatische verbinden. Sei U z eine normale Umgebung von z, dann lasst sich
diese gebrochene Geodatische zu jedem Punktin U z fortsetzen. Umgekehrt ist aus
genau demselben Argument auch das Komplement von € o [en. Aber C ist nichtleer
und M zusammenhéangend, also gilt ¢ M. I

Die Aussage ist natiirlich héchst unbefriedigend, denn schon im R"™ kénnen ge-
brochene Geodatische komplizierte Gebilde werden, obwohl wir im R" die kiirzesten
Verbindungen genau kennen, es sich gerade Strecken. Ist die Exponentialabbildung
jedoch an einem Punkt global definiert, dann lasst sich die Aussage erheblich ver-
bessern.
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Normalkoordinaten

Satz Sei M eine zusammenhangende Riemannsche Mannigfaltigkeit und p 2 M. Sei
expp, auf ganz TpM definiert, dann gibt es fur jedes g 2 M eine kurzeste Geodatische,
die p und g verbindet.

Bemerkung. In diesem Fall ist die Exponentialabbildung surjektiv. Die fur Lie-Grup-
pen definierte “klassische” Exponentialabbildung ist immer auf ganz T:M g de-
finiert, jedoch gibt es Lie-Gruppen auf denen die Exponentialabbildung nicht sur-
jektiv ist. Somit stimmen die mittels Geodatischen definierte Exponentialabbildung
und die “klassische” Exponentialabbildung fur Lie-Gruppen im Allgemeinen nicht
Uberein! Ist die Lie-Gruppe jedoch zusammenhéangend und trégt eine bi-invariante
Metrik, dann ist wieder alles in Ordnung, wie wir noch sehen werden.

Der folgende Satz liefert nun Kriterien dafir, dass die Exponentialabbildung glo-
bal definiert ist.

Satz von Hopf-Rinow Sei M;g eine zusammenhangende Riemannsche Mannigfal-
tigkeit. Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

() Furein p 2 P ist die Exponentialabbildung exp, auf ganz T, M definiert.
(ii) Der metrische Raum M;d ist vollstdndig, wobei

d p;q inf L

Pq

(iii) Die Mannigfaltigkeit M;g ist geodatisch vollstandig, d.h. jede Geodatische ist

auf ganz R definiert.

Bemerkung. Die Vollstandigkeit der Mannigfaltigkeit ist tatsachlich notwendig. Be-
trachtet man beispielsweise M R" nf0g, dann ist M nicht vollstandig und o Cedbar
existieren keine Geodatischen zwischen zwei Punkten, deren Verbindungsstrecke
durch den Nullpunkt gehen wirde.

4-G Normalkoordinaten

Sei M;g eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Mit Hilfe der Exponentialabbildung
wollen wir nun spezielle Karten von M definieren.
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Definition Sei p 2 M und U eine normale Umgebung von p. Wahlen wir eine Ortho-

normalbasis fejg von Ty M, dann nennt man die Kartenabbildung
X
x:U I R™ q . X1;:15Xn; eXpp q 1 Xi€i;
i1

Normalkoordinaten auf U.

Wahlen wir Normalkoordinaten um p, dann nimmt in p die Metrik eine besonders
einfache Form an und die Christo [e[dSymbole verschwinden. Somit sind Normalko-
ordinaten fiur viele Rechnungen besonders angenehm.

Satz Seien Xj;:::;Xn Normalkoordinaten von p. Dann gelten
a) gij p ij. und
b kp o ~

Beweis. a): Zunéachst ist nach Definition,

1
9 e .6
Pexi p'@xj p

Weiterhin berechnet man die Koordinatenvektorfelder zu

dij P

0 d x 1 tej 0 exp, tei  ej:
@xi p dt o 0xi o
Somit ist gi; p Jdp ©i;€j ij, denn fe;g ist orthonormal.

b): Sei  t exp, tv die Geodatische zum Anfangsvektor v 2 TpM. Dann
schreibt sich
X

\% aie;j
und folglich ist
x y t ait;::i;ant
Die i-te Koordinate von  ist somit gegebenals  j t ajt und daher gilt
viooap “vi O
Aus der Geodatengleichung folgt nun, dass

X

0 i‘} p aia;j; 1 k n;
iij 1

fur jede Wahl von v. Also gilt i‘} p ofurl 1i;j;k n. |
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Der Geodatische Fluss 4-H

4-H Der Geodatische Fluss

Eine Kurve : 1 ¥ M ist eine Geodatische genau dann, wenn in jeder Karte U;Xx
die Geodatengleichungen erfullt sind
. X - - k
K idiig O k 1;:::;n: *
ij 1
Wir wollen nun ein Vektorfeld auf dem Tangentialbiindel definieren, dessen Inte-
gralkurven gerade die Geodatischen sind.
Jede Karte U;x auf M induziert eine Karte auf 1 U TM durch

X
X1t X Y10 Yn : 1yi@xi Xi
Setzen wir Xk~ kund yx 7 "k, dann gilt (*) genau dann, wenn far k  1;:::;n die

Di Cerkntialgleichungen

Xk Yki
- X k
Yk YiYj ijs

erfullt sind. Definieren wir also auf TM ein Vektorfeld

G ”kaf@ x viy; K-
X155 XnY1:0hYn 1Y) ij !
K 1 @xxk Kiij 1 T oyk

dann sind die Integralkurven zu G gerade die Geodatischen in M.

Bemerkung. Auf der symplektischen Mannigfaltigkeit T M betrachtet man die Ha-
miltonfunktion

1
Hap > p ?; p2T,M:

Dann sind die Geodétischen auf M die Lésungen der Hamiltonschen Gleichungen

@aq; 1 epy’
mit zugehdrigem Hamilton Vektorfeld
!
X gH 68 6H @
@qi @pi  Opi @q;

Xn
i1
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Die Metrik definiert einen Di Ledmorphismus zwischen dem Tangential- und dem
Cotangentialbiindel

TM YT M; X , g X
Dieser Di Ledmorphismus identifiziert Xy mit G,

G Xy:

4-1 Geodatische und Exponentialabbildung auf Lie-Gruppen

Sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Im vergangenen Semester haben wir bereits
eine Exponentialabbildung fir Lie-Gruppen definiert,

expg :g ¥ G; X , expg X ;

die ein linksinvariantes Vektorfeld X auf den Wert der zugehdrigen Integralkurve
zum Zeitpunkt t 1 abbildet. Fur die Lie-Gruppen sind die Integralkurven fir alle
Zeiten definiert und somit ist auch die Exponentialabbildung auf ganz g wohldefi-
niert. Das Ziel dieses Abschnittes ist es zu untersuchen, wie diese Exponentialabbil-
dung mit der Exponentialabbildung, die wir mittels Geodatischen definiert haben,
zusammenhangt.

Definition Eine stetige Abbildung T : R ¥ G heil3t 1-Parameter Untergruppe von G,
falls

Tt s TtTs furallet;s2R: —

FUr eine 1-Parameter Untergruppe T von G gilto[edbar T O e. Weiterhinist T
automatisch di Cerknzierbar und es gilt

Tt expgtX; X TO0 2g;

wobei expg die klassische Exponentialabbildung bezeichnet. Die 1-Parameter Unter-
gruppen entsprechen also der “klassischen” Exponentialabbildung fir Lie-Gruppen.
Um zu untersuchen, wann diese mit der allgemeinen Exponentialabbildung zusam-
menfallt, bendtigen wir noch ein Hilfsmittel, um den Levi-Civita Zusammenhang mit-
tels Isometrien zu Ubertragen.
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4.60 Lemma Seien M;gm und N;gn Riemannsche Mannigfaltigkeiten versehen mit
dem Levi-Civita-Zusammenhang. Sei : M ¥ N eine Isometrie, dann gilt fir Vektor-
felder X und Y in M,

d r%y ) . d Y ;
wobeid X 4 d X, firalleq P 2Ngilt. —

Es stellt sich nun heraus, dass fur zusammenhangende Lie-Gruppen mit bi-invarianter
Metrik die Geodatischen und die 1-Parameteruntergruppen zusammenfallen.

4.61 Satz Sei G eine zusammenhangende Lie-Gruppe mit einer linksinvarianten Metrik
h ; 1. Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

(i) Die Metrik h ; 1 ist rechts- also bi-invariant.
(ii) Die Metrik h ; 1ist Ad G -invariant.
(iii) Die Inversiong , g ! isteine Isometrie.
(iv) hX; Y;Z1 hY;X;Zi OfuralleX;Y undZ 2g.
(V) rxY 3 X;Y furalleXundY 2g.
(Vi) rxX OfuralleX 2g.

(vii) Die Geodatischen durch das Einselement von G sind genau die 1-Parameter
Untergruppen von G.

Beweis. Die Aquivalenzen (i)ad(ii)adiii)a(iv)a(v)a(vi) wurden bereits gezeigt.

(vi)) (vii): Sei  eine 1-Parameteruntergruppe von G. Dann existiert ein X 2 g so,
dass t exp tX . Folglichist 0 eund ~ t X ¢ und daherist ~ t ein
Vektorfeld entlang . Somit gilt

— t rxX 0;
und daher ist  eine Geodéatische. Dies sind aber auch schon alle moéglichen Geo-

datischen, denn diese sind durch 0 eund " 0 X bereits ohne Ausnahme
eindeutig bestimmt.
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(vi)(vii): Seien die Geodétischen genau die 1-Parametergruppen. Zu X 2 g exis-
tiert daher eine Geodatische durch e der Form

t expg tX :

Dannist ~ t X ¢ ein Vektorfeld entlang und somit nach der Geodatenglei-
chung

r. r
0O —  t —X rxX :
dt dt” * 7

Also verschwindet rxX entlang . Sei nun q t und p 2 G beliebig. Dann

existierteing 2Gso,dassp g g Lg g .Somitist
rxX p dLg rxX q rdLngLgX q 0;

denn die Linkstranslation ist eine Isometrie der Metrik und X ist linksinvariant. Also
gilt rxX 0, was zu zeigen war. |

4-) Geodatische auf Untermannigfaltigkeiten

Sei M;g eine Riemannsche Untermannigfaltigkeit von M;g , d.h. das Tangential-
buindel an M spaltet sich auf in das Tangentialbiindel an M und das Normalenbiindel
an M und die Metrik auf M ist durch Einschrankung gegeben,

TM TM NM; g :
™ ™™

Der Levi-Civita Zusammenhang auf M lasst sich mit Hilfe der 2. Fundamentalform
Uber den Levi-Civita Zusammenhang auf M beschreiben,

rxY rxY 1 XY ; X;Y2 M: *

Dabei sind die Vektorfelder X und Y zunachst nur auf M definiert, obiger Ausdruck
hangt aber nicht von der Fortsetzung zu Vektorfeldern auf M ab und ist daher wohl-
definiert.

Sei :1 ¥ M eine Kurve in M und Y ein Vektorfeld entlang . Wir bezeichnen die
kovarianten Ableitungen entlang wie folgt,

L LAV
dt ' dt '
Nun suchen wir nach einer Méglichkeit, analog zu (*), auch die kovariante Ablei-

tung entlang in M durch die kovariante Ableitung entlang in M auszudriicken.
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4.62 Lemma Sei Y ein Vektorfeld in M entlang . Dann gilt
Y YU oncovoc

Beweis. Sei U;x eine Karte von M, dann schreibt sich Y lokal in U als

X
Yt Yit@

i1 0x; t

Fur die eingeschrankte kovariante Ableitung ergibt sich dort,

T X
r , @ — @
—Y Yi Yir-
e, e e e
X . e @ @
Yi Yi r- In
Q1 "oxi ' Ox; @ t
(0] 1
X X
vl ovie ne; Tyl
i1 0 D 0 t
r
Ty iy B
dt
4.63 Korollar Sei :1 ¥ M eine Kurve in M, dann gilt

00 n -

Somitist genau dann eine Geodatische in M, wenn *~ normal ist.

Beispiel 27 Nach dieser Vorbereitung kénnen wir zeigen, dass die Geodatischen auf
der n-dimensionalen Sphéare S™ exakt die Grof3kreise sind.

Ein GroRkreis ist eine geschlossene, doppelpunktfreie und nach Bogenlange para-
metrisierte Kurve in S™, deren Spur durch E \ S™ gegeben ist, wobei E R" ! eine
2-dimensionale Ebene durch Null bezeichnet.

Sei  ein Grof3kreis, dann ist aufgrund der Parametrisierung nach Bogenlange
j J 1. Die Beschleunigung kann demnach an keinem Punkt einen Betrag in Rich-
tung des Geschwindigkeitsvektors liefern, d.h. = ? *". Andererseits ist TpS" p?
fur jedes p 2 S", also gilt auch 2 °. Nun verlauft die Kurve ganz in der 2-
dimensionalen Ebene E, also sind , ~ und " tangential an E und folglich gilt

“k

Somit ist * normal und nach dem vorangegangen Korollar eine Geodatische.
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Umgekehrt sei eine nach Bogenlédnge parametrisierte Geodatische, d.h.

Setzen wir

E 0; 0 ;

dann ist E eine 2-dimensionale Ebene durch Null und die Kurve

t cost 0 sint 0

verlauft ganz in E, ist also ein Grof3kreis. Weiterhinist 0O 0 und -

also gilt aufgrund der Eindeutigkeit der Geodatischen

und selbst ist ein GroRkreis.
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5 Holonomietheorie

5-A Die Holonomie-Gruppe

Sei

ne geschlossene Kurve

. P T M ein G-Hauptfaserbiindel mit einem fixierten Zusammenhang A. Ei-
in M durch den Punkt x besitzt fUr jedes p 2 Px einen

eindeutigen horizontalen Lift |, durch p. Mit diesem Lift haben wir die Parallelver-

schiebung in P definiert,

PA:PEIP, p,

Wie bereits festgestellt, ist

IC,1:

p

nicht notwendigerweise geschlossen und die ,,Di [e-1

renz* von Anfangs- und Endwert der Kurve , hangt von der Kurve selbst ab. Dies
fuhrt dazu, dass im Allgemeinen die Parallelverschiebung von der Wahl des Weges
abh&angt. Wir wollen die Menge der mdglichen Parallelverschiebungen eines Punktes

in P nun genauer untersuchen.

5.1 Definition Sei x ein Punkt in M. Die Menge der geschlossenen Kurven durch x be-

zeichnen wir mit
durch x mit ©° x .

x und die Menge der nullhomotopen, geschlossenen Kurven

Geschlossene Kurven durch einen Punkt X nennt man auch Schleifen an x.

5.2 Definition Seip2 ! x fireinx 2 M.

1.) Die Holonomiegruppe von A in p ist definiert als

n
Holpb A ™ g2G:PAp

p

g fur ein

2.) Die reduzierte Holonomiegruppe ist definiert als
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n
Hol) A ™ g2G:PAp

p

g fur ein

2

2

o
o X Holp A: ™
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Holonomietheorie

D 'e

5.1 Zur Holonomiegruppe.

In analoger Weise lasst sich die Holonomiegruppe auch in Vektorbiindeln definie-
ren.

5.3 Definition Sei :E ¥ M ein Vektorblindel Gber M mit kovarianter Ableitung r und
X 2 M.

1.) Die Holonomiegruppe von r in x definiert als

n o
PY :firein 2 X

Holx r

2.) Die reduzierte Holonomiegruppe von r in X ist definiert als

n o
PY :firein 2 o X

Hol) r
Die Definition der Holonomiegruppe fur Vektorbiindel und fur Hauptfaserbtindel

sind aquivalent und lassen sich wie folgt ineinander tGberfuhren.

54 Satz Seie P V ein zu P assoziiertes Vektorbiindel mit induzierter kovarianter
Ableitung r. Dann gilt fir x 2 M,

Holyx r p Holpb A p % P 2 Py;

wobei p :V T Ey den Faserisomorphismusund :G ¥ GL V eine G-Darstellung
bezeichnet. Eine analoge Aussage gilt fur Hol} r . ~
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Beweis. Sei 2 x und p;v 2 E.Da geschlossen ist, bildet P~ die Faser Py
auf die Faser Pyx ab und es gilt PA p P g miteinem Element g 2 G. Nach
Definition der induzierten Parallelverschiebung gilt

P piv PAp;v. pgiv pg; g g v
p; 9 Vv:
SomitistP" P g p 1, was zu zeigen war. I

Bisher haben wir noch nicht gezeigt, dass es sich bei der Holonomiegruppe auch
tatsachlich um eine Gruppe handelt. Die algebraischen Gruppeneigenschaften fol-
gen sofort aus den Rechenregeln fur die Parallelverschiebung. Dass es sich bei der
Holonomiegruppe aber tatsachlich um eine Lie-Gruppe handelt, erfordert etwas mehr
Anstrengung.

Lemma a) Fur jedes p 2 P sind Hol, A und Holg A algebraische Untergrup-
pen von G und es gilt,

Holp A Hol, A G:

b) FUr jedes p 2 P ist Hol,‘; A ein Normalteiler von Holp A .
c) Seienp 2P und g 2 G, dann gilt

Holpb g A g 'Holp A g; Holp g A g 'Holp A g:

Aus Eigenschaft c) folgt unmittelbar, dass die Holonomiegruppe bis auf Konjuga-
tion nicht vom gewahlten Punkt in der Faser Px abhangt. Sie sieht also im Wesentli-
chen auf der gesamten Faser gleich aus.

Beweis. a): Die Inklusionsfolge ist klar. Seien nun und geschlossene Wege durch
X und p 2 Px. Dann gilt

pg- P%S p P*Pp Pipg
pg 1 pl g P g g;

denn der horizontale Lift ist rechtsinvariant. Somit ist g -» g g, und folg-
lich ist die Holonomiegruppe abgeschlossen unter die Multiplikation von G. Analog
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berechnet man, dass die Inverse zu g gerade durch g gegeben ist. Also ist die
Holonomiegruppe tatsachlich eine algebraische Untergruppe von G.

b): Sei  eine geschlossene Kurve durch x und  eine geschlossene, nullhomo-
tope Kurve durch x. Dann ist ? o? ebenfalls geschlossen und nullhomotop.
Somit gilt

99,9 9 9,9 g 2,2 2Holg A:

Also ist Holg’( A ein Normalteiler von Holx A .
c): Die Parallelverschiebung vertauscht mit der Rechtstranslation. Seienalsop 2 P
und g 2 G, dann gilt

n (0]
Holp g A g :P pog Pg g; 2 X

n (o]

g :Pp pgg g'; 2 x

n (0]

g' g g:Pp pg; 2 x |

Um einzusehen, dass die Holonomiegruppe dartiber hinaus auch eine Lie-Untergruppe
ist, bedarf es noch einiger topologischer Feinheiten.

Satz von Freudenthal-Yamabe Sei H G eine algebraische Untergruppe einer Lie-
Gruppe G. Falls sich jedes Element von H durch eine, ganz in H verlaufende Kurve
mit dem Einselement verbinden lasst, so ist H eine Lie-Untergruppe von G.

Beweisskizze. Ein vollstandiger Beweis findet sich in [1, Satz 1.22]. Die Idee des Be-
weises beruht darauf, durch geeignete Konstruktion einer integrablen Distribution
S, mit dem Satz von Frobenius die Untergruppe H als Integralmannigfaltigkeit zu S
zu gewinnen. Man definiert dazu

Se” X2TG:X ~ 0; wobei durchegehtundganzinH verlauft ;

und setzt Sg 7 dLg Se . Der schwierige Teil ist nun zu zeigen, dass S tatséchlich
eine involutive Distribution ist. Es folgt dann, dass H die maximale Integralmannig-
faltigkeit durch e ist, und dass die Gruppenoperationen glatt sind. Damit ist H eine
Untermannigfaltigkeit von G im schwachen Sinne und folglich eine Lie-Untergruppe
von G.

Als Anwendung des Satzes von Freudenthal-Yamabe erhalten wir die gewlinschte
Aussage Uber die Di Cerknzierbarkeit der Holonomiegruppe.
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5.7 Satz Sei p ein Punkt in P. Dann gelten:

a) Die algebraischen Untergruppen Holg A und Hol, A sind Lie-Untergruppen
von G.

b) Die Untergruppe Holg A Holp A ist die Zusammenhangskomponente der

Eins.

Beweisskizze. Ein vollstandiger Beweis findet sich in [1, Satz 4.3]. Wir zeigen zu-
nachst, dass Holg A eine Lie-Untergruppe ist. Sei dazu g 2 Holg A, dann ist
PA p p gfirein 2 ,x.SeiF:1 |1 ¥ M die Homotopie zwischen der
Kurve und der konstanten Kurve , X.Setzenwir s F; F ;s , dannist

PAp p g

mit gs 2 Holg A fiur0 s 1,wobeigp eundg: g ist. Somitist gs eine Kurve
in Holg A , die g mit dem Einselement verbindet. Nach dem Satz von Freudenthal-
Yamabe ist daher Holg A eine Lie-Untergruppe von G.
Um die Lie-Gruppen Eigenschaft auch fiir Hol, A einzusehen, verwenden wir aus
Topologie, dass die Fundamentalgruppe 1 M von M abzéahlbar ist. Weiterhin wird
1 M bis auf Homotopie von glatten Kurven definiert, d.h. jedes Element l&sst sich
als glatte Kurve realisieren. Somit ist die Abbildung

f: 1M T Hol, A=Hol} A; - 9

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus und der Quotient Hol, A =Holg A st
abzahlbar. Weiterhin ist die Holonomiegruppe als abzéhlbare Vereinigung ihrer Ne-
benklassen gegeben,

L o
Holp A gnHoly A
n
Wir haben schon gezeigt, dass Holg A glatt ist, also tragt jede Nebenklasse eine

Mannigfaltigkeitsstruktur und damit ist auch die abzahlbare Vereinigung Hol, A
eine glatte Mannigfaltigkeit mit glatten Gruppenoperationen.

Als néchstes mdchten wir untersuchen, wie die Reduktion der Strukturgruppe G
und die Holonomiegruppe zusammenhangen. Es wird sich herausstellen, dass die
Holonomiegruppe die “kleinste” Gruppe darstellt, auf die sich die Strukturgruppe
reduzieren lasst. Es gilt aber mehr, denn sogar der Zusammenhang lasst sich auf
diese Gruppe reduzieren.
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5.8 Definition Sei Q eine H-Reduktion von P und A7 ein Zusammenhang auf Q so, dass
ker A ThrQ TPP ker A:

Dann ist Q;A? ein H-Reduktion von P;A und man sagt, der Zusammenhang A

reduziert sich auf H.

Als passendes Unterbiindel fiir die Reduktion des Zusammenhangs A definieren
wir nun das Holonomiebiindel.

5.9 Definition Sei u 2 P, dann ist das Holonomiebtndel von A durch u definiert als

PA U ™ p 2P : esexistiert eine horizontale Kurve in P von u nach p :

5.10 Reduktionssatz der Holonomietheorie Flr jedes u 2 P gelten:
a) Durch :PA u I M istein Hol, A -Hauptfaserbiindel gegeben.

b) Der Zusammenhang A reduziert sich auf Hol, A , d.h. PA u P ist eine
Hol, A -Reduktion und

ThPA U  Thp:
5.11 Bemerkungen. a. Eigenschaft b) beschreibt beschreibt eine besonders “starke” Re-

duktion, denn es reduziert sich nicht nur die Strukturgruppe auf die Holono-
miegruppe, sondern auch der Zusammenhang reduziert sich.

b. Der Totalraum P lasst sich als disjunkte Vereinigung von Holonomiebiindeln
PA u beschreiben, denn durch

P g &a es existiert eine horizontale Kurve von p nach g

ist eine Aquivalenzrelation auf P gegeben, und aus p g folgt, dass die ent-
sprechenden Holonomiegruppen dbereinstimmen, d.h. Hol, A Holg A . ~

5.12 Definition Ein Zusammenhang A heif3t irreduzibel, falls sich A auf keine echte Lie-
Untergruppe reduzieren lasst.

Dass die Holonomiegruppe tatséchlich die “kleinste” Untergruppe ist auf die sich
P samt dem Zusammenhang A reduziert, schreibt sich nun wie folgt.
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5.13

5.14

5.15

5.16

Die Holonomie-Gruppe

Satz Das Holonomiebiindel PA u zusammen mit dem induzierten Zusammenhang

ist irreduzibel.

Bemerkung. Sei Q P eine H-Reduktion und E ein assoziiertes Vektorbiindel. Dann
gilt
E P V Q V:
H
Durch die Einschrénkung von auf H lasst sich E als Summe von Blindeln schreiben.

Reduziert sich nicht nur die Strukturgruppe, sondern auch der Zusammenhang, so
besteht die Bundelsumme aus parallelen Unterbtndein.

Die Holonomiegruppe beinhaltet viele interessante Informationen tber das Haupt-
faserbindel und den Zusammenhang. Jedoch stellt es sich im Allgemeinen als au-
Rerst schwierig heraus, diese Gruppe explizit zu berechnen. Die Krimmung FA ist
eine 2-Form auf P mit Werten in der Lie-Algebra g. Mit Hilfe der Krimmung lasst
sich die Lie-Algebra der Holonomiegruppe angeben, welche die Holonomiegruppe
in erster Naherung beschreibt. Allerdings ist auch die Krimmung ein kompliziertes
und manchmal unzugéangliches Objekt. ..

Holonomietheorem von Ambrose-Singer FUr jedes u 2 P gilt,
n o]
Lie Hol, A FAX;Y :p2Phu; X;Y2TOP @~

Im Fall einer einfach zusammenhéngenden Mannigfaltigkeit erhalten wir sofort
folgendes globales Resultat.

Korollar Sei G zusammenhéngend und M einfach zusammenhé&angend. Dann gilt
n o
Aistirreduzibel a g FAX)Y :p2Pfu; X;Y2TP @ T

Beweis. Da M einfach zusammenhéngend ist, sind alle Schleifen nullhomotop. Also
ist o X X . Folglich gilt fur jedes p 2 P auch HoI‘;J A Holp A und somit
ist Hol, A zusammenhangend. Daher ist Hol, A genau dann eine echte Unter-
gruppe von G, wenn auch die Lie-Algebra von Hol, A eine echte Unteralgebra von
gist.
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Beweis des Holonomietheorems Wir kdnnen ohne Einschrankung annehmen, dass
G Holy A undP PA u . Andernfalls gehen wir durch Reduktion zum Holo-
nomiebindel Uber. Weiterhin setzen wir

n o
mT FAX)Y (p2Phu; XY2TP

Zu zeigenistalso,dassm g Lie Holy A .Seiendazup 2 P sowie X;Y 2 TF*,‘P
und W 2 g. Wir betrachten die Kurve

FA XY :

01 Im; t. t 7 Rypww o

Die Krimmung ist eine 2-Form vom Typ Ad, d.h.

. d
0 CT Fexp tw dRexp tw X ;dRexp tw Y
to
d
dt
ad W Fp X;Y

Ad exp tW Fp X;Y
0

A . . .
Fo X;Y W e

Da eine Kurve in m beschreibt, istauch = 0 FQ X;Y ;W 2 mfir jedes W 2 g.
Also ist m ein Ideal von g und damit insbesondere eine Lie-Unteralgebra.
Man definiert nun folgende Distribution
n o

E TP T"P TVP; p,E " THP Wy,:W2m ;

und verifiziert, dass E involutiv ist. Aufgrund der Linearitdt missen wir dazu nur
folgende drei Falle untersuchen.
1. Fall, V;W 2 m. Dann gilt

V:W V:W 2 E:
2.Fall, X2 ThP undV 2 m. Dannist X;V horizontal und somit ein Schnitt
in E.
3. Fall, X;Y 2 TNP . Der horizontale Teil des Kommutators liegt ohnehin in E
und fur den vertikalen gilt,

pr, X;Y FA XY ;

also liegt dieser auch in E.
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Somit ist E involutiv und nach dem Satz von Frobenius existiert eine maximale
Integralmannigfaltigkeit Q P von E durch u 2 P. Ein Punkt g liegt in Q genau
dann, wenn eine Kurve von u nach q existiert, die ganz in Q verlauft und fur die
gilt,

't 2E t -
Somit ist P PA U Q,denn TP TQ E. Alsogilt P Q und somit auch
E TQ TP.Insbesondereistm g.
5-B Flache Zusammenhange und Holonomie

Ein Zusammenhang A auf P heisst flach, wenn seine Krimmung verschwindet, d.h.
FA 0. Im Fall einer einfach zusammenh&angenden Mannigfaltigkeit M kennen wir
bereits das folgende Resultat:

Alist flach & P;A istisomorph zu trivialen G-Hauptfaserbiindel mit dem kanonischen

a Die Parallelverschiebung héangt nicht vom Weg ab:

Mit Hilfe der Holonomietheorie kdnnen wir den Satz nun ganz leicht beweisen.

Beweis. Verschwindet die Krummung, dann ist nach dem vorangegangen Satz die
Lie-Algebra der Holonomiegruppe diskret. Da aber M einfach zusammenhangend
ist, folgt, dass die Holonomiegruppe dann trivial ist. Dann gilt fiir jedes p 2 P und
jede geschlossene Kurve in M, dass

PAp p:
Seien nun und zwei Kurven in M von x nach y, dann gilt
qg PAp PAPA PAp P, PAp PAD:

Also hangt die Parallelverschiebung nicht vom gewahlten Weg ab.
Hangt umgekehrt die Parallelverschiebung nicht vom gewéahlten Weg ab, dann gilt

PAp p; firp2Px; 2 x 0 X !

Somit ist die Holonomiegruppe trivial, also ist ihre Lie-Algebra diskret und folglich
muss die Krimmung verschwinden.
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Als unmittelbare Konsequenz aus dem Reduktionssatz erhalten wir.

Korollar Der Zusammenhang A reduziert sich genau dann auf die triviale Gruppe,
wenn P;A trivial ist.

Bemerkung. Die Fundamentalgruppe von M sei nicht trivial und die Krimmung ver-
schwinde,

M1 FA O

Soist Holp A im Allgemeinen nicht zusammenhangend und daher nur diskret aber
nicht trivial. Somit ist M? P~ u I M eine Uberlagerung von M. Weiterhin ist
HoI‘F’, A trivial und daher ist die Darstellung

1M T Hol, A

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Die Holonomiegruppe ist folglich eine
Quotientengruppe der Fundamentalgruppe,

Holp, A 1 M=

Die flachen Vektorbindel sind nun assoziiert zu entsprechenden Darstellungen der
Fundamentalgruppe. Die Modulraume flacher Vektorbtndel spielen eine fundamen-
tale Rolle in der konformen Quantenfeldtheorie. Fir 2-dimensionale Flachen sind
die Darstellungen vollstéandig untersucht.

Die universelle Uberlagerung M ¥ M istein 1 M -Hauptfaserbiindel. Das Holo-
nomieblndel ergibt sich als dazu via assoziiertes Faserbiindel:

P”M Holp A :

5-C Parallele Schnitte und Holonomie
Sei :E ¥ M ein assoziiertes Vektorblundel
E P V;

mit kovarianter Ableitung r, die durch den Zusammenhang A auf P induziert wird.
Wir wollen nun genauer untersuchen, wie parallele Schnitte, das sind Schnitte e 2
E mit re 0, mit der Holonomie zusammenhangen.
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5.19 Bemerkungen. a. Die parallelen Schnitte sind invariant unter Parallelverschiebung,
d.h. fr zwei Punkte x und y in M gilt

ey xy€ X !

Ein paralleler Schnitt ist folglich bereits eindeutig durch den Wert an einer ein-
zigen Stelle festgelegt.

b. Verschwindet ein paralleler Schnitt an einer Stelle, so folgt dass er identisch Null
ist. Nichttriviale parallele Schnitte haben also keine Nullstellen.

c. Der Vektorraum der parallelen Schnitte Par E; r ist ein endlichdimensionaler
Unterraumvon E . ~

5.20 Satz Der Raum der parallelen Schnitte in E ist durch die Holonomie-invarianten Vek-
toren in V gegeben,

n o
Par E; r v2V: gv v furalleg2Hol, A

Beweis. : Sei v 2 V ein Fixpunkt der Darstellung, dh. g v v furalleg 2
Holp A . Zu x 2 M beliebig, definiert man firy 2 M,

vy T PApiv;

wobei eine Kurve von X nachy istund p X. Es ist nun zu zeigen, dass ~
ein wohldefinierter, glatter und paralleler Schnitt in E ist.

Wir zeigen zuerst, dass die Definition von *,, y nicht von der Wahl des Weges
abhangt. Sei dazu eine weitere Kurve von X nach y, dannist ? ein geschlos-
sener Weg durch x. Somit gibteseinh » 2 Hol, A so, dass

p ho PA, p PA PADp:
Andererseits gilt aufgrund der G-aquivarianz

PAp h - PAp P:p h>
Schliel3lich folgt, da v ein Fixpunkt ist,

PAp ;v PAp ho+ ;v PAp; h+ v PA P v :
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Also ist 7, wohldefiniert. Aufgrund der di Cerknzierbaren Abhangigkeit der Lésung

gewohnlicher Di Cerkntialgleichungen von den Anfangswerten, ist 7, auch glatt.
Weiterhin gilt fur ein Vektorfeld X auf M, dass

d d
rx”v Yy aoPEty’v t a
d
aonyp;v 0;

A A .
0P tyPX ¢t PV

denn die Parallelverschiebung héngt nicht vom Weg ab. Somit ist *,, tatséchlich
parallel.

Sei 7 ein glatter, paralleler Schnitt in E. Schreiben wir das Vektorbiindel asso-
ziiert zum Holonomiebundel,

E P gV PYu a,a Vi

parallel, also gilt

J—

so entspricht * einerseits einer Funktion = 2 @1 P;V € und andererseits einer
Funktion — 2 €1 P u A;v Holu A wobei —

pa y - Nach Voraussetzung ist ~
0 rx~

und ™ ist konstant entlang horizontaler Kurven. Da das Holonomiebiindel PA u
gerade von horizontalen Kurven erzeugt wird, existiert also ein Vektor v 2 V so,
dass

V. T pay

v

Nun ist die Funktion = vom Typ Holy A , d.h. fir h 2 Holy, A gilt,
qg h

h 1 q h tv:
Somitist h v

v fur alle h 2 Holy A und v ist Holonomie-invariant.

Fixpunkte der Holonomiedarstellung entsprechen demnach parallelen Schnitten.
5.21

Zusatz Ist die Basismannigfaltigkeit M auRerdem einfach zusammenhé&ngend, dann
gilt sogar,

n

Par E; r v2V:

X v

o
0 furalle X 2 Lie Holp, A
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Holonomiegruppen von Riemannschen Mannigfaltigkeiten 5-D

Beweis. Sei M einfach zusammenhangend, dannist Hol, A Holp A eine zusam-
menhangende Lie-Gruppe und folglich gilt

gv vfiralleg2Hol, A
genau dann, wenn

X v Ofuralle X 2 Lie Holp A i

5-D Holonomiegruppen von Riemannschen
Mannigfaltigkeiten

Sei M;g eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und r der Levi-Civita-Zusammenhang
auf dem Tangentialbiindel. Da der Levi-Civita-Zusammenhang der eindeutig bestimm-
te, metrische und torsionsfreie Zusammenhang auf TM ist, ist durch r in kanoni-
scher Weise eine Holonomiegruppe auf M gegeben. Wir bezeichnen diese mit
n o
Holx M;g " Holx r P :TXMYT,M: 2 x ; X 2 M:

Die Elemente der Holonomiegruppe kénnen wir mit speziellen Automorphismen
von TxM identifizieren. Dies liefert eine Darstellung der Holonomiegruppe auf den
Automorphismen von TxM,

Holx M;g GL TxM GlLn:

5.22 Bemerkung. Wie bereits festgestellt, hangt die Holonomiegruppe, bis auf Konjuga-
tion nicht von der Wahl des Punktes ab. Genauer gilt fur Punkte X und y in M,
dass

Holy M;g P Holx M;g P %
wobei  einen Weg bezeichnet, der X und y verbindet.

Beispiel 28 a.) Auf dem R" ist die Parallelverschiebung unabhangig von der Wahl
des Weges. Somit ist die Holonomiegruppe trivial,

Hol2 R"  Holx R  fig:
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b.)

c.)

In Kapitel 1-G haben wir festgestellt, dass auf einer Mannigfaltigkeit genau dann
eine Riemannsche Metrik existiert, wenn das Rahmenbiindel eine O n -Reduktion
besitzt, d.h. wenn sich die Strukturgruppe GL auf O reduzieren lasst. Analog
dazu, existiert auf einer Mannigfaltigkeiten genau dann eine Riemannsche Me-
trik, wenn die Holonomiegruppe eine Untergruppe der orthogonalen Gruppe ist,
Holx M On.

Fur orientierbare Riemannsche Mannigfaltigkeiten lasst sich die Strukturgruppe
sogar auf SOp, reduzieren. Aulerdem ist M;g genau dann orientierbar, wenn
Holx M SOn.

Die n-dimensionale Sphare S" ist eine orientierbare Riemannsche Mannigfaltig-
keit und es gilt Hol, S" SOn.

5.23 Bemerkungen. a. Das Holonomietheorem von Ambrose-Singer erlaubt einer Be-

schreibung der Lie-Algebra der Holonomiegruppe mit Hilfe der Krimmung. Im
Fall des Tangentialblindels mit Levi-Civita Zusammenhang vereinfacht sich die-
se Beschreibung zu

Lie Holx M;g

eine Kurve von X nach y

P Ry P V:P W P
Y VW 2 TxM

Insbesondere ist Rx V;W stets ein Element der Holonomiegruppe Holx M;g .
Die ersten beiden Symmetrien des Krimmungstensors lassen sich besonders
kurz schreiben als

Rx 2 Sym? 2T, M :
Nach Ambrose-Singer gilt dartiber hinaus

Rx 2 Sym? Lie Holx M;g : ~

Die Holonomiegruppe ist ein globales Objekt und lasst sich im Allgemeinen
nicht berechnen, wenn man nur eine kleine Umgebung der Mannigfaltigkeit be-
trachtet. Allerdings erhélt man die Holonomiegruppe einer reell analytischen
Mannigfaltigkeiten bereits durch das Betrachten von kleinen Umgebungen, hier
ist die Holonomie dann tatséchlich bereits lokal bestimmt.

5.24 Holonomie-Prinzip Sei T ¥ M ein Tensorblindel auf M. Dann gelten:
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a)SeiT2 T mitrT 0. Dannist T X 2 Tx invariant unter Holx M;g ,
d.h.

gT X T x; furalleg2Holx M;g :

b) SeiTx 2 Tx einHolx M;g -invarianter Tensor. Dann existiert genau ein Schnitt
T2 T mitrT OundT X Tx. —

Parallele Schnitte sind also punktweise invariant unter der Holonomiegruppe und
umgekehrt existiert zu jedem invarianten Tensor ein paralleler Schnitt.

Beispiel 29 a.) Sei Holx M;g O TxM;gx , wobei O TxM nach Definition das
Skalarprodukt gx 2 Sym? TxM erhalt. Das Holonomie-Prinzip liefert nun die
Existenz einer parallelen Metrik g 2 Sym? TM  mitg x Ox. Fur beliebige
Vektorfelder X;Y;Z auf M gilt also

0 rxg Y;Z XgyVY;Z g rxY;Z gvY;rxZ,;

d.h. der Zusammenhang ist trosionsfrei. Dies deckt sich mit der Beobachtung,
dass eine Op-Reduktion genau dann vorliegt, wenn auf M eine Riemannsche
Metrik existiert.

b.) Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit M;g ist genau dann orientierbar, wenn

Holx M;g SO TxM

): Sei M orientierbar, dann existiert eine parallele Volumenform. Da die Paral-
lelverschiebung P die Orientierung erhalt, folgt, dass Holx M;g SO TxM
gilt.

(: Sei Holx M;g SO TxM fA20 TxM : A vol, voleg, wobei vol,
eLN:::Nep das kanonische Volumenelement von TxM bezeichnet. Nach Voraus-
setzung ist vol, 2 "T, M invariant unter Holx M;g , also existiert ein paralle-
ler Schnitt vol 2 T M . Somit ist vol eine n-Form auf M ohne Nullstellen,
und definiert daher eine Orieniterung.

c.) Auf M existiert ein paralleles Vektorfeld genau dann, wenn ein Holx invarianter
Vektor v existiert, d.h. wenn

Holx M;g On 1 On:
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d.) Sei M eine 2n-dimensionale Riemmannsche Mannigfaltigkeitund T End TM
das Endomorphismenbiindel. Reduziert sich die Holonomiegruppe wie folgt,

Holx Mzn;g U TxM; gx;JIx A 2SO TxM;g : Adx JXA ;

wobei Jx 2 End TxM mitJ,gx Ox und J2 Id eine fast komplexe Struktur
auf TxM bezeichnet, so ist M eine Kahlermannigfaltigkeit, d.h. es existiert ein
Endomorphismus J von TM mit

Jg g Id; rJ o

Existiert umgekehrt eine fastkomplexe Struktur J 2 End TM , so reduziert sich
die Strukturgruppe auf Up. Ist J auRerdem parallel, also ¥J 0, so reduziert
sich sogar die Holonomiegruppe auf Up,.

5-E Riemannsche Produkte und Holonomie

Sei wieder M;g eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Im Folgenden wollen wir un-
tersuchen, wie die Holonomiegruppe eines Riemannschen Produktes aussieht und
umgekehrt, welche Kriterien fur die Holonomiegruppe garantieren, dass M ein Rie-
mannsches Produkt ist.

Satz Folgende Aussagen sind aquivalent.
a) Es existiert paralleles Unterbiinndel vom Rang r.

b) Die Holonomiedarstellung Holx M;g ¥ GL TxM lasst einen k-dimensionalen
Unterraum von TxM invariant.

Beweis. ): Sei E ein paralleles Unterbuindel, d.h. eine k-dimensionale Distribution,
die von der Parallelverschiebung erhalten wird. Also gilt fir jedes x 2 M und jede
Schleife an X, dass

P Ex Ex:

Somit ist Ex ein k-dimensionaler Holonomie-invarianter Unterraum von Tx M.
(: Sei umgekehrt Ex ein k-dimensionaler Holx M; g -invarianter Unterraum von
TxM. Seiy 2 M und eine Kurve von X nach y, dann definiert man

Ey P Ex:
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Dann ist Ey, wohldefiniert, denn fur einen weiteren Weg von X nach y und ein
v 2 Ex gilt

P P v w 2 Ex;

da die Parallelverschiebung Ex invariant lasst. SomitistP w P v und folglich
gilt auch P Ex P Ex . Man erhalt somit eine glatte Distribution E, denn die
Parallelverschiebung héngt di Cerenzierbar von den Anfangswerten ab. AufRerdem
ist E nach Konstruktion invariant unter Parallelverschiebung, also parallel. I

Zur Erinnerung: Ein paralleles Unterbindel E vom Rang r ist integrabel, denn fir
X;Y 2 E gilt

X;Y rxY ryXZ2E;
aufgrund der Torsionsfreiheit des Levi-Civita Zusammenhangs.

Satz Sei M;g M1;01 Mz; g2 ein Riemannsches Produkt. Dann gilt in jedem
Punkt X X1;X2 2 M,

Hol x,:x, M;g Holyx, M1;01 Holx, M2; 02 :

Insbesondereist TM  TM; TM; eine Aufspaltung in Holx A -invariante Unterrau-

me.

Beweis. FUr p;q 2 M setzen wir fira 1 oder 2,
8

ca 2TpMy; a1
P ?Tqu; a 2

Dann ist E? eine involutive Distribution und somit integrabel. Weiterhin gilt fur die
kovariante Ableitung auf M,

g1 Q2 g1 g2
3 X Y Y2 rlel rX2Y2

Somit schreibt sich die Parallelverschiebung entlang einer Kurve als Produkt,
(0] - 1
1
pr @ ¢

r
Pz

beziglichTM TM; TMa;. Somit sind TM; und T M2 Holonomie-invariant. I
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Unser Ziel ist es nun eine Umkehrung fur diese Aussage zu finden. Wann ist M
ein Riemannsches Produkt, wenn das Tangentialbtindel TM in Holonomie-invariante
Unterrdume zerféllt? Im Allgemeinen wird dies nur lokal der Fall sein.

5.28 Definition Eine Mannigfaltigkeit M;g mitirreduzibler Holonomiedarstellung nennt
man irreduzibel.

Irreduzible Mannigfaltigkeiten bilden quasi die Bausteine fur Mannigfaltigkeiten.
Lokal sieht jede Mannigfaltigkeit wie ein Riemannsches Produkt aus solchen Bau-
steinen aus.

5.29 Zerlegungssatz Besitze die Holonomiedarstellung einen k-dimensionalen invarian-
ten Unterraum. Dann existiert zu jedem x 2 M eine o [ede Umgebung U von x und
Riemannsche Mannigfaltigkeiten U1;g1 und U;;g> mit

u;g U1;01 Uz;02 :

Beweisidee. Sei Ex TxM ein Holonomie-invarianter Unterraum von TxM. Dann ist
auch E;-(’ Holonomie-invariant, denn Holx M;g On. Durch Ex und E;-(’ werden par-
allele Distributionen definiert. Da der gewahlte Zusammenhang metrisch ist, sind
diese auch integrabel. Nach dem Satz von Frobenius existieren maximale Integral-
mannigfaltigkeiten M1 und M» zu E bzw. E?. Zu jedem Punkt p 2 M liefert der Satz
von Frobenius auBerdem Karten Uj;X; von M;, so dass sich M; lokal als Graph
einer Funktion schreiben lasst. Wir definieren nun Metriken

91 g ; g2 g ;
E E E? E?

mit denen Uj;gj zu einer Riemannschen Mannigfaltigkeit wird und U; Us;g
Ui, 01 Uz; g2 gilt. I

5.30 Zerlegung der Holonomiegruppe Sei E TxM ein Holonomie-invarianter Unter-
raum. Dann sind die Gruppen

Hi ™ h2Holi M;g :h g» Idg? ; H, ™ h2Holy M;g :h ¢ Ide ;
Normalteiler von Holx M;g und es gilt

Hol2 M;g Hi Ha ~
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Beweisidee. Sei 2  x eine geschlossene Kurve durch x. Nach Voraussetzung
lasst die Parallelverschiebung E und E? invariant, d.h.

PE E PE? E7:
Somit gilt aber auch, dass
PHP ' Hj  § 1,2

also sind die Hj tatsachlich Normalteiler von Holx M;g . Nach Definition kommu-
tieren Elemente von H; mit Elementen von Hjy, d.h. H; \ H> Idt,m . Folglich
ist

:H; H ¥ Holy M;g ; ab ,ab

ein injektiver Gruppenhomomorphismus. Nun ist noch zu zeigen, dass  auch sur-
jektiv ist, d.h. dass sich jedes Element in Holy, M;g als Produkt aus Elementen von
H; und H»> schreiben lasst.

Sei wieder eine beliebige geschlossene Kurve an x. Da ihre Spur kompakt ist,
kann man mittels dem Lasso Lemma endlich viele Kurven j konstruieren, deren
Hintereinanderausfiihrung wieder ergeben, und fur die gilt

wobei j eine Schleife an einen Punkt x; bezeichnet, die vollstéandig in einer hin-

reichend kleinen Umgebung Uj verlauft so, dass M lokal in U ein Riemannsches
1. 2
. . i' ]
der Riemannschen Produktstruktur und setzt ; i ? j? i sosieht man ein,

Produkt ist, und j eine Kurve von x nach x; ist. Schreibt man gemaf3

dass
Pi P PP, 6 2HF
] it

denn P i ist gerade die Translation einer Schleife an x. Somit ist P als Hintereinan-
J

derausfuhrung aller P i gerade ein Produkt von Elementen aus H; und H,. |
J

Zerfallt der Tangentialraum an einen Punkt in irreduzible Unterrdaume, dann be-
sagt der Zerlegungssatz, dass die Mannigfaltigkeit lokal die Gestalt eines Riemann-
schen Produktes hat und auBerdem die Holonomiegruppe zerféllt. Fir einfach zu-
sammenhéangende Mannigfaltigkeiten gilt folgendes globales Resultat.
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Us Us

U1 UZ

O3 Oy

a2

a3

Zur Konstruktion der Kurven des Lasso Lemmas.

5.31 Zerlegungssatz von de-Rham Sei M;g eine einfach zusammenh&ngende, vollstan-

dige, Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann ist M;g isometrisch zu einem Produkt
einfach zusammenhangender, vollstdndiger, Riemannscher Mannigfaltigkeiten

M;g Mo; do R Mg; Ok :

Dabei ist Mgp;go ein euklidischer Raum und fur i 0 sind die Mannigfaltigkeiten
M;; gi irreduzibel und nicht flach. Weiterhin gilt

Holx M;g Holx M1;g91  ::: Holx My; gk
Beweisidee. Fir ein x 2 M fest betrachten wir die Holonomiedarstellung
:Holx M;g T Aut TxM :
Nach Voraussetzung zerfallt TxM in irreduzible, invariante Unterrdume,
TxM Eo ::: Ek:

Folglich lasst sich nach Satz 5.25 das Tangentialbtlindel als Summe aus parallelen
Distributionen E; beschreiben. Diese sind integrabel, also existieren nach dem Satz
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von Frobenius maximale Integralmannigfaltigkeiten M; zu E;. Man zeigt nun, dass M
tatsachlich das Produkt dieser Mannigfaltigkeiten ist und, dass deren Metrik durch
Einschréankung gegeben ist,

M Mo i Mg; gi gE_ E_: I

5-F Klassifikation der Holonomiegruppen

Lassen wir beliebige Zusammenhange auf dem Hauptfaserbtindel P ¥ M zu, so kdn-
nen wir keine Einschrankung an die Holonomiegruppe machen. Erstaunlicherweise
ist fur den Levi-Civita Zusammenhang nur eine sehr kurze Liste von Holonomie-
gruppen moglich.

5.32 Klassifikationstheorem von Berger Sei M;g einfach zusammenhé&ngend, orien-
tierbar, irreduzibel und nicht symmetrisch. Dann sind fur die Holonomiegruppe Holx M;g
nur folgende Gruppen mdoglich:

Dimension | Gruppe
n SO n der generische Fall
n 2m Um Kéahler-Mannigfaltigkeit
n 2m sUm Calabi-You Mannigfaltigkeit
n 4m Sp m Hyperkahler-Mannigfaltigkeit
n 4m Spm Spl quaternionische Kahler-Mannigfaltigkeit
n 7 G2
n 8 Spin7. —

5.33 Bemerkungen. a. Fir eine nicht einfach zusammenhangende Mannigfaltigkeit be-
trachte die universelle Uberlagerung

SV S VE
Diese ist einfach zusammenhangend und es gilt Hol,, M Holy, M Holg M .
Somit ist im Klassifikationstheorem fir nicht einfach zusammenhangende Man-

nigfaltigkeiten die Holonomiegruppe durch die reduzierte Holonomiegruppe
Holl M zu ersetzen.
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146

Die moglichen Holonomiegruppen sind genau die Gruppen, die transitiv auf
Spharen operieren. Es ist zum Beispiel,

S" SOn 1=50n; Ssym*1 syn 1=SUn;

S®  G,=SU 3 ; S7  Spin 7 =G5:

Falls die Holonomiegruppe aus SU m ;Sp m ;Spin 7 ;G stammt, verschwin-
det die Ricci-Krimmung und folglich ist die Mannigfaltigkeit Einstein. Auch fur
Holx Sp m Sp 1 ist M Einstein.

Daher spielen diese Gruppen eine fundamentale Rolle in der Physik.
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6 Charakteristische Klassen

Charakteristische Klassen bilden einen Mechanismus, der einem gegebenen Vektor-
bzw. Hauptfaserbiindel eine de-Rham Kohomologieklasse zuordnet, welche die Nicht-
trivialitat der Mannigfaltigkeit misst,

M,cM 2H4R M ;

d.h. fur das triviale Bundel verschwinden alle charakteristischen Klassen. Weiter-
hin charakterisieren diese Klassen insofern, dass fur isomorphe Biindel alle Klassen
Ubereinstimmen und umgekehrt zwei Bundel, bei denen eine Klasse nicht tberein-
stimmt, auch nicht isomorph sind.

Beispiel 30 Ein prominentes Beispiel fur charakteristische Klassen sind die Chern
Klassen fur ein komplexes Vektorblindel E ¥ M (siehe 3.29). Ganz allgemein ist die
i-te Chern-Klasse von E definiert als die Kohomologieklasse

¢i E 2HgR? M ; i 0:1;:::
so dass fur die totale Chern-Klasse ¢ E co E ci E cogilt
1) f cE cf E,
2) cE F cEckF,
3) cp L CPY 1, furL ¥ CP! das tautologische Geradenbiindel.

Weiterhin definiert man fir einen aufsteigenden Index i1 < ::: < ik die Chern

Zahl als
Z

¢, E i, E; M7 " i NN dM;

wobei , eine geschlossene 2i,-Form auf M bezeichnet mit ;, Ci, -
Die Chern Zahlen nennt man auch topologische Quantenzahlen oder, inder U 1 -

Theorie, Ladungen.
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6-A Konstruktion

Wir wollen nun einen allgemeinen Konstruktionsmechanismus fur charakteristische
Klassen erarbeiten. Sei dazu : P ¥ M ein G-Hauptfaserbtindel und g die Lie-
Algebra der Lie-Gruppe G.

Definition Eine k-lineare, symmetrische Abbildung

f:g ::: giIC

Den Raum der k-linearen, symmetrischen und G-invarianten Abbildungen auf g be-

zeichnen wir mit Sym* g ©.

Durch punktweise Addition und skalare Multiplikation wird Symk g © zu einem
Vektorraum Uber den komplexen Zahlen.

P
Lemma Die Menge Sym g © KO Symk g © ist eine kommutative Algebra beziig-
lich der Multiplikation

|
K |'25k|

Bemerkung. Die Algebra Sym g ist isomorph zur Algebra der symmetrischen po-
lynomialen Funktionen auf g. Sei ez;:::;er eine Basis von g. Eine symmetrische,
homogene polynomiale Funktion vom Grad k lasst sich beschreiben durch
X X
p:g!C p X Qi Xip 0 Xy X Xiei;

1 ik r i1l

wobei die Koe [Ziehten a;, i, symmetrisch in den Indizes sind.
Zu einer Abbildung £ 2 Symk g definiert man eine polynomiale Funktion

Diese ist o [edbar symmetrisch und homogen vom Grad K.
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Umgekehrt definiert man fir eine homogene, polynomiale Funktion vom Grad k

p:g!C; p X Qi Xip 100 X

und setzt ¥ anschlieRend multilinear fort.

Die G-invarianten Abbildungen aus Sym* g entsprechen nun polynomialen Funk-
tionen, die invariant unter der Ad-Wirkung sind.

Definition Ein invariantes Polynom ist eine polynomiale Funktion p:g ¥ C mit
p Ad g X p X
furalle X 2gundg2G. —

Determinante und Spur sind einfache Beispiele fur invariante Polynome.

Bemerkung. Eine Menge t g, so dass jedes Element in g unter G konjugiert ist zu
einem Element aus t, also

GtG ' g

heil3t maximaler Torus. Die Gruppe W der Elemente, die den maximalen Torus in
sich Uberfuhren,

wtw ot
hei3t Weyl-Gruppe. Damit lassen sich die invarianten Polynome darstellen als
symK g€ symktVW C g

d.h. jedes invariante Polynome ist bereits eindeutig durch die Werte auf dem maxi-
malen Torus t bestimmt und invariant unter der Wirkung der Weyl Gruppe.
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Beispiel 31 Sei G GLﬁ und g gl,, der Matrizenring. Der maximale Torus zu t
sind die Diagonalmatrizen

t diag 1;:::; n : i2C ;

die wir mit ihren Eigenwerten, also C", identifizieren kdnnen. Die Weyl-Gruppe, also
die Gruppe, die t erhélt, sind gerade die Permutationen. Die invarianten Polynome
sind also symmetrische polynomiale Funktionen, die nur von den Eigenwerten ab-
hangen.

Satz Jedes symmetrische Polynom in 1;:::; p l&sstsich als Polynom in den elemen-
tarsymmetrischen Funktionen schreiben.

Unser Ziel ist nun, fur jedes invariante Polynom eine charakteristische Klasse zu
definieren.

Definition Seien ¥; 2 " N;g,..., ¥x2 & N;g undr iy ::: ik. Zueiner
Abbildung T 2 Symk g © definiert man die r-Form £ 1, ~:::~ 1, 2 T N:C
durch

Unter Verwendung der Krimmung FA des Zusammenhanges A kénnen wir jetzt
jedem invarianten Polynom eine Form auf dem Hauptfaserbtindel P mit Werten in C
zuordnen.

Definition Sei A ein Zusammenhang auf P mit Krimmung FA 2 ﬁor P;g Ad. Fur

f2 Symk g © definiert man nun

fFA TF FANARA 2 K pic: T

ser Basis als

X

FA  Fei; Fi2 2,P;CcA  2MmcC:
i1l
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Konstruktion 6-A

Ein invariantes Polynom p entspricht einer Abbildung £ 2 Sym* g & und wir schrei-
ben

pFA fFA iy Fip NN Figs

wobei die aj,.;j, die Koe [Ziehten von p in der gewéhlten Basis von g bezeichnen.
Aufgrund der Invarianz von p unter Ad ist diese Definition unabhédngig von den
gewahlten Koordinaten und daher ist p FA  f FA wohldefiniert.

Ist zum Beispiel g  gl,,, der Matrizenring, dann ist eine Basis durch die Standar-
deinheitsmatrizen E;j gegeben, so dass

A X A X
F Fij Eij; tr F Fii:
i1 i1

Lemma Sei f 2 Symk g © und A ein Zusammenhang auf P. Dann gelten:

a fFA 2 2 p,cAd %k m;C.

b) Die DiLerkntialform £ FA ist geschlossen, d.h. df FA 0.

c) Seien Ap und A; Zusammenhange auf P, dann ist die Di Lerknz ¥ FA f F/
exakt. Genauer gilt

fFh fFM  di;
wobei ¥ eine horizontale 2k 1 -Form auf P vom Typ Ad bezeichnet.

Somit ist ¥ FA eine geschlossene Form auf M, liegt also in der de Rham Koho-
mologie, und ist unabhangig vom gewahlten Zusammenhang.

Beweis. a): Die Kriimmung ist eine horizontale Form und ¥ FA involviert nur zykli-
sche Permutationen von FA, angewandt auf die Argumente von £ F” | ist also selbst
wieder horizontal. Weiterhin vertauscht der Pullback mit f, so dass fur jedesg 2 G
gilt

RyFFA fFRyFA FAdg'FA FFA;

denn die Krimmung ist vom Typ Ad und f ist Ad-invariant. Also ist ¥ FA ein

Elementvon 2% p;CcAd 2k M;C .
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b): Fur horizontale Formen vom Typ Ad stimmt das gewdhnliche Di Cerkntial mit
dem absoluten Di Lerkntial Gberein. Wahlen wir eine Basis ej;:::;er von g, dann
schreibt sich

X
FA Fiei, Fi2 2, P;CAY
i1
und somit gilt
X
df FA Daf FA Da Fi, ~:iin~Fi, T oeigiinsei
1 ik r
X X
Fi, © n DAFij n Fi. T ei;;iii;ei

denn aufgrund der Bianchi-ldentitat ist DAF” 0 und folglich verschwinden auch
alle DaF;.

c): Seien Ap und A; Zusammenhéange auf P. Setzenwir X M R und bezeichnen
die Projektion mit  : X ¥ M, x;t , X, so ist das Pullback Bundel gegeben durch

p P x;p 2X P: X p

und das folgende Diagramm kommutiert:

P————P
N————M

DurchA;  AgundA; A sind Zusammenhange auf P gegeben. Setzen wir
furx m; 2XundX2T xp P,

dann ist auch A ein Zusammenhang auf P. Die Krimmung kénnen wir als 2-Form auf
X mit Werten im adjungierten Biindel identifizieren FA 2 2 X;Ad P . Schreiben
wir fur die Inklusion
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dann gilt fur Vektorfelder X und Y auf M,

i FA x:v  FAdi X :di Y

pix;1 Fodi X;di ¥ Fodi X:di ¢
1 p,Fé‘ XY p;f/f XY

Die Abbildungen ip und i1 sind homotop, daher stimmen i, und i, auf der Koho-
mologie Uberein, also gilt

£ FAo i, f FA i, f FA f FA

Somit unterschieden sich £ FA und ¥ FA* nur um eine exakte Form auf M und
diese entspricht einer exakten, horizontalen Form vom Typ Ad auf P. I

6.10 Definition Die Abbildung
Wp:Symg® " Hpr M;C; €, fFA
heilt Weil-Homomorphismus des G-Hauptfaserblndels P. ~

In folgendem Satz fassen wir die Eigenschaften charakteristischer Klassen zusam-
men.

6.11 Satz a) Sei :N I M dilerknzierbar, dann gilt

W P Wpi

b) Sind P, und P, isomorphe Hauptfaserblndel, so gilt Wp,  Wp,.
c) Ist P isomorph zum trivialen Bindel, dann gilt Wp 0.
Beweis. a): Das zuruickgezogene Biindel ist gegeben durch
P™ x;p 2N P: x P

so dass folgendes Diagramm kommutiert
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P————P
N———— M

Sei A ein Zusammenhang auf P, dann ist pr, A ein Zusammenhang auf P und
fur ein horizontales Vektorfeld X aufP istauch dpr, X ein horizontales Vektor-
feld auf  P. Die Krummung auf P ist gegeben durch FP2A  pr, FA. Somit gilt

denn aufgrund der Kommutativitat des Diagramms und der Eindeutigkeit des hori-
zontalen Lifts giltd dpr, X d dpr X d X . Also gilt auch

W p f f Fpr2A f FA We F :

b): Sei : Py ¥ P, ein Hauptfaserbindelisomorphismus und A, ein Zusammen-
hang auf P,, dann ist A; A2 ein Zusammenhang auf P;. Fur ein Vektorfeld X
auf M mit A;-horizontalem Lift X auf P1,istd X ein Ax-horizontaler Lift auf

c): Sei P trivial, also isomorph zum trivialen Biindel Pg. Der kanonisch flache Zu-
sammenhang Ag auf Py ist flach, d.h. FA2 0 und folglich ist nach b)

Wp Wpo 0: I

6-B Charakteristische Klassen in Vektorbiindeln

Sei E ¥ M ein Vektorblndel vom Rang n mit kovarianter Ableitung r. Au3erdem
seiG GL Nn;C,undg gl n;C bezeichne die komplexwertigen n N Matrizen.
Die Krimmung auf E ist eine 2-Form mit Werten in dem Endomorphismenbindel,

RxysS Frxrys FryrXs I xys, s2 E;X;Y2 M:
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Charakteristische Klassen in Vektorbundeln
Wahlen wir eine lokale Basis von E also Schnitte sq;:::;sn definiert Gber U M,
dann schreibt sich die Krimmung lokal als
X
Rxy Si Fij X;Y sj;
jo1
mit gewdhnlichen 2-Formen Fij 2 2 U . Also kénnen wir die Krimmung mit

F™ Fij ;

einer g-wertigen 2-Form auf U, identifizieren. Diese 2-Form héngt jedoch von der
Wahl der Schnitte sj ab und ist zunachst nur lokal in U definiert. Hier kommen die
invarianten Polynome ins Spiel. ..

Lemma Seien s1;:::;sn und sg; T ;s?1 zwei lokale Basen von E Uber U M, und sei
p ein invariantes Polynom. Dann gilt
pF pF°:

Insbesondere ist p F 2 V€N M;C global definiert und unabhangig von der Wahl
der s;j.

Beweis. Seig : U ¥ GL n;C die Transformation, die s1;:::;Sn in sg;:::;sE, uber-
fuhrt. Dann schreibt sich

FOX;Y gFX;Yg?! AdgF XY :
Da das Polynom Ad-invariant ist, folgt p F° p F .Somitist p F unabhéangig von

und lassen sich zu einem globalen p F verkleben. |

Beispiel 33 Die Spur und die Determinante sind invariante Polynome und man er-
halt,

X
tr F Fii2 2 M:.C:
i1
'x
det F sign F1 1 ~i1i"Fn n 2 2" M;C:
2sn
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Interpretiert man E ¥ M als zum G-Hauptfaserblndel P ¥ M assoziiertes Vektor-
bindel und r als die durch den Zusammenhang A induzierte kovariante Ableitung,
dann entspricht p F* der auf dem Hauptfaserbiindel definierten Form p FA . Ins-
besondere ist p F© geschlossen und hangt bis auf eine exakte Form nicht von der
gewdahlten kovarianten Ableitung r ab, ist also ein Element der de-Rham Kohomo-
logie von M und es gilt

PF™ Wep pF°
Somit Ubertragen sich die Eigenschaften von Wy, auch auf p F"
Lemma Sei E ein Vektorbindel tlber M und ¥ : N ¥ M di [erknzierbar. Dann gelten
ayf pF¥ pf F" ,
b) Falls E trivial ist, gilt p F* 0.

¢) Sind E; und E; isomorph, dann gilt p FE: p FE2 .~

6-C Invariante Polynome auf gl n;C

Die Abbildungen aus Symk g © sind aquivalent zu den symmetrischen, homogenen,
polynomialen Funktionen auf g vom Grad kK, die invariant unter der Ad-Wirkung sind
— kurz den invarianten Polynomen. Fur den Spezialfallg gl n;C sind dies gerade
die symmetrischen polynomialen Funktionen in den Eigenwerten. Um diese genauer
untersuchen zu kdnnen, definieren wir die elementarsymmetrischen polynomialen

Funktionen  und sk fur k 0;1;::: implizit durch die Gleichungen
X
det Id tX Ktk
k 0
X tx
tr et sk t L
[%9:0) :

fir jedes X 2 gl n;C . Da sowohl Determinante als auch Spur Ad-invariant sind, gilt
dies auch fur die  und sg.

Beispiel 34 Entwickeln wir die Determinante det Id tX , ergibt sich

o X 1; 1 X tr X ; n X det X :
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Analog erhalt man beim Entwickeln der Spur,

So X n; s; X 1 X

Ganz allgemein erhalt man fur die elementarsymmetrischen Funktionen die fol-
gende Darstellung.

6.14 Lemma Sei X diagonalisierbar mit Eigenwerten 1;:::; p, dann gelten
X
k X kK 1,75 n i ks
i1<i<ig
X K -
sk X Sk 1,55 n i

Beweis. Nach Annahme ist X diagonalisierbar, also existiert eine invertierbare Ma-
trixg 2 GL n;C so, dass

Aufgrund der Ad-Invarianz der Determinante folgt somit

detId tX detld tgXg ! detdiag 1 t 1;:::;1 t

Analog erhéalt man bei Anwendung auf die Spur,

1 .
tr e™X  tr et9%9 tr diag et !;:::;et n
X X e X 3
ik' k 1,---5 n Kl
i1l i Lin ) kEO "
k&0

6.15 Bemerkungen. a. Die Polynome f g bzw. fskg bilden eine Basis des Raumes der
invarianten Polynome.

b. Die Newtonformel besagt,

Sk 1Sk 1 ... ks1 O k £ 0O:
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Somit lassen sich die Polynome sx als Kombination der Polynome 1;:::; «k
ausdrucken. Es gilt zum Beispiel

2
So 1 2 -

3 .
S3 i 312 33
si Qi 1 i

wobei Q;j das i-te Newton-Polynom bezeichnet.

c. Jedes Element X 2 gl n;C aufgefasst als Abbildung X : C™ ¥ C" induziert fir
jedes k £ 0 eine Abbildung

kx . kcnx Kkcen:

Dazu betrachtet man zunéachst wieder den Fall, dass X diagonalisierbar ist. Sei

e1;:::;en eine Orthonormalbasis, dann setzt man z.B. firk 2
kX ei"ej Xei N Xej ij ei"ej :
Folglichisttr 2X 2 X . Dadie diagonalisierbaren Matrizen dichtingl n;C

liegen, erhalt man ganz allgemein

kX tr Kx; 0 k n

d. Nach obiger Konstruktion erhalt man die explizite Formel

1 X
k X E sign Xigis 70 Xigs
wobei die Permutationen bezeichnet, die iq1;:::;ix auf ji1;:::;Jk abbil-

den.

6-D Chern-Klassen und Chern-Charakter

6.16 Definition Sei E ¥ M ein komplexes Vektorblindel mit kovarianter Ableitung r.

1.) Die k-te reelle Chern-Klasse von E ist definiert als

i
ck E 7« Z—Fr 2 H3K M;C ;
und die Summe dieser Klassen wird als totale reelle Chern-Klasse bezeichnet
x i
cE 7 o E det Id Z—Fr 2 HGE" M;C
(930}
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2.) Der Chern-Charakter von E ist definiert als
h i

chE = trezF"
und die Koe [Ziehten der Entwicklung bezeichnet man mit
chx E Sk LF" T
2
Beispiel 35 a.) Die erste reelle Chern-Klasse ist gegeben durch

i
c1tE o trF" 2 H3; M;C:

b.) Die zweite reelle Chern-Klasse berechnet sich zu

(0] 1
- 2 X
1 i
c2 E > 2 @ Fii ™ Fjj Fij’\FjiA
1ij n
L G ETART T2
8 2

c.) Fur den Chern-Charakter evaluiert man mit Hilfe der Newtonformel,
1 2
ch E rank E ci E EClE 2co E

6.17 Bemerkung. Fir k > rank E verschwinden alle Chern-Klassen, d.h. cx E 0. Der
Chern-Charakter dagegen ist als Potenzreihe gegeben und bricht im Allgemeinen
nicht ab.

6.18 Lemma Seien ¥ : N ¥ M eine di [Lerknzierbare Abbildung, sowie E, E; und E, Vek-
torbundel tber M. Dann gelten:

a) Die totale reelle Chern-Klasse ist naturlich und multiplikativ unter Whitney-
summenbildung,

f cE cf E; cE; E; cE; chE;:

b) Der Chern-Charakter ist additiv und multiplikativ, d.h.

ch E1 E> ch Eq1 ch Es ; ch Eq E> ch E1 ch Es :
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Beweis. a): Die Naturlichkeit folgt direkt aus der allgemeinen Naturlichkeit charak-
teristischer Klassen. Seien s; und s, Schnitte in E; bzw. E> und sei X ein Vektorfeld
auf M. Dann gilt fur den Levi-Civita-Zusammenhang

x S1 $S2 xS1 xSz
und folglich hat dessen Krummung die Gestalt
Ry st s;  RGs1 R s

Fassen wir die Krimmung als Endomorphismus auf und stellen diesen auf gl n;C

in einer lokalen Basis s1;:::;sn von E als FE1 B2 dar, so hat diese Matrix Blockdiago-
nalgestalt. Ganz allgemein gilt fir Matrizen A und B 2 gl n;C , dass
(0] (0} 11 (0] 1
A id tA
det@d t@ AA et @ A detld tA detld tB
B Id tB
Folglich gilt
2 (0] (0] 113
- FEl
CEi E, det Id ——F% E2  4det@qg - @ AA5
2 2 FE2
i i
det Id Z—FEl det Id Z—FEz cEicEy:

b): Die Kruimmung der Whitneysumme hat Blockdiagonalgestalt, diese bleibt unter
dem Matrixexponential erhalten, d.h. es gilt

(0} (0] 117 O : 1
i i _FE exp 5 FE:
exp —FE B oxp@t @ AA  @%*P 2 A,
2 2 FE exp 5-FE2
Somit folgt gerade
h o, .0 h i h i
chEi E tr e2 P+ 7 tr ez F° tr e2 7

ch E; ch E; :

Als nachstes mussen wir die Krimmung des Tensorproduktes analysieren. Seien
dazu wieder s; und s, Schnitte in E; bzw. E; und X sei ein Vektorfeld auf M. Dann
gilt

Ix $1 S2 xS1 S2 S1 xSz
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Man priuft ohne Umwege nach, dass dann fir die Krimmung gilt,

E, E E E E E )
Ryy 2 s1 sz Reyst S22 s1 RS2 Ry RAE s1 s2:
Seien nun A;B 2 gl n;C diagonalisierbar und ej;:::;en sowie fp;:::;f, Ba-

sen in denen die Matrizen Diagonalgestalt annehmen. Dann gilt

A B g fTj Aej fi e Bfj i i e T,
n On
also ist A B diagonal beziglich der Basis ej f; .. _ mit Eigenwerten ; i -
I ]
Somit gilt fir die Funktionen s, dass
1
SA B, i~ Xinrjrk XK Py
. . r . k rir! 1
ij 1 iijj 1r 1 iijj 1r 1

Damit erhalten wir nach Anwendung des Cauchy-Produktsatzes,

(0] 10
r ker k K4k
X X X Ky rer f M XX o X ft,
sk A B Kl Kl rl K | I K
kEO : iijj 1k&Or 1 15 r : i;j 1 rkO r k&0 :
X X rgr X X Kk
@ it"A@ ata
rg0i 1 r! kEOj 1 k!
(0] 10 1
X t" X tk
@ s A—AQ g B _A:
r! k!
r E0 KEO

Da die diagonalisierbaren Matrizen dicht in gl n;C liegen und obiger Ausdruck
stetig in A und B ist, gilt diese Beziehung fur allgemeine Matrizen. Somit erhalten

wir schlief3lich,
(0] 10 1

X tk X tr X tk
chE: E sk FEt FE E @ s FR AR 5 FR EA *)
kA0 : rE0 r kA0 :

ch E; chEs: I
6.19 Lemma Sei E ¥ M ein komplexes Vektorbtindel. Dann gelten:

a) cx E ck E 1 kex E .

b) Die k-te reelle Chern-Klasse ist eine reelle Kohomologieklasse, d.h.

ck E 2H3K M;R :
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c) Existieren k Uberall linear unabhangige Schnitte von E, dann gilt

cj E 0; furj>rank E k:

Beweis. a): Sei ein Schnittin E , sowie e ein Schnitt in E und X ein Vektorfeld auf
M, dann gilt

rx e X e rxe :
Wahlen wir eine lokale Basis si;:::;sn von E Gber U M und bezeichnen die dazu
duale Basis mit s;;:::;s, , so verifiziert man, dass
FI" FI" .

Somit gilt fir die elementarsymmetrischen Funktionen

i i i
7Fr K 7Fr 1k K —

Fr
2 2 2

Kk
und da E E folgt die Behauptung.

b): Nach Voraussetzung ist E ein komplexes Vektorblundel, daher existiert auf E
ein hermitisches Skalarprodukt. Wahlen wir einen metrischen Zusammenhang, dann
gilt bezuglich einer lokalen Orthonormalbasis s3;:::;sn von E GUber U M, dass

Fxy 2uU n A2gl n;C : A A
Die elementarsymmetrischen Funktionen hangen nur von den Eigenwerten ab, daher
gilt

i
k ——F Kk

_ i
F —F> —F> .
2 K )

_
2 2
und folglich ist ck E reell. Analog dazu rechnet man

det Id ——F  det Id F detld -“F> detld ——F :
2 2 2

L
2
alsoistc E reell.

c):SeiE €&k F,wobei £k das triviale Bundel vom Rang k bezeichnet. Dann gilt
flr die totale Chern-Klasse

cE cé cF c F:

Der Rang von F ist n  k und folglich verschwinden alle Chern-Klassen c¢; F ci E
fari>n k. 1
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Chern-Klassen und Chern-Charakter

Bemerkung. Die Chern-Klassen sind nicht nur reelle Kohomologieklassen, sondern
sogar ganzzahlig. Bezeichnen wir den Homomorphimsmus, der die ganzzahligen
Homologieklassen in die de-Rham Kohomologie einbettet, mit

HE:HZ M;Z ¥ HEE MR ;
so gilt, dass
ck E 2imHk:
Integrigren wir also cx E Uber einen glatten 2k-Zykel N, so gilt
ck E 22 °
N
Lemma Seien E; und E; Vektorbiindel tber M. Dann gilt
c1 E1 Ez rank E; c1 Es rank E> c; Eq :
Beweis. Nach Definition gilt fur den Chern-Charakter,
ch E;y Es rank E;1 E> ci1 E1 Ez O 4 ;

wobei O 4 mindestens Terme der 4. Kohomologieklasse Hj; M;C beschreibt. An-
dererseits ist der Chern-Charakter multiplikativ, d.h.

ch E1 Ex ch Ey chE
rank E; c1 E; O 4 rank Es c1 Ex O 4
rank E; rank Es rank E1 ¢ E> rank E> ¢; E; O 4:

Vergleichen wir nun die Ordnungen, ergibt sich die Behauptung. |

Wir haben die Chern-Klassen bisher mit elementarsymmetrischen Funktionen be-
schrieben. Es gibt allerdings auch eine geometrische Interpretation. Sei ein Vektor-
bundel

E Ei1 i En

gegeben, wobei die E; Linienblindel vom Rang 1 sind. Fur diese Linienbundel sind
dann nur die nullte und die erste Chern-Klasse von Null verschieden. Schreiben wir
c1 Ej Xj, dann lasst sich die totale reelle Chern-Klasse von E wie folgt berechnen

cE c E;j 1 X

1 1 X1;::5:Xn Tl n X1,::5Xn 1 c E

Es stellt sich nun heraus, dass man immer so verfahren kann.
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Zerfallungsprinzip Zu jedem komplexen Vektorbindel E ¥ M existiert eine Mannig-
faltigkeit X und eine Abbildung ¥ : X T M, so dass

fE Ei ::: Ep;
wobei die E; Linienbtindel vom Rang 1 bezeichnen.

Aus der Naturlichkeit der Chern-Klassen folgt, dass man fur Rechnungen immer
annehmen kann, dass sich E als Summe von Linienbtindeln schreibt.

6-E Charakteristische Klassen reeller Vektorbundel

Sei nun E T M ein reelles Vektorbiindel, ausgestattet mit einem euklidischen Ska-
larprodukt und einem metrischen Zusammenhang r. Wahlen wir eine lokale Ortho-
normalbasis von E Gber U M, dann ist

Fxy 250 N A2gl n;R : A7 A

Komplexifizieren wir E zu E€, indem wir faserweise komplexifizieren, d.h.
ES "Ex C;, x2M;

dann kdnnen wir fir E¢ Chern-Klassen definieren.

Lemma Sei E ein reelles Vektorbindel, dann verschwinden die ungeraden Chern-
Klassen der Komplexifizierung, d.h.

cok 1 E¢ 0 k 0:1;::: ~

Beweis. Als reelles Biindel ist E isomorph zu seinem dualen Bundel E , dann gilt
auch far die Komplexifizierung

EC E © E©
Nach den Rechenregeln fur Chern-Klassen ist daher
ck EC 1 ke EC k 0:1;:::;

und folglich verschwinden alle ungeraden Klassen. I
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Charakteristische Klassen reeller Vektorbundel

Durch Komplexifizierung lassen sich also einem reellen Vektorbtindel in kanoni-
scher Weise Chern-Klassen zuordnen, wobei nur die geraden Chern-Klassen nicht-
trivial sind. Diese haben einen speziellen Namen.

Definition Sei E ¥ M ein reelles Vektorbliindel, dann heif3t

Pk E 7 1 Xcx EC 2HIK MR :

die k-te Pontrjagin-Klasse von E. Die totale Pontrjagin-Klasse ist definiert als

Die Pontrjagin-Klassen haben analoge Eigenschaften zur den Chern-Klassen.

Satz a) Sind E; und E;, isomorphe reelle Vektorblndel, so gilt

PE1 PpE:

b) Ist : N ¥ M eine glatte Abbildung und E ein reelles Vektorbiindel Uber M,
dann gilt

P E p E:

¢) Sind E; und E zwei Vektorbindel Gber M, so gilt
p E1 Ez pPE1 pE:

Bemerkung. Im Fall eines reellen VektorbindelsistG SO n undg son,d.h.
die Kriummung Fxy 2 so n ist schiefsymmetrisch. Schiefsymmetrische Matrizen
haben je zwei komplex konjugierte und rein imaginare Eigenwerte. lhre Normalform
ist

00 1 (0] 1 1
0 0
A diag @@ A0 "A. [ 2RA; fUr sozn;
1 0 n 0
00 1 (o] 1 1
0 0
A diag @@ OlA;:::;@ O”A; 0 : i2RA:  fir A2somn 1:
1 n
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Diese Blockmatrizen bilden einen maximalen Torus t und die zugehdérige Weyl-
Gruppe ist

W Sn Zy

denn die Normalform ist SO n -invariant unter Vertauschung von Blécken und unter
Transponieren einer geraden Anzahl von 2er-Blocken.
FUr ungerade Dimension ist daher

n
Symso2n 1 S°2n1 kK 2 2tk 031

In gerader Dimension gibt es noch ein zusatzliches invariantes Polynom, so dass

n o
Sym so 2n S0 2n k 2 2.k 0;1;::: [fPfg:

Dabei ist die Pfa [sche Pf gegeben durch
o 0} 11
Pf@diag @ 0 Y i
i O i1
In ungerader Dimension tritt immer ein Eigenwert Null auf und daher ist die Pfal[1
sche stets identisch Null und liefert somit nichts neues. In gerader Dimension ver-
schwindet die Pfa [sche im Allgemeinen nicht identisch und ist invariant unter der
Weyl-Gruppe.

Eine reellwertige, lineare und schiefsymmetrische Abbildung A 2 so 2n hat nach
obigen Uberlegungen je zwei komplex konjugierte und rein imaginare Eigenwerte.
Die Normalform von A ist

(0} 1

O .
diagA @ 'A.
i O

und daher ist die Determinante nichtnegativ. Man kann die Pfa[sche daher auch
definieren als

b
Pf A det A:
Identifiziert man so 2n 2R2N dann ist fir A 2 so0 2n ,

AN NA2 2NR2N R;

n-mal
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Man kann die Pfa [sche dann auch definieren als diejenige Form fur die gilt
PfA vol AN NA;

wobei vol e ™:::Nep fur eine Orthonormalbasis eq;:::;en. Dann schreibt sich die
Pfa [sche auch als

1 ;
Pf A EhA”;el’\:::’\enl;

bzw.

1 X
Pf A o sign - A, , A, , it A, Ao
) 252n
Da die Pfa [sche ein invariantes Polynom beschreibt, lasst sich auch mit ihr eine
charakteristische Klasse definieren.

6.27 Definition Sei E ¥ M ein reelles Vektorbiindel vom Rang 2n. Die Euler-Klasse von E
ist definiert als

— 1 2 -~
eE T Pf =F 2HE M

6.28 Bemerkung. Wahlt man eine lokale Orthonormalbasis von E Gber U M, dann l&asst
sich die Euler-Klasse mit Hilfe der lokalen Darstellung der Pfa [Schen beschreiben
als

1 1n X

n 2 n

e E sign F , ,~N:0NF )

2Sn o
6.29 Lemma Sei E T M ein reelles Vektorblindel vom Rang 2n.
a) Esgilte E2 pj E.
b) Sei E auBerdem ein komplexes Vektorbuindel vom Rang n, dann gilt

e E ch E: T

Beweis. a): Das Quadrat der Pfa [Schen ist die Determinante, also gilt

12 1 1
Pf ——F det ——F —=F
2 2 n 5

26. Juli 2011 167

6-E



6 Charakteristische Klassen

Andererseits gilt in lokalen Koordinaten,
E 1 "con E 1" LF —1F
Pn 2N 2n 2 2n 2

b): Man betrachtet die Einbettung von u n in so 2n gegeben durch
00 1 (0] 11

cdiag 1 15::50 n 5 diag@@ lA;:::'@ NAA

Mit dieser Abbildung kdnnen wir den Zusammenhang auf dem reellen Biindel E auf
das komplexe Bundel zuriickziehen und sehen so die Gleichheit ein. |

6.30 Bemerkung. Sind M1 und My Mannigfaltigkeiten so, dass alle Pontrjagin-Klassen
der Tangentialblindel Ubereinstimmen, dann existiert eine Mannigfaltigkeit W mit
oW  M; [Ma.

6-F Multiplikative Folgen

Sei F 2 C x eine formale Potenzreihe in x. Dann lasst sich T ein “Polynom” gq¢ 2

af X1;:11,Xn fxg 0 FXp:

O [endbar ist gf symmetrisch und daher l&sst sich jeder Grad durch elementarsym-
metrische Funktionen ausdrucken, d.h.

X
ar Fk 1000 ko
KEO

Die elementarsymmetrischen Funktionen ; entsprechen dann der i-ten Chern-Klasse.

Beispiel 36 a.) Sei f x 1 x.Dannist gf tatsachlich ein Polynom gegeben durch

Somit entspricht g¢ gerade der totalen Chern-Klasse von E.
b.) Der Chern-Charakter von E wird von der Funktion
X

f x e

und dem zugehdrigen symmetrischen “Polynom” qf induziert.
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c.) Sei E ¥ M ein reelles Vektorbiindel. Betrachten wir
o)

£ x X=2 . X 7>z
sinh Px=2 24 5760 '

dann entspricht das f zugeordnete Polynom qs der A-Klasse von E,

- ' i=2 1 1
AE al 1 ,PLE e TPLE? 4p2 E

- sinh x;j=2 5760

Fur eine kompakte, 4n dimensionale Mannigfaltigkeit nennt man
AM — ATM
das A-Geschlecht von M.

d.) Sei E ¥ M ein reelles Vektorbiindel und

f x —p—pi 1 x X—Z
tanh ~ X 3 45

Das “Polynom” g¢ entspricht der Hirzebruchschen L-Klasse

- tanh X;

1 1 E i7 E E 2
3D1 45 P2 P1

Analog ist fur eine kompakte, 4n dimensionale Mannigfaltigkeit das Hirzebruch-

sche L-Geschlecht definiert als
Z

LM ™ LTM:
M

6-G Indexsatze

Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit. Auf dem Raum der Di [erkéntialformen M
betrachten wir den Di Cerkntialoperator

D d d:
Das Quadrat von D entspricht dem gewdhnlichen Laplace-Operator auf Formen

D2 dd dd
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Bezeichnen wir die Einschrdnkung auf gerade Formen mit D und die auf ungerade
Formen mit D , also

D : ©&enTm 1 oddTy
D : °ddTM ¥ evenTy

dann ist der Index des Operators D definiert als

ind D “dimkerD dimkerD :

Der Index von D stimmt mit dem Index von D2 Uberein, d.h.
ind D dimker dimker
0 2 L 1 3
M

wobei k M dimHX; M dimker ktm die k-te Bettizahlund M die Euler-
Charakteristik bezeichnet. Nach dem Atiyah-Singer Indexsatz l&sst sich der Index

von D als Integral Uber die Euler-Klasse ausdriicken, d.h. es gilt
YA

M ind D eTM :
M

Ein weiterer interessanter Di Lerkntialoperator ist der Dirac-Operator
D: S ¥ §S,;

der auf Schnitten von sogenannten Spinor-Biindeln wirkt. In diesem Fall besagt der
Atiyah-Singer Indexsatz, dass der Index des Dirac-Operators dem A-Geschlecht der

Mannigfaltigkeit entspricht
VA

ind D ATM :
M

Dies ist ein erstaunliches Resultat, denn der Index dieses Di [erkntialoperators ist
vollstandig durch das A-Geschlecht, also die Topologie der Mannigfaltigkeit be-
stimmt. Als erste Anwendung erhalten wir eine Obstruktion gegen die Existenz von
Metriken mit positiver Skalarkrimmung.

Schrédinger-Lichnerowicz-Weitzenbodck Formel Sei M eine orientierte Spin Man-
nigfaltigkeit mit Dirac-Operator D. Dann gilt

scal
D2 r r —/id ~
4
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Ist daher M eine kompakte, orientierte Spin Mannigfaltigkeit und tragt positive
Skalarkrimmung, dann ist D2 ein strikt positiver Operator und hat trivialen Kern.

Somitistind D 0 und folglich verschwindet auch das A-Geschlecht
z

ATM 0:
M

Im Umkehrschluss impliziert ein nichtverschwindendes A-Geschlecht, dass M keine
Metrik positiver Skalarkrimmung tragt.

Satz Existiert auf S" eine fastkomplexe Struktur, dann giltn  l1odern 3. ~

Beweis. Sei E ¥ S2" ein komplexes Vektorbiindel. Man kann in diesem Fall beweisen,
dass der Chern-Charakter von E stets ganzzahlig ist. Da bis auf die Extrempunkte
H% S?" und H3R S2" alle Kohomologien von S2" verschwinden, ist cn, E die
einzige nichttriviale Chern-Klasse. Somit gilt fur den Chern-Charakter

cn E
ch E 7n” 1|2H§Q M:Z :

d.h. n 1 !teilt den ganzzahligen Chern-Charakter.

Nehmen wir also an, dass E  TS?" ein komplexes Vektorbiindel ist, dann gilt
Z

n 1! ¢, TS2" s2n 2
M

alsowird 2von n 1 !geteilt, das heiBt n 1;2 oder 3.
Wir mussen also noch den Fall der S* ausschlieRen. Dazu betrachten wir ganz

allgemein die Signatur einer Mannigfaltigkeit M
z

‘HZM H2M IR; ; . ~
Diese ist eine nichtausgeartete, symmetrische Bilinearform und es gilt

A Z Z

1 1
M LTM = pisTM = ¢ TM?2 2¢c; TM
M 3 ™M 3 ™

Auf E TS* verschwindet jedoch die erste Chern-Klasse von E, denn c; E 2
H2Z: S* , und die zweite de-Rham Kohomologie ist trivial. Daher verschwindet auch

die Signatur identisch. Nach obiger Rechnung gilt aber
z

2
0 M — c; TM ;
3 ™

R
ein Widerspruch, denn , co TM sS4 2.Somitkann E  TS* kein komplexes
Vektorbiindel sein.
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7.1

7.2

7 Di Lerkentialoperatoren

7-A Elemente der linearen Algebra

Ausgangspunkt ist fur uns ein n-dimensionaler, euklidischer Vektorraum V;g ,
d.h. ein reeller Vektorraum V mit positiv definitem Skalarprodukt g. Dieses indu-
ziert ein Skalarprodukt auf dem Raum der k-Formen KV durch die Festlegung,
dass

eine Orthonormalbasis von KV ist, wann immer fejg eine Orthonormalbasis von V
ist. Dabei ist die zu einem Vektor X 2 V duale Linearform definiert als

X “gX; 2 v v
Beispiel 37 Seien X;Y und A;B Vektoren in V, dann gilt
gX ™Y ;A NB g X;AgVY;B g X;BgVY;A:
Definition Der Hodge- -Operator ist der eindeutig bestimmte lineare Isomorphismus
ky 1 nky .
der implizit bestimmt ist durch
~ g ; vol

wobei vol e; ™ ::: e, das Standard-Volumenelement fir eine Orthonormalbasis
fejg von V bezeichnet.

Bemerkung. Fur explizite Berechnungen ist es oft geschickt, sich auf Elemente einer
Orthogonalbasis zurltickzuziehen. Hier gilt

e, NiniNe osgn ey NinifNeg s

7-A

wobei | i1k undJ J1;::00n k bezeichnetund diezu i1;::: 0k J1;:: 0 dn k

gehorige Permutation.
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7.3

7.4

7.5

7.6

Differentialoperatoren

Eigenschaften von  Seien 2 kv und 2 ™ KV sowie X 2 V. Dann gelten

a) 1 volund vol 1,

b)g : lknkg : ,
c) 2 1KnKid
d X-: LkIx ~ |

e) X X = vol, und

) gX: ; g ;X N~ falls 2 kKily ~
7-B Di Lerkntialoperatoren auf Riemannschen

Mannigfaltigkeiten

Sei M;g eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit. Der Hodge- -Operator
setzt sich fort zu einem Vektorbiindelisomorphismus

Wir bezeichnen mit r wieder den Levi-Civita Zusammenhang auf M.

Lemma Sei eine Dilerkntialform und X ein Vektorfeld auf M, dann gilt
x x

Definition Sei £ 2 €1 M , dann ist der Gradient von ¥ das eindeutig bestimmte
Vektorfeld grad ¥ auf M mit

g grad f ;X df X X F; X2 M;
d.h. es gilt df gradf . —
Vereinbarung. Sofern nicht anders angegeben bezeichne fiur alles Weitere fe;jg stets

eine Orthonormalbasis von T,wM fiir m 2 M. Alle Ausdriicke in denen e; auftritt
sind dann als punktweise ausgewertet in m zu verstehen.
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7.8

7.9

Differentialoperatoren auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten

Definition Die Divergenz eines Vektorfeldes X auf M ist definiert als

X
div X g reX;ej tr rX:
i1

Man kann den Gradienten als Di [erkntialoperator erster Ordnung au [@sken, nam-
lich als das gewohnliche Di Cerential. Wir werden sehen, dass auch die Divergenz als
Di Cerkntialoperator erster Ordnung aufgefasst werden kann, mit Hilfe des Kodi [e-1
rentials. Es stellt sich sogar heraus, dass Gradient und Divergenz in einem gewissen
Sinne dual zu einander sind. Wie fur das Di Cerkntial gilt auch fur die Divergenz die
Leibniz-Regel, die wiederum den Gradienten involviert.

Lemma Sei X ein Vektorfeld auf M und f eine glatte Funktion, dann gilt

div £X fdiv X df X : —
Beweis. In einer lokalen Basis schreibt sich

X X
div £X g re TX ;e g freX;e; g df ej X;ej
i1 i1

fdivx df x: 1

Auf jeder orientierten Riemannschen Mannigfaltigkeit existiert eine parallele Vo-
lumenform. Diese schreibt sich lokal als

vol e N:i:7ep:
Die Lie-Ableitung erhalt den Grad von Di Lerentialformen, daher ist die Lie-Ableitung

der Standard-Volumenform wieder eine n-Form. Diese beiden Volumenformen las-
sen sich durch die Divergenz ineinander Uberfihren.

Satz Sei X ein Vektorfeld auf M, dann gilt

Lxvol d X div X vol: —

Beweis. Mit Hilfe der Cartan-Formel lasst sich die Lie-Ableitung wie folgt ausdriicken

Lxvol X -dvol d X - vol d X ;
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denn dvol 0. Weiterhin gilt

Lxvol ej;:::;en Lxvol ey;:::;en vol :::;Lxeij;:::

F)
Schreiben wir X;ej ;1 1 Fijej, dann gilt also
Lxvol es1;:::;en Fii:

Andererseits ist r torsionsfrei und metrisch, so dass

X X
div X g re X e g rxei;ei g ei;X ;€

i1 i1l

1 X

5 Xg ei;ej g X;ejej

2i 1 [

X
£ 1

Als unmittelbare Konsequenz aus dem Satz von Stokes erhalten wir nun folgen-

den Integralsatz.

7.10 Satz von Gauf3-Green Sei X ein Vektorfeld auf M, dann gilt
YA
div X dM 0;
M

wobei dM die Integration Uber vol bezeichnet.

Beweis. Alle hier betrachteten Mannigfaltigkeiten sind randlos, d.h. @M ;. Die
Behauptung folgt nun mit dem vorangegangen Lemma und dem Satz von Stokes,
z z z z

div X dM div X vol d X x o 1
M M M oM

7.11 Lemma Sei ¥ eine Di[fetentialform auf M, dann schreibt sich deren Di Lerkntial
lokal als
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Dieser Ausdruck fur das Di Lerential motiviert die Definition eines Kodi Lerkntials,
das im Wesentlichen durch Anwendung von  auf obigen Formel definiert wird.

7.12 Definition Das Kodilerentiald : KM 1 kK1 M st ein Dilerkntialoperator
erster Ordnung definiert durch
X

d 1 e - g,
i1

fir ¥ 2 K M und eine lokale Orthonormalbasis fe;g.

Wir Uberzeugen uns davon, dass obige Definition nicht von der Wahl der Basis
abhéngt, indem wir folgenden koordinatenunabhéngige Definition angeben:

713 Lemma Sei ¥ 2 K M , dann gilt
d 1kl g
Insbesondere gilt div X d X . 7

Wahrend der Gradient einer Funktion durch das gewohnliche Di[Cerkntial be-
stimmt ist, ist die Divergenz also durch das Kodi [erential gegeben.

Beweis. Wir rechnen in einer lokalen Basis direkt nach, dass

(0] 1 (0] 1
X X
d 1 @ e ~re, TA 0@ g~ g1 A

= 1
't o 1
X
1k1 2@ €i : reiIA
i1

denn 1kk1 1 |

Das Kodi Cerkntial ist in einem gewissen Sinne dual zum gewdhnlichen Di Ceren-
tial. Dazu definieren wir zunachst ein geeignetes Skalarprodukt.
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7.16

Differentialoperatoren

Definition Auf dem Raum 'g M der k-Formen auf M mit kompaktem Trager ist
das L2-Skalarprodukt definiert durch

Z
;"Mg;dM; 2 KM

Falls die Mannigfaltigkeit M selbst schon kompakt ist, gilt ¥ M kM.

Lemma Das Kodi Cerkntial ist formal L?-adjungiert (oder kurz adjungiert) zum Dif-
ferential, d.h. fur Di[erentialformen 2 X1 und 2 kM gilt

d ; ;d N
Beweis. Zunéachst gilt nach Definition des Hodge- -Operators,
;d g ;d ol ~ d

Umgekehrt gilt dann natirlich auch
z z
d; gd ; vol d ~
M M
Weiterhin gilt nach den Rechenregeln fur
~d 1 nk 1 1 A 2d
1 nk 1 1 1 n ki1lka1 ~d
1¥d ~ d ~ 1kt
d ~ d »~
Bei Integration verschwindet der erste Term nach dem Satz von Stokes, also gilt

Z Z
-d ~d d ~ d: : 1

M M
Definition Die Hessische einer Funktion £ 2 €1 M ist definiert als
Hess f rdf 2 T M T M;

d.h. far Vektorfelder X und Y auf M gilt

Hess £ X;Y rx df Y df rxY XY T rxY f: 7
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7.18

7.19

7.20

Der Laplace-Operator auf Funktionen

Lemma Sei f eine glatte Funktion auf M, dann gelten
a) Hess f r?f, und

b) Hess f ist ein symmetrischer 0;2 -Tensor, d.h. Hess £ ist @1 M -bilinear
und fur Vektorfelder X und Y auf M gilt

Hess ¥ X;Y Hess £ Y;X : ™

Beweis. a): Fassen wir die Funktion ¥ als 0;0 -Tensor auf, so gilt nach Definition
rxf Lxf df X .
b): Seien also X und Y Vektorfelder, dann gilt

Hess f X;Y Hess f Y:X r’f xv  r2f yx
XY T rxY f Y X F ryX f
XY F rxY ryX T 0;

denn der Zusammenhang ist torsionsfrei. I

7-C Der Laplace-Operator auf Funktionen

Definition Der Laplace-Operator auf M ist ein Di Lerkntialoperator 2. Ordnung defi-
niert als

f divgradf ; f2¢etM: ~

Bemerkung. Das Vorzeichen in der Definition des Laplace-Operators ist absichtlich
so gewahlt, dass ein positiver Operator auf M wird. Wahlen wir M R"
o [en, dann entspricht der so definierte Laplace-Operator gerade dem dem negativen
klassischen Laplace-Operator, d.h

T KlassT; f2ct

Wir listen nun einige Eigenschaften des Laplace-Operators auf.

Satz Sei F eine glatte Funktion auf M und fe;jg eine Orthonormalbasis von T,M.
Dann gelten

ay f ddf d df,
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Differentialoperatoren

by F tr Hess £

Pn
C) fm i1 eefF reei T,
d) Seien ; Geodéatische durch m mit *; O ej, dann gilt
X d
fm E i t:
i1 to

e) Inlokalen Koordinaten U;x von M gilt
1

. §1=2X 0 a2 OF
v 0x; 0X;j

’

i1

0

wobeig det gijj undgij 9 @%IM

f) Der Laplace-Operator ist formal selbstadjungiert und positiv, d.h. es gilt
f;g f;, 9; und f;f E£O;
fur alle Funktionen f;g 21 M . ~

Beweis. a): Nach Lemma 7.13 gilt div X d X . Folglich gilt fur eine glatte Funk-
tion f, dass

d df d df d gradf div grad f :

b) & c): Man rechnet im Punkt m nach, dass

X
div grad f g regrad T e
i1
X
g grad T ;reei o, 9 grad T ;reei
i1
X
eieif m reei fom
i1

tr Hess ¥

d): Setzen wir die Orthonormalbasis fe;g durch Parallelverschiebung in einer klei-
nen Umgebung U um m fort, dann ist re; ,» 0 und fur die Geodéatischen gilt
it TR Dann gilt

X X g2
f ej €j f pf
il i1 dt

it
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7.23

Der Laplace-Operator auf Funktionen

f): Das Kodi Lerkntial ist adjungiert zum gewdhnlichen Di Cerential, also gilt fur
glatte Funktionen ¥ und g auf M,

f;g d df;g df;dg f;d dg f;, g:
Insbesondere gilt F;f df;df df 2 £ 0. I
Produktregel Seien ¥ und h glatte Funktionen auf M, dann gilt

f h f h f h 2g gradf;gradh :

Beweis. Wahlen wir geodatische Normalkoordinaten in m, dann gilt

X 2
f hnm erh 2h
i1 O
X g2 2
Cid R | A L
il@xi m 0Xi m@Xi m @x; m
fm hm fm hm 2g gradf;gradg m: I
Der Laplace-Operator ist definiert durch div grad und h&ngt somit von der

Metrik ab. Abbildungen, die die Metrik erhalten erhalten auch den Laplace-Operator.
Satz Sei *: M;g ' N;h eine Isometrie. Dann gilt

Mf - Nf oo T
Beweis. Sei 2 €1 N , dann gilt

Mf = v d~ f:d- M Zdf;7 d wm
df:d v r“f;
= Nf . v |

Satz Sei : M;g ! N;h eine Riemannsche Submersion, d.h. der Tangentialraum
an M zerfallt in

™ ThOoTv;  Th kerd ;
und die Metrik auf M ist gegeben durch

gm IN  OF,
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Differentialoperatoren

mit einer Fasermetrik gr auf TP. Sind die Fasern von M tiber N totalgeodétisch, so
gilt

Mof NE o T
Beweis. Sei m 2 M und der Tangentialraum wie folgt orthogonal zerlegt
Tm Th T¥

Waéhle Orthonormalbasen fwig von T,ﬁl, und fvjg von Ty, und zugehorige Geodaéti-
sche jund j durch m mit

-i 0 Wj, -j 0 Vj!

Da die Submersion total geodéatisch ist, ist i eine Geodatische von N und

verlauft vollstandig in der Faser F 1 n mitm 2 F. Somit gilt
X g2 X g2

M >
f — F it — F it
m ; dt? o ! i dt2 o J
X g2
— ¥ it

; dt? o
Ne 0

Seien nun M;g und N;h Riemannsche Mannigfaltigkeitenund M N;g h
bezeichne ihr Riemannsches Produkt. Dann sind die Projektionen

pry M NIM;, mn ,m, pry M NIN;, mn ,n
totalgeodatische Riemannsche Submersionen.
Satz Seiena2 @t M undb 2 €1 N ,dannist

a?b “prya pryb a pry b pry 26t M N;
mita?b m;n amb n,undesgilt

MNa2b Ma ?b a? Npb: —
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Anwendung: Der Laplace-Operator auf der Sphare

Beweis. Mit der Produktregel und dem vorangegangen Satz tber Riemannsche Sub-
versionen erhalten wir

MNa?b M N prya pryb
M Nprya pryb prya M Npryb

2 gradprya;gradpryb

M Nprya pryb prya M Npryb

pry Ma pryb prya pry b

Ma 2b a? No: §

7.25 Korollar Sei aeine M Eigenfunktion zum Eigenwert und sei b eine N Eigenfunk-
tion zum Eigenwert . Dannista?b eine M N Eigenfunktion zum Eigenwert
und jede Eigenfunktion von ™ N st von dieser Form.

Beweis. Aus dem vorangegangen Satz folgt, dass prya pryb eine Eigenfunktion
zum Eigenwert ist. Sowohl M alsauch N besitzt ein vollstandiges Orthogo-
nalsystem aus Eigenfunktionen EM bzw. EN. Da die Metrik auf M N durchg h ge-
geben ist, erhalt man ein Orthonormalsystem aus Eigenfunktionen von ™ N durch

n (0]
EM?2EN~ a?b:a2EMundb 2 EN

DaEM dichtin €t M und EN dichtin @1 N liegt, liegt EM2EN dichtin@t M N
und daher sind durch EM ? EN bereits alle méglichen Eigenfunktionen beschrie-
ben. |

7-D Anwendung: Der Laplace-Operator auf der Sphére

Ziel dieses Abschnittes ist es, das Spektrum des Laplace-Operators auf der Sphare S"
zu bestimmen. Dazu betrachten wir die Sphare als Untermannigfaltigkeit des R™ 1,
denn dort hat der Laplace-Operator eine besonders einfache Gestalt. Wir suchen
daher nach einer Mdglichkeit den Laplace auf der Sphare S™ Uber den Laplace auf
dem R™ ! auszudricken.

7.26 Satz Sei f eine glatte Funktion auf R™ 1, dann gilt

e*r LI

n 1 n
RO a7 F g 3 n :
@r2 sn @r sn
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Beweis. Seiv. p 2S"™ R" Yund vi;:::;vn eine Orthonormalbasis von TpS"
p~. Die Geodétischen zu vj durch p sind dann gegeben durch

it cost p sint vj; 1 i n:
Mit Hilfe der Geodatischen kdnnen wir nun  auf der Sphare berechnen . Sei dazu
261 R" 1 danngilt

%f it df "t df sint p cost vj

sint v f cost v; f
it

Analog erhalten wir fur die zweite Ableitung
d .
it — sint v f cost v; F
dt
v T vivi T :
i 0

Somit ist der Laplace-Operator auf der Sphére gegeben durch,

X g2
T snp ey it
i1 to
X
vi vi T nv f
i1 i 0 i0
Rfp vvF , nvfp
Dav f of folgt schliel3lich die Behauptung. I

@r

Mit Hilfe dieser Formel wollen wir nun Eigenfunktionen von  auf der Sphare S"
berechnen. Dazu betrachten wir die homogenen Polynome vom Grad k auf R™ 1,
Fuar den Grad O sind dies gerade die konstanten und fur den Grad 1 die linearen
Funktionen. Die allgemeine Form eines solchen Polynoms ist

x n: n
H x ai, i, xilI1 o
mitn;, ::: n; k. Die Homogenitat vom Grad k ist gleichbedeutend mit
H r¥H g ;
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Anwendung: Der Laplace-Operator auf der Sphare

dh. furx2S"und 2RgiltH x KH x . Fur die ersten beiden Ableitungen
ergibt sich somit

62H

eH 0°H
@r?2

@r

k1 : k 2 .
kr H g kk 1r H gn:

Nach obiger Formel erhalten wir fUr homogene Polynome

S H gn R kn k 1 Hg:

Die harmonischen, homogenen Polynome vom Grad k auf R™ 1 sind also Eigenfunk-
tionenvon ", mit

S"Hgn kn k 1H g *)

Wir wollen nun zeigen, dass jede Eigenfunktion als Linearkombination harmoni-
scher, homogener Polynome gegeben ist. Dazu bezeichnen wir den Raum der ho-
mogenen Polynome vom Grad k auf R™ 1 mit Py und den Raum der harmonischen,
homogenen Polynome vom Grad k mit H. Weiterhin bezeichnen wir die Einschran-
kung einer Funktion £ 2 @1 R™ 1 auf S mit

ff g

und schreiben

_n_ 0 _n_ 0
He = . F2H ; Py F:Ff 2P

Far Funktionen P und Q 2 Py definieren wir ein Skalarprodukt durch

z
hP; Qi ~  PQds":
Sn

Mit dieser Notation kdnnen wir unser Resultat wie folgt postulieren:

Satz Das Spektrum von S" ist gegeben durch eine abzahlbare Folge von ganzzahli-
gen, positiven Eigenwerten

k kn k 1; k 0;1;:::;

und der Eigenraum zu i ist Fy.
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Bemerkung. Hier ist S™ mit der Standardmetrik g versehen und daher ist die Ska-
larkrimmung normiert auf

scal nn 1:
Fur eine weitere Metrik h ¢ g mitc 2 R gilt
1
spec ;h Espec ;g

Bevor wir den Satz beweisen, bendtigen wir ein Resultat Uber die Struktur der
homogenen Polynome.

Lemma Fur k £ 0O lassen sich die RaAume homogener Polynome wie folgt orthogonal

zerlegen
2 e 2k .
Pox Hox reHox 2 i r“Hp;
2 C 2k .~
Poxk 1 Hok 1 reHok 1 it rofHy:

Beweis. Wir zeigen die Behauptung per Induktion. O [edbar liegen die konstanten
und die linearen Funktionen im Kern des Laplace Operators und daher gilt

Po Ho; P Hi:

Sei also fur k £ 0 die Zerlegung Py Hk r2py , gegeben, dann ist zu zeigen, dass
Pk 2 Hk 2 r2Pu

Bezeichne E  den Eigenraum von S" zu , so haben wir bereits gezeigt, dass
He 2 E k2:

Nach Induktionsvoraussetzung gilt somit

N
Pk E i:
i1
Da selbstadjungiert ist, sind Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten orthogo-
nal und daher gilt insbesondere Hy »?Py, sodass

Hg 2 r2Pk Py 2:
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Anwendung: Der Laplace-Operator auf der Sphare
Um die umgekehrte Inklusion einzusehen, betrachte ein Polynom p 2 Py 2 mit
p ? Pk. Dann ist
P2Px Hx r2He o, i
d.h. p ist genau dann harmonisch, wenn
Pp?2r3H, 4 furo 21 k a @P2?2FH afuro 21 k

Nach voriger Rechnung ist

~ ’p €3
p D orz Tor
D k2P

Somit gilt fur ein harmonisches, homogenes Polynom H vom Grad k 2I, dass

kel
I

b H p;H k2

o
I
ey
N
o
I

—~ L —~
denn p ? Py o 21 k Hk 21- Also ist p 2 Hy 2 und folglich gilt
Hk 2 r2Pk Pk 2: I

Beweis des Satzes. Jedes homogene Polynom Il&sst sich als Linearkombination von
harmonischen, homogenen Polynomen darstellen. Weiterhin liegen die Polynome
nach dem Satz von Weierstrass dicht in den glatten Funktionen, d.h. auch

M M

j‘vfk ISK el gn

kEO kEO

liegt dicht. Somit sind die g die einzigen Eigenwerte von , denn fir ein weiteres
2 R gabe es auch einen Eigenraum E  der senkrecht auf allen . stehen miisste,

dann koénnten die Hyk aber nicht dicht liegen. Somit gilt auch E g Fy, denn
andernfalls gabe es eine Eigenfunktion 7 zu , die orthogonal auf Hy steht und
da E abgeschlossen ist, ist dies wiederum ein Widerspruch zur Dichtheit. I

Bemerkung. Die Dimension der Eigenrdume lasst sich nun wie folgt berechnen,

n k n k 2

dimE g dimHk dimPx dimPg >
k n 2
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7-E Ausblick: Symmetrische Raume

Sei M G=K ein symmetrischer Raum. Dann ist G ¥ G=K ein K-Hauptfaserbindel
und wir betrachten das Vektorbtindel

E G V; K T Aut V

Auf E wirkt die Gruppe G von links, indem man fur einen Schnitt e definiert

ge x Teg x; X2M;g2G:

Daher definiert E eine G-Darstellung, die sich wie folgt zerlegen lasst
M
E \Y Homyg V ;V ;
26
wobei die V irreduzible G-Darstellungen bezeichnen. Als K-Darstellung ist V nicht
mehr irreduzibel und zerfallt nach dem Lemma von Schur in

V Vi ooV Ch

wobei r die Anzahl der V; fur1 i | bezeichnet mitV; V.
Da M symmetrisch ist, entspricht der Levi-Civita Zusammenhang auf E der Rich-
tungsableitung und daher entspricht r r dem Casimir-Operator,

r r® Casy Id;

wobei fur eine Darstellung : G ¥ V der Casimir-Operator definiert ist durch

X
Cas Xi 22End V :

i
mit einer Orthonormalbasis fxjg von g Lie G . Da die Darstellung V irreduzibel
ist, gilt

Casy hv: 2 ildy jj® h:2 ildy;
wobei durch die DarstellungV und durch die Lie-Algebra bestimmt wird.
Beispiel 38 Die 2n-dimensionale Sphére ist ein symmetrischer Raum

S27 s0o2n 1=SO 2n:
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Der Laplace-Operator auf Differentialformen

Die Darstellungen von SO 2n 1 sind parametrisiert durch

100 n 2Z2"mit (£ E L EO:

Die Einschrankung einer irreduziblen Darstellung von SO 2n 1 auf SO 2n st
nicht irreduzibel, sondern zerfallt

SO2n 1 ¥ SO 2n; 1,000 n I 1,000 n s
Dabei erfillen die Parametrisierungen die sogenannten branching rules,
1E 1E 2EE nEj i

Fur  0Oist so z.B. 1;0;:::;0 . Daher kbénnen wir die glatten Funktionen auf
S2" darstellen als

el 2n MV H v NV
S 1;0;:::50 om g ;050 5 .

FurM S2"istG SO 2n 1 undaufg so2n 1 seidas Skalarprodukt durch
die Killing-Form induziert. Man berechnet, dass hier

%Zn 1;2n  3;:::5;1;

und daher ist der Casimir gegeben durch
Casy . kX k2n 1 kk 2n 1 K

Die Bestimmung des Spektrums der Sphare lasst sich also in ein Problem der Dar-
stellungstheorie von Lie-Gruppen Ubersetzen.

7-F Der Laplace-Operator auf Di Lerkntialformen

Sei wieder M;g eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Wir setzten nun den fir Funk-
tionen definierten Laplace-Operator unter Verwendung von Di Lerential und Kodif-
ferential auf Formen fort.
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7.32

Differentialoperatoren

Definition Der Hodge-Laplace-Operator auf Formen
kM 1 km
istfur ¥ 2 K M definiert durch
" ddf dd ¥: ~

Der Term dd verschwindet auf Funktionen und trat daher in der urspringlichen
Definition nicht auf. Viele Eigenschaften des Laplace-Operators auf Funktionen Uber-
tragen sich auch auf den Hodge-Laplace-Operator.

Lemma a) Es gilt d d 2

b) Der Laplace-Operator ist selbstadjungiert und positiv, genauer gilt fir Formen
. 2 eM,

und : kd K d °?

£ O:
c) Der Laplace-Operator vertauscht mit dem Di Cerkntial, dem Kodi Cerential und
dem Hodge- -Operator, d.h. es gilt

d d; d d ; und D

Beweis. a): Eine formale Rechnung zeigt d d 2 d2 d d dd d 2 ,

denn die Quadrate von Di Lerkntial und Kodi Cerential verschwinden.
b): Wir haben bereits verifiziert, dass das Kodi Lerkéntial der zum Di Lerkntial ad-
jungierte Operator ist. Somit gilt

;d d ;dd ; ;

und insbesondere  ; kd kK kd K>
c): Vertauschung von mitd bzw. d zeigt eine formale Rechnung. Sei weiterhin
1 2 KM, danngilt

r 1"kl d d 1 d d '
1"kl d d 1 d dr
1"kl d d « d dt
dd dd ¥ e
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Hodge-Theorie

7.33 Bemerkung. Der Laplace-Operator ist ein elliptischer Di Cerentialoperator. Auf kom-
pakten Mannigfaltigkeiten ist somit das Spektrum diskret und besteht nur aus Ei-
genwerten endlicher Vielfachheit. Daruiber hinaus existiert furO k n ein Ortho-
normalsystem aus Eigenformenvon K M .

7.34 Definition Die Formen im Kern des Laplace-Operators heiRen harmonisch und mit
HK M “ker KM
bezeichnet man den Raum der harmonischen k-Formen.

7.35 Lemma Sei M;g eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann ist eine k-
Form ¥ genau dann harmonisch, wenn

dr 0 und d?rY 0 ~
Beweis. Da ein positiver Operator ist, ist ¥ genau dann harmonisch, wenn
1y kdrkk dr? oo |l
7.36 Bemerkung. Parallele Formen auf M sind geschlossen und kogeschlossen und daher
insbesondere harmonisch.
7-G Hodge-Theorie

Sei nun M;g eine kompakte, n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit.

7.37 Satz von Hodge-de-Rham a) Der Raum HX M der harmonischen k-Formen auf
M ist endlichdimensional.

b) Es gilt die Hodge-Zerlegung
K Kk ; :
M H*M im d iy im d K1Mm
) HkM  HE, M.
Beweis. a): Der Raum der harmonischen Formen HE M entspricht gerade dem Ei-

genraum von kv zum Eigenwert 0. Da elliptisch und M kompakt ist, ist O ein
Eigenwert endlicher Vielfachheit.
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7 Differentialoperatoren
b): Der Laplace-Operator bildet ¥ M auf sich selbst ab und ist selbstadjungiert,
d.h. es gilt
KM 3*M  im kM

Far alle weiteren Details siehe [2].
c): Die Abbildung

k k .
M THE M,

ist injektiv. Angenommen 1 0,dannist ¥ exakt,d.h. ¥ d fureinek 1-Form
. AuBBerdem liegt ¥ im Kernvon , d.h. es gilt

0 kdik?® d 1 ?;
also ist ¥ geschlossen und kogeschlossen. Dann gilt aber auch
0 du; d ;d K1K?;

alsoist ¥ 0. Fur die Surjektivitat siehe [2]. |

7.38 Bemerkungen. a. Jede de-Rham Kohomologieklasse enthélt einen eindeutig be-
stimmten harmonischen Reprasentanten, namlich den mit minimaler L2-Norm.

b. Aus den Rechenregeln fur das Di Lerkntial erhalten wir nun unmittelbar fur die
de-Rham Kohomologie

Hi: M HEM R

c. Die Betti-Zahlen entsprechen der Dimension des Raums der harmonischen k-
Formen

bk M dimHf; M dim3< M

Somit ist die Euler-Charakteristik gegeben durch

X X
M 1 Xb M 1 KdimHX M :
k O k O

Beispiel 39 a.) Die Kohomologie der Sphére ist in den Graden 0 und n konzentriert

by SM bn S" 1; bk S" 0; 1 k n 1:
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7.40

7.41

Die Weizenbdck-Formeln

b.) Auf dem komplex projektiven Raum existiert die sogenannte Kahlerform, diese
ist gerade und harmonisch und nicht ausgeartet, so dass

b2k cpn 1; bzk 1 cpn 0:

c.) Sei g eine Riemannsche Flache vom Geschlecht g, dann gilt b;  2g.

d.) Die Betti-Zahlen des Torus T" S; ::: S;sind
|

by T" K

Korollar Sei M";g eine kompakte, orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann
gilt

HS M HLKM
Insbesondere gilt b, k M bk M. —

Beweis. Da mit vertauscht, definiert der Hodge- -Operator den gewiinschten
Isomorphismus von " ¥ M und %< m . 1

Bemerkung. Die Schnittform
Kk Kk : .
Higr M Hr M T R; ; . ~
ist nicht entartet, denn

z z

n g ; d™M kK K2:
M M

7-H Die Weizenbock-Formeln
Definition Der Bochner-Laplace-Operator (auch rough Laplacian) ist definiert durch
rr: “mur kKm; rr!t tr r2u

Wie wir noch sehen werden, unterscheidet sich der Bochner-Laplace-Operator
vom gewohnlichen Laplace-Operator nur durch einen Term nullter Ordnung und
auf Funktionen stimmen beide Operatoren Uberein.
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Bemerkung. Seien E und F Vektorblndel, dann ist der Zusammenhang auf E F
gegeben durch

Somit ist r2 beschrieben durch

[ [

KTM T T M O KfTM T TM TM T M
Fur eine k-Form ¥ und Vektorfelder X und Y auf M berechnet man explizit
2y

r~ % xy rxry! r.—xy!:

Auf Funktionen (also Nullformen) entspricht r? also genau der Hessischen. Wahlen
wir eine lokale Orthonormalbasis fe;jg, dann schreibt sich

Durch Kontraktion des Ausdrucks erhalten wir

X
rrt tr r2u A
ij 1
und daher ist insbesondere r rf f fur eine Funktionf 2t M . ~

Wir betrachten fir einen Moment die allgemeine Situation eines Vektorbindels E
versehen mit einem metrischen Zusammenhang rE, einer Fasermetrik h ; i und der
induzierten L? Metrik ; . Die kovariante Ableitung schreibt sich dann als

rf : TM E ¢ FE X e, r MEx e:
Lemma a) Die adjungierte kovariante Ableitung ist gegeben durch
rt trr' ME
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b) Fdr einen Schnitt e in E und eine lokale Orthonormalbasis fejg in TmM gilt

E 2 X
e e g€ rreieie m.

i1

7.44 Bemerkung. Die Fasermetrik auf dem Tensorprodukt E F berechnet sich fur Schnit-
teey,esinEund 1, 2 in F zu

ep Trex T2 e;; f1 ext

Beispiel 40 Seien ; 2 T M E und fejg eine lokale Orthonormalbasis von
TmM, dann gilt

X X
€; ej ; €; €j
i1 i1l
So gilt dann
X
h . | h ei ; ej 1

Seien ¥, zwei k-Formen auf M, dann gilt

X
hr¥:r i re Ve
i1

Beweis des Lemmas. a): Um zu zeigen, dass rF tr r' M B missen wir zei-
gen,dass tr r™ M B dual zu rF ist.
Seien e und F Schnitte in E und X ein Vektofeld auf M, dann gilt

D E XD E
rfex  f e riex f
i1
XD ED E
e ;X  rgef
b* E D E
rie;f X ef e;ryf
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denn der Zusammenhang ist metrisch. Andererseits gilt auch

0} 1
X
rr'MEX f u@ ¢ rIMEX FA
0! 1

X
r@ e rIMx f ¢ X rifA
i1
X D E D E
g irg VX f e X rif
i1

div X f rf:

Somit gilt

D E D E
rée;x e; trr'MEX F

div X ¢;Ff X eF
div e;f X :

Bei Integration Gber M verschwindet der Divergenzterm aufgrund des Satzes von
GauB-Green. Wir haben damit gezeigt, dass

rée;x f e; rr' MEX

d.h.esgilt rE trr'ME
b): Sei e ein Schnitt und fe;g eine lokale Orthonormalbasis, die durch Parallelver-
schiebung fortgesetzt wird, d.h. re;j » 0. Dann gilt

0 1 (0] 1
X X
rf rfe rf @ ¢ reeA @ rTMEe  reeA
0 il i 11
X
r@ e riMFe reeA
i 1
(6) 1
X
r@ e o rgreed
THEE
tr rze: 1

7.45 Bemerkung. Der Operator r r ist nichtnegativ, denn fur eine Form  gilt

rr ; r | r kr k?EO:
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Wir wollen nun den Unterschied zwischen und r r prézisieren. Formeln dieser

Art fir heilRen Weitzenbock-Formeln.
7.46 Weizenbock-Formel I Auf X M gilt
rr gR;

wobeig R 2End XT M in einer lokalen Orthonormalbasis bestimmt ist durch

— k

aR e ™ €i:Rgq M
ij 1

Insbesondere gilt fur k 1, dass

r r Ric:

7.47 Bemerkungen. a. Der Endomorphismus g R ist unabhangig von der Wahl der Or-

thonormalbasis.

b. Man kann den Raum der 2-Formen Uber einem Vektorraum V mit den schief-

symmetrischen Matrizen identifizieren
2V soV:

Dann operiert 2 auf X durch
X NY 7Y ~AX:1 X’\Y:!ZkM;

fur Vektorfelder X und Y auf M und eine k-Form Y. Bezuglich dieser Wirkung

schreibt sich auch
X
aqR e ey Rei™ey @ 7
i 1

7.48 Lemma a) Fur die Sphare S™ giltauf k sn
q R k n k Id kT Sn:

b) Fallsk 1,dannistgq R Ric.
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Beweis. b):Sei 2 1M T M , dann berechnet sich die kovariante Ableitung
zu

YooY X vy rxY ;
so dass fur die Krummung gilt
RWM  z RxyZ :
Somit rechnet man fir g R nach, dass
(0} 1

X
aR X @ g ™ eiz Ry A X

ial 1

@ e ™~ Regei AX
Re,x€i Ricx Ric x: N

Beweis der Weitzenbdck-Formel I. Wir wéhlen in einem Punkt m 2 M geodétische
Normalkoordinaten, so dass rej m 0 gilt. Mit den lokalen Darstellungen von d
und d erhalten wir,

o 1
@X A X
ddr d g Nrg ! €jZFg € Nl
i1 ij o1
X
ej z & e e !
iij 1
X X
[ g™ g | € N ejIlele!
iy 1 ij 1
X
rrit AT o g
ij 1
Analog berechnet man
o 1
@ X A X
dd ¥ d ejzre ¥ & "Nre € gl
i1 ij 1
X
€ N gjIlele !
iij 1
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Addieren dieser Terme ergibt schlieflich

¥ dd¥Y dd !
X
r rt € N ez Fglhegl! Irgrg!
ij 1
x 0
rri € ™ €j 2 Ree ¥
ij 1

Informationen Uber die Krimmung Ubersetzen sich mit den Weitzenbdck-Formeln
in Informationen Uber den Kern des Laplace Operators, durch den z.B. die Betti-
zahlen beschrieben werden. Diese Formeln stellen somit eine Verbindung zwischen
Topologie und Geometrie her.

7.49 Korollar Sei M;g eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit mit nichtnegativer
Ricci-Krummung, d.h. Ric X ;X /& O fur alle Vektorfelder X auf M. Dann sind alle
harmonischen 1-Formen parallel, genauer gilt fur solch eine Form ¥,
r1® O und Ric ¥ ;¥ 0. -

Beweis. Sei ¥ eine harmonische 1-Form, dann gilt nach der Weizenb&ckformel |,
0 I rr!?! Ricl

Da M kompakt ist, ist ¥ integrabel und wir erhalten durch Integration

0 rr! Ric¥?:¥ kr¥'k’® Ricl ;U

Die beiden Summanden auf der rechten Seite sind nichtnegativ, folglich sind beide
Null. Insbesondereist ¥r¥ O und ¥ parallel. I

7.50 Bemerkung. Solche Beweise bezeichnet man als “Anwendung der Bochner Metho-
de”.

7.51 Korollar Sei M;g eine kompakte, orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit.

a) Gilt in einem Punkt Ric > 0, so verschwindet die erste de-Rham Kohomologie,
d.h.b; M 0.

26. Juli 2011 199

7-H
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b) Die Dimension der ersten de-Rham Kohomologie ist durch die der Mannigfal-
tigkeit beschrankt, d.h.

by M dimM;

wobei Gleichheit nur dann gilt, wenn g flach ist.

Beweis. a): Nach vorigem Korollar gilt Ric ¥ ; ¥ O fur jede harmonische 1-Form.
Die Ricci-Krummung ist jedoch nach Voraussetzung in mindestens einem Punkt
strikt positiv. Daher kann es keine nichttriviale harmonische 1-Form geben und folg-
lichistby M dimX* M 0.

b): Auf einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit kann es hochstens n linear unab-
hangige parallele 1-Formen geben, denn diese trivialisieren das Biindel 1TM lokal.

Auf diesen verschwindet der Krimmungstensor an jedem Punkt, d.h.
Reqg Bk 05 1 1,1k n:
Also ist g flach. |

Eine Verscharfung dieses Resultats liefert der folgende

7.52 Satz von Myers Sei M;g eine kompakte, orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit
und Ric £ = 0. Dann ist die Fundamentalgruppe von M endlich und daher insbe-
sondere die erste de-Rham Kohomologie trivial.

Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen der kovarianten Ableitung und dem
Di Cerkntial und dem Kodi Cerkntial genauer untersuchen. Dazu bendétigen wir noch
folgendes Ergebnis aus der linearen Algebra.

753 Lemma Sei V;h ; i ein euklidischer Vektorraum. Dann gilt
V kV k 1V k 1V k;lv .
wobei fur die Abbildungen
pr 1:V kv 1 kKly X 1 X~

iK1 Kv v kv . e N ez
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gilt pric. 1 ik 1 Id «1, und ix 1 pre ; ist die Projektion auf ix 1 k 1y

\% kv . Weiterhin erfiillen die Abbildungen
pre 1V kv 1 kKly X 1 _X-:-un;
1 X
: .okl Ky, -
iK 1: vV 1V Vv " n Kk 1 € g N

i1

die Relation pr, ; ik 1 Id « 1. SchlieRlich ist der Raum K1V gegeben durch

Kly  kerprg ;\pre; V kv ;
und seine Projektion pry.q : V kv 1 Kly st definiert durch
prei X v X v 1 iv-X’\! ;V’\X'!
1 k 1 -~ n k 1 -

Wir wollen dies nun auf Mannigfaltigkeiten Ubertragen. Hier erhalten wir folgende
orthogonale Aufspaltung

TM KTM KlITTwm KiTwm KT M

die vom Levi-Civita-Zusammenhang erhalten wird. Man nennt KT M auch den
Cartan-Summanden. Fir eine k-Form ¥ schreibt sich ihre kovariante Ableitung als

wahrend Di Cerkntial und Kodi Lerkntial gegeben sind durch
X X

dr e Nrg 1, d ¥ e -

g Y
i1 il

Wenden wir obige Projektionsabbildungen an, erhalten wir unmittelbar folgendes
Ergebnis.
Lemma Sei ¥ eine k-Form auf M. Dann gelten

a)d¥ pr,, r? und

b)y d ¥ prie . r?

Die Projektion der kovarianten Ableitung auf den Cartan-Summanden k1T M
hat ebenfalls einen Namen.
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7.56

7.57

Differentialoperatoren

Definition Der Twistor-Operator ist definiert durch
P pr r: KM 1 T M KT M;

d.h. fur ein Vektorfeld X auf M und eine k-Form ¥ gilt

1
pr X rx? ——X:dI

k 1 n k 1

Lemma Sei X ein Vektorfeld auf M.

a) Esgilt PX 0 genau dann, wenn X ein konformes Vektorfeld ist, d.h. wenn
Lxg f g miteiner glatten Funktion f gilt.

b) Es gilt PX Oundd X 0 genau dann, wenn X ein Killing-Vektorfeld auf

M ist, d.h. wenn Lxg O gilt.

Beweis. Wir schreiben ¥ X ,danngiltP ¥ 0 genau dann, wenn fir jedes Vek-
torfeld Y; Z auf M qilt,

1 1
0 rv?® zZz —dt® VvY;Z =Y Z d !¢
2 n
1 1
rv?! Z — ry?! Z rz9 Y —gVY;Z d 1
2 n
1 rv? Z rz9 Y 1 Y;Z d ¥
> Yy = z = ng ) =
1 1
— L Y. Z —gVY;Z d I:
> x g ng
Also gilt PX 0 genau dann, wenn
2
L —d X :
x9 n g

Somit folgen a) und b). I

Weitzenb6ck Formel Il Sei ¥ eine k-Form auf M. Dann gelten die Formeln

1 1
S | | - 1 | | -
a) K 1d dy S 1dd 1T pp1 r rit;
k n k
b ——dd?¥ ——dd ¥ P PV R ¥. =
) k 1 n k 1 q
O [endbar ergeben a) und b) aufaddiert wiederum X rrvr¥ gR Y Firl-

Formen erhalten wir unmittelbar das folgende Resultat.
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7.58 Korollar Sei ¥ eine 1-Form auf M. So gilt

lodr " lgg v PPy RicE: -
2 n
7.59 Satz von Lichnerowicz-Obata Sei M;g eine kompakte Riemannsche Mannigfaltig-
keit mit Ric £ g fur ein > 0. Dann gilt fur den ersten von Null verschiedenen
Eigenwert ; des Laplace-Operators auf Funktionen, dass

n
n 1

1 E

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn M;g isometrisch zur Standardsphare ist.
Beweis. Sei 1 der erste positive Eigenwert, also F 1F mit einer nichtkonstanten
Funktion ¥, d.h. df 0. Dann gilt nach der Weitzenbéck Formel Il, dass

N lygar 1

%d ddf df Ricdf P P df:

Durch Integration dieser Gleichung und Verwendung von Ric £ und P P £ O,
erhalten wir

n

1 df;df df;df d f;df 1 df;df :

Folglichist 1 £An=n 1 . |

7-1 Charakterisierung von Killing Vektorfeldern

Sei M;g eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ein Vektorfeld X auf
M heiBt Killing, wenn Lxg O gilt. Dies ist &quivalent dazu, dass der lokale Fluss
von X aus Isometrien von g besteht.

7.60 Definition Die Isometriegruppe von M ist definiert durch
Iso M;g — f:M ¥ M : T istein Di[edmorphismusmitf g g :

7.61 Satz Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit endlich vielen Zusammenhangs-
komponenten.

a) Die Isometriegruppe ist eine endlichdimensionale Lie-Gruppe, genauer gilt

1
dimlso M;g En n 1 dimlso S";qgo :
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b) Ist die Mannigfaltigkeit M kompakt, so auch Iso M;g .

c) Ist M vollistandig, so ist die Lie-Algebra von Iso M;g genau die Lie-Algebra
der Killing-Vektorfelder auf M. —

Die Killing-Vektorfelder kodieren also Informationen Uber die Isometriegruppe.
Je mehr man Uber die Killing-Vektorfelder weil, desto mehr kann man tber die
Isometriegruppe aussagen. Die Killing-Vektorfelder sind daher wichtige und haufig
untersuchte Objekte der Di Lerkntialgeometrie.

7.62 Korollar Sei X ein Killing-Vektorfeld auf M. Dann gelten
a) X 2Ric X ,und
b) d X 0. -

Ist die Mannigfaltigkeit M kompakt, so charakterisieren die Eigenschaften a) und b)
die Killing-Vektorfelder.

Beweis. Nach Lemma 7.56 ist ein Vektorfeld X genau dann Killing, wenn PX 0
und d X 0 gilt. Sei X Killing, also PX 0, dann folgt mit der Weitzenb6ck
Formel Il, dass

1 X 1d dX Ric X
2 2

Umgekehrt sei nun X 2Ric X undd X 0. Dann gilt X d dX und
es folgt

P P X X Ric X 0:

1
2

Integration liefert nun PX ;PX 0 und daher ist X ein Killing Vektorfeld. I
7.63 Korollar Sei M eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit.

a) Tragt M in einem Punkt strikt negative Ricci-Krimmung, so ist die Isometrie-
gruppe endlich.

b) GiltRic 0, sosind alle Killing Vektorfelder parallelund | M;g . ist ein Torus.

¢) GiltRic 0,soistdiml M;g bs M. T
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Beweis. a): Fur Killing Vektorfelder gilt X 2Ric X .Da ein positiver Operator
ist, aber Ric < 0 in einem Punkt gilt, kann es keine nichttrivialen Killing Vektorfelder
geben. Also ist Lie | M;g 0 und daher ist | M;g diskret und kompakt, also
endlich.

b): Sei X ein Killing-Vektorfeld. So gilt

2Ric X X r rX Ric X ;
dh. r rX Ric X . Integration liefert nun
2 .
rX Ric X ;X 0;

also gilt rx 0 und X ist parallel.
Da Killing-Vektorfelder parallel sind, kommutieren diese, denn

X;Y rxY ryX:

Somit ist die Lie-Algebra der Killing-Vektorfelder abelsch und folglich Lie | M;g o
eine abelsche, zusammenhangende, kompakte Gruppe. Eine solche Gruppe nennt
man Torus.

c¢): Da die Ricci-Krimmung identisch verschwindet, ist ein Vektorfeld genau dann
Killing, wenn

X 2Ric X 0
gilt. Somit gilt

by M dim#** M dimLie | M:g  diml M:g : |
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Ubergangsfunktion, 5
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1-Form

kanonische, 77

Bundelmetrik, 24
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Bianchi Identitat, 66

Chern-Klasse, 69

Di Cerkntial, 60
absolutes, 56

Di Cerentialform
horizontal, 54
in Vektorbiindeln, 53
vom Typ , 54

Distribution, 33, 73
integrabel, 73
involutiv, 73

Divergenz, 175

Energiefunktional, 110
Euler-Klasse, 167
Exponentialabbildung, 113

Faser, 5
-typ, 5
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lokal-triviale, 5
trivial, 6

Geodatische, 108
radiale, 115

Geradenbiindel, 19

Gradient, 174

Hauptfaserbtndel

isomorph, 10

trivial, 10
Hauptfaserbundel (HFB), 8
Hessische, 178
Hintereinanderausfiihrung

von Kurven, 88
Hodge- -Operator, 173
Holonomiegruppe, 125

in Vektorbundeln, 126
horizontaler Lift

von Kurven, 85

von Vektorfeldern, 81

Injektivitatsradius, 116
Inverse
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von Kurven, 88 von Gaul3-Green, 176
Schnitt
Kodi Cerential, 177 glatter, 8
Kommutator lokaler, 8

g-wertiger Formen, 63
kovariante Ableitung, 55
induzierte, 61

paralleler, 105
Strukturgleichung, 64

Kozyklen-Bedingung, 6 Tangentialbundel

Krimmung horizontales, 36
eines Zusammenhangs, 63 vertikales, 35

Krimmungsform Tangentialraum
lokale, 72 horizontaler, 36

vertikaler, 34
Laplace-Operator, 179

Hodge-, 190
lokale Trivialitat, 5

Torsionsform, 78
Totalraum, 5

Unterblndel

Mannigfaltigkeit
9 g rE-invariant, 105

irreduzibel, 142
Maurer-Cartan-Form, 40 Vektorbtindel, 18

Maximaler Torus, 149 -Homomorphismus, 19

duales, 23
Homomorphismenbindel, 23
isomorph, 19

normale Umgebung, 115
Normalkoordinaten, 118

Parallelverschiebung Tensorprodukt, 23
im Hauptfaserbuindel, 88 trivial, 20
im Tangentialbuindel, 102 Whitney-Summe, 23
im Vektorbiindel, 95 Vektorfeld
Polynom entlang einer Kurve, 98
invariantes, 149 fundamentales, 34
Pontrjagin-Klasse, 165 parallel, 101

Produktformel fur Kurven, 44
Projektion, 5
Pullback-Bundel, 7

Wegeraum, 110
Weyl-Gruppe, 149

Rahmenbiindel, 7, 10 Zusammenhang, 36
flach, 74
Satz kanonischer flacher, 39
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