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Lineare Differentialgleichungssysteme

Jedes lineare Differentialgleichungssystem hat die Form

y1(t) = a1 (t) y1(t) + ar2(t) y2(t) + - - + arn(t) yn(t) + b1 (1),
Yo(t) = a1 (t) y1(t) + aza(t) ya(t) + - - - + azn(t) yn(t) + ba(t),

o (8) = ann () y1(6) + ana(6) 92(8) + -+ () yut) + b (0).

Wir blindeln dies pragnant zu einer vektorwertigen Gleichung:

y'(t) = At) y(t) + b(t)

Die zugehdrige homogene Gleichung erhalten wir fir b = 0:




N151

Lineare Differentialgleichungssysteme

Beispiel: Unser einfihrendes Beispiel ist das homogene DGSystem

Y 0 0 10 Y1
yé B 0 0 01 Y2
vs| | — klﬂg 2 % 0 0] |wys
i T% - Lﬁ? 00 Y4

Lemma N1G (Linearkombination von Lésungen)
Seiy, : I — K" eine Lésung der Gleichung v} = Ay + b
undy,: I — K" eine Lésung der Gleichung vy, = A ys + bs.

Die Linearkombination y = c1y1 + coyo : I — K™ mit ¢y, co € K ist dann
eine Lésung der Gleichung iy’ = Ay + b mit Stérterm b = c¢1by + cobs.

Nachrechnen: Wir nutzen die Linearitat der Ableitung:

Yy o= ay ey = ca(Ayr+b) + c2(Ayz + bo)
= A(ciy1 + c2y2) + (c1by1 + e2b2) = Ay+Db
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Lineare Struktur des Lésungsraumes

Satz N1H (Struktursatz fur lineare Differentialgleichungen)

Wie zuvor sei I C R ein Intervall, A: I — K"*" undb: I — K" stetig.
Wir betrachten die Lésungsmenge Ly, = { y € C*(I,K") |y = Ay +b }.

(0) Globale Existenz und Eindeutigkeit: Flir jeden Zeitpunkt ty € I ist
die Auswertung ¥ : L, — K" : y — y(to) bijektiv; zu jedem Anfangsdatum
yo € K™ existiert genau eine Lésung y € Ly mit y(ty) = yo-

(1) Lo ={vy|y = Ay } ist ein Vektorraum der Dimension n ber K.
Wir finden ein Fundamentalsystem ., ...y, € Lg, also eine Basis
von Lg bestehend aus n linear unabhdngigen Lésungen, und erhalten:

Li={cay+ +cayn|c,...,cneK} = K

2)Ly={y|y = Ay+b} istein affiner Raum der Dimension n.
Fir jede Partikulédrlésung vy, € Ly, gilt Ly, = y, + Lo, ausgeschrieben:

Ly=y+Lo={gw+cyi+ - +cnyn|c,...,cneK}

JAllgemeine Lésungen = partikuldre Lésung + homogene Lésungen®
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Fundamentalsystem und Fundamentalmatrix

Lésungen y1, ..., y, : I — K" bindeln wir zur Fundamentalmatrix:
YT — KW, yir(t)  ya(t) . yni(?)
Y1) = (a(t),..un(e)) = | 120 920 w2l
Yin(t) yan(t) .. Ynnl(t)

Man nennt Y (¢) auch die Wronski—Matrix der Funktionen y1,...,y,
und det Y (¢) ihre Wronski—Determinante. Diese sind oft nitzlich:

Korollar N11 (Unabhangigkeitskriterium)

Folgende Aussagen sind zueinander dquivalent:

(i) Die Funktionen yi, . ..y, : I — K" sind linear unabhéngig.

(i) Die Determinante erflllt det Y (t) # 0 fir ein und damit alle t € 1.




Beispiel: gekoppelte Schwingungen
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Anwendungsbeispiel: gekoppelte Schwingungen

Aufgabe: Formulieren und I6sen Sie folgendes dynamische System:
k1 mi ko ma ks :

— u(t) — v(t)

(1) Formulieren Sie das Differentialgleichungssystem erster Ordnung.
(2) Welche Struktur hat der Lésungsraum?

(3) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem reeller L6sungen.

(4) Wie erhélt man hieraus eine allgemeine Lésung y: R — R"™?

(5) Wie l6st man das Anfangswertproblem y(to) = yo flr yo € R™?

Losung: (1) Fir die Variablen y1 = u, yo = v, y3 = o/, ys = v/
ist die Bewegungsgleichung ein DGSystem erster Ordnung:

Y 0 0 1 0\ /n
yh _ 0 0 01 Yo
s Shbe R0 0 |y
Yi B Bl 0 0/ \ys
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Anwendungsbeispiel: gekoppelte Schwingungen

(2) Die Menge aller Losungen y : R — R* ist ein R—Vektorraum.
Dank des E&E-Satzes hat dieser Vektorraum die Dimension 4.

(3) Durch Entkopplung finden wir Lésungen y1, y2, y3, y4 : R — R
Diese bundeln wir Gbersichtlich zur Fundamentalmatrix

cos(wyt) sin(wqt) cos(wst) sin(wst)
cos(wit) sin(w1t) — cos(wat) — sin(wat)
Y(t) = s o
1sin(wit) wycos(wit) —wasin(wat)  wa cos(wat)
—wy sin(wit) wycos(wit) wosin(wet)  —wa cos(wat)

Lineare Unabhangigkeit testen wir in einem beliebigen Punk:

0 1 0

0 -1 0
wi 0wy |’
w1 0 )

Y (0) = det Y (0) = —4wiwy # 0

S O = =
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Anwendungsbeispiel: gekoppelte Schwingungen

(4) Jede Losung y: R — R* unserer homogenen Gleichung i/ = Ay
ist eine Linearkombination:

y(t) = iy (t) + -+ capa(t) = Y(t) ¢

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten c = (c1, co, c3,c4) € R%.

(5) Ist ein Anfangswert y(to) = yo vorgegeben durch yo € R*, so gilt
Y(to) C :‘ Yo — Cc = Y(to)_l Yo

© Die Matrix Y (t) ist invertierbar zu jedem Zeitpunkt ¢ € R.

Das AWP y(t) = yo wird demnach geldst durch y(t) = Y () Y (to) ! %o.
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Anwendungsbeispiel zur Entkopplung

Aufgabe: Losen Sie das homogene Differentialgleichungssystem

Y (t) = =y (t) + ya(t), y1(0)
yo(t) = 11(t) — ya(t), y2(0)

2,
0.

(0) Welche Struktur hat der allgemeine Lésungsraum?

(1) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem reeller Lésungen.
(2) Formulieren Sie die allgemeine Lésung y: R — R2.

(3) Lésen Sie speziell das Anfangswertproblem.

Lésung: (1) Wir nutzen weiterhin die Methode des scharfen Hinsehens:
Der Ansatz y; = y2 entkoppelt zu v} = v4 = 0. Wir erhalten die Lésung
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Anwendungsbeispiel zur Entkopplung

Sind beide Lésungen linear unabhangig? Wir betrachten die Matrix
1 —2t

_ (wm(t) wni(®)) _ € _ o .—2
Y(t)_<uQ(t) wty) 0 —e2 ) detY(t) = —2e " #0.
(2) Damit haben wir eine Fundamentalmatrix gefunden. Diese erfUllt
i (0 —2e7H\ (-1 1 : (1 1

Y'(1) = (O 2 ) - ( 1 _1) Y(t) mit Y(0)= (1 _1> |
Jede Losung y hat die Form y = cju + cov = Ye. (3) Anfangswert:

w0=voe= () = oo (=10 ) () =()

Die gesuchte Lésung des Anfangswertproblems ist demnach:

o) = ut+ o0 = (17 )



Variation der Konstanten



Variation der Konstanten
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Zu l6sen sei nun ein inhomogenes Differentialgleichungssystem

y'(t) = A(t) y(t) + b(t).

Einfacher ist das zugehérige homogene DGSystem v/ (t) = A(t) y(t).
Hierzu sei eine Fundamentalmatrix Y : I — K"*" bereits gefunden:

Y'(t)=A@)Y(t) mit detY(t)#0 furalle tel.
Jede Loésung y: I — K", ¢ = Ay, ist eindeutige Linearkombination
yt)=cryi(t)+ - +enyn(t) =Y () e mit ce K"
Ansatz fir eine Partikularlésung durch Variation der Konstanten:
wt) =c@®)yi(t)+-+Fen®)yn(t) =Y () c(t) mit c: 1 — K"

Aufgabe: Bestimmen Sie die Funktionen c, . . ., ¢, méglichst explizit.
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Variation der Konstanten

Lésung: Ableiten von y,(t) = Y (t) ¢(t) nach der Produktregel:
=V =Y ct+Yd =AY c+Y
Einsetzen in unser DGSystem 3y’ = Ay + b ergibt die Gleichung
AYc+Yd = AY c+b.

Wir erhalten Y ¢ = b, umgeformt ¢ = Y ~'b, und integriert:
t
o(t) = / V() Lb(r)dr + clto)
T=to

© Die Partikularlosung i, = Y ¢ 16st unsere Gleichung 3/ = Ay + b.
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Partikularldsung inhomogener DGSysteme

Satz N1J (Variation der Konstanten)
Zu lbésen sei das inhomogene Differentialgleichungssystem

y'(t) = A®)y(t) +b(t) mit y(to) = yo.

Zu jedem Anfangswert yo € K™ existiert genau eine Lésung, ndmlich

yp(t) =Y (¢t) /t_t Y(r) " tb(r)dr  + Y ()Y (to) .
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Anwendungsbeispiel

Aufgabe: Losen Sie das inhomogene Differentialgleichungssystem
yi(t) = =y (t) + y2(t) + ¢, y1(0) = 2,
yo(t) = y1(t) — yalt) + e, y2(0) = 0.
Lésung: In Matrixschreibweise gilt v/ (t) = Ay(t) + b(t) mit

A= <_11 _11> und b(t) = <ett> :

Eine Fundamentalmatrix des homogenen Systems kennen wir:

1 e—2t

Y(t) = (1 e—%) , detY(t)=—2e"2+£0

Zur Inversion (kleiner) Matrizen ist die Cramersche Regel nitzlich:

a B\ ' 1 d b
c d ad—be \—c a
Wir erhalten:

2t —2t —2t
1 e [—e —e /1 1
Y(t) " = -5 ( 1 1 ) =5 <62t _e2t)
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Anwendungsbeispiel

Wir berechnen die Partikularlosung v, (t) = Y'(¢) c¢(t) gemaf Satz:

t
o = [ Yo lumndr - / (b ) () e
7=0
_ 1 ¢ T4+e T q 1 272 —4e77 t
T2 ) o \rer —em T8 (21 —1)e* —4de™ )| __,
1 224 4a—de!
T8\ (2t—1)e* —4et +5
Die gesuchte Partikularlésung ist demnach:
1 e 2\1 20> +4 — et
yb(t) — Y(t) C(t) - <1 _e—Qt) é <(2t _ 1) eZt _ 4et +5

B 12242t +3—-8e+5e
o8 \2t2—2t+5 —5e72t

© Diese erfllt das inhomgene DGSystem y; (t) = Ayy(t) + b(t).



Anwendungsbeispiel
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Die Integration zu ¢ wurde so ausgefuhrt, dass y;,(0) = 0 gilt.
Wir addieren zu y, den homogenen Losungsteil Y (¢)Y (0)~!(2).
Die Lésung unseres Anfangswertproblems ist schlief3lich

1 (2152 +2t+3—-8e t+5 e2t> (1 + e%)

y(t) = 8 \22-2t+5 —He 2t 1—e 2

Probe: Unsere Lésung y(0) erflllt den gewiinschten Anfangswert

1 (3-8+5 1+1) (2
y(O)—8< 55>+(11> - <o>'
Ist auch das Differentialgleichungssystem erfillt? Nachrechnen:

Y1 — Y2 = l[4t —2—-8et 4 1Oe_2t] +2e72

yi(t) = L[4t +2+8et —10e ] —2e72 = —y; +yp +t

8

ya(t) = &[4t —2 + 106_%] +2e7% = Yy —yptet
1
8



Kapitel O

Autonome Systeme,
Gleichgewicht und Stabilitat
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Langzeitverhalten und Stabilitdt von Lésungen

Anfangsdaten sind oft zufélligen kleinen Schwankungen unterworfen,
etwa durch kleine duBere Stérungen oder ungenaue Messdaten.

Die Stabilitatstheorie untersucht die Auswirkung von Stérungen,
die als Abweichung von Gleichgewichtszustdnden dynamischer
Systeme auftreten, etwa in der Technischen Mechanik.

Zur Vereinfachung betrachten wir autonome Systeme 2/(t) = f(z(t)).
Hier héngt die rechte Seite f(z) nicht explizit von der Zeit ¢ ab.

Ein Fixpunkt z( (Ruhelage) zeichnet sich durch f(z¢) = 0 aus:
Bei Start in x(t9) = xo verharrt das System in dieser Ruhelage.

Die Ruhelage z ist instabil, wenn eine zufallige kleine Stérung

im weiteren zeitlichen Verlauf immer gréBer wird und von xy wegfihrt.
Sie ist (asymptotisch) stabil, wenn kleine Stérungen beschrankt bleiben
(bzw. abklingen und das System langfristig in die Ruhelage zurtickkehrt).
Kleine Auslenkungen xz(t) = o + u(t) aus der Ruhelage befolgen in
erster Naherung u(t) = A«/(t) mit Jacobi-Matrix A = f'(zg) € K**",
ein lineares Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten!
Hierdurch erhalten lineare DGSysteme ihre zentrale Bedeutung.
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Gekoppelte Oszillatoren und stehende Wellen

Aufgabe: Formulieren und I6sen Sie folgendes dynamische System:

|wimrenimenin - e
D/ T - @I

1) Formulieren Sie das Differentialgleichungssystem erster Ordnung.
2) Welche Struktur hat der Lésungsraum?

3)

4) Gewinnen Sie hieraus eine reelle Basis des Lésungsraumes.

Finden Sie alle Losungen zum Produktansatz u;(t) = e/ el“*.

~ o~ o~ o~
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Gekoppelte Oszillatoren und stehende Wellen

Losung: (1) Auslenkung u;(t) € R aus der Ruhelage,
lineare Ruckstellkraft F; = k(w1 — uj) + k(uj—1 — uj),
Newtons Bewegungsgesetz F; = mii;. Mit ¢ = k/m gilt demnach

ﬂj (t) = C2 [Ujfl(t) — 2u]' (t) + Ujt1 (t)] mit UO(t) = un+1(t) = 0.

Diese Bewegungsgleichung ist zweiter Ordnung in n Unbekannten.
Wir reduzieren sie &quivalent zu erster Ordnung in 2n Unbekannten:

) - () - (5 D6



Gekoppelte Oszillatoren und stehende Wellen
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Die Bandmatrix B,, kodiert hierbei die geometrische Anordnung:

-2
1
0

0

1
—2
1

0

1

c RTLXn

(2) Wir suchen : R — R mit () = Ay(t) und A = ( 9 E).

B 0

Die Menge aller Lésungen 3 : R — R?" ist ein R—Vektorraum.
Dank des E&E-Satzes hat dieser Vektorraum die Dimension 2n.



Gekoppelte Oszillatoren und stehende Wellen
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(3) Einsetzen des Produktansatzes u;(t) = ¢! ¢!/ ergibt:
_ UJ2 eiwt eiaj — C2 [eiwt eia(j—l) _ 2eiwt eiaj + eiwt eia(j-i—l)] also
w2 _ _CQ(e—ia — 24 eia) _ _02(e—ia/2 - eia/2)2 _ 402 sin(a/2)2
Zu jedem « erhalten wir w = +2c¢sin(a/2). Reelle Lésungen sind:

wi(t) = sin(ayj) cos(wt), cos(ayj) cos(wt),
J sin(ayj) sin(wt), cos(ayj) sin(wt),

Randbedingungen: Die beiden linken Lésungen erfiillen ug(t) = 0,

und up41(t) =0fira=4¢r/(n+1)und ¢ =1,...,n. Eigenfunktionen:

ug,j(t) = sin(agj) COS(wet)} it { op =t /(n+1),

vy, (t) = sin(oyj) sin(wet wp = 2csin(ay/2).

(4) Dies sind 2n linear unabhangige Lésungen, also eine Basis!



Eigenfunktionen: Grundschwingung (¢ = 1)

‘—n:2,£:1
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Eigenfunktionen: Oberschwingung (¢ = 2)




Eigenfunktionen: Grundschwingung (¢ = 1)

‘—nz?,ﬁzl




Eigenfunktionen: erste Oberschwingung (¢ = 2) o

20
15
10

10



Lésungen mittels Eigenvektoren
und Eigenfunktionen
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Eigenfunktionen und Eigenvektoren

Lemma O1A (Lésung eines DGSystems durch Eigenfunktionen)
Gegeben sei eine Matrix A € C"*". Zu lésen sei das DGSystem

y'(t) = Ay(t).

Eine Eigenfunktion ist eine Lésung y(t) = e\ v mit A € C undv € C":
Hier gilt einerseits v/ (t) = X e* v und andererseits Ay(t) = AeM .

Wegen et £ 0 ist dies dquivalent zur Eigenvektorgleichung Av = \v.




Eigenfunktionen und Eigenvektoren
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Satz O1B (L6sung eines DGSystems durch Eigenfunktionen)
Gegeben sei eine Matrix A € C"*". Zu lésen sei das DGSystem

y'(t) = Ay(t).

Der C—Vektorraum aller Lésungen y : R — C™ hat Dimension n.
Eigenvektoren vy, ... v, € C™ mit Av;, = Agvy liefern Eigenfunktionen

At

Y,y R—=C" mit yi(t)=e

V-

Genau dann sind die Eigenfunktionen v, . . ., y, linear unabhangig,
wenn die Eigenvektoren vy, . ..,v, € C" linear unabhéngig sind.

Genau dann sind i1, . . . , y, eine Basis des Lésungsraumes der DG,
wenn die Vektoren vy, . .., v, eine Basis des Raumes C" sind.




Anwendungsbeispiel zu Eigenfunktionen
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Aufgabe: Lésen Sie das Differentialgleichungssystem mit AWP

{ y1(t) = —y1(t) + v2(1), y1(0) =1,

Yo (t) = y1(t) — walt), y2(0) = 2.

(1) Welche Struktur hat der allgemeine Lésungsraum?

(2) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem aus Eigenfunktionen.
(3) Wie erhalten Sie hieraus eine allgemeine Losung 3 : R — R2?
(4) Lésen Sie damit speziell das Anfangswertproblem!

Loésung: (1) Dies ist eine homogene lineare Differentialgleichung:

J(1) = Ay(t) mit A:<_11 _11>

Die Lésungen y: R — R? bilden einen R—Vektorraum der Dimension 2.
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Anwendungsbeispiel zu Eigenfunktionen

(2) Wir berechnen das charakteristische Polynom von A:

—1-=x 1
det( 1 —1—:1:)

= (—1—:1:)2—1 = 224922 = z(x +2)

pa(x) = det(A—xFE)

Wir suchen Eigenvektoren. Zu \; = 0 I6sen wir (A — A\ E)v; = 0:

-1 1 . . 1
< 1 1) vy =0, eine Lésung v, = <1)

Zu Ao = —2 I6sen wir entsprechend (A — Ao E)ve = 0:

11 . , 1
(1 1> vo =0, eine Lésung vy = <_1>

Wir erhalten das Fundamentalsystem bzw. die Fundamentalmatrix:

no - (1) mwo-c*(1) = vo-(] )
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Anwendungsbeispiel zu Eigenfunktionen

(3) Allgemeine Lésung unseres DGSystems y/(t) = Ay(t):

y(#) = e1 G) +epe? (_11) - G _eeit> (2) —Y(t)e

(4) Spezielle Losung zu den gegebenen Anfangsdaten:

w0 = (i) re () = (3)

Zu lésen ist hierzu das LGS Y (0) ¢ = y(0), also ¢ = Y (0)~!y(0):

£ G- = (-6 )0-(5

Die gesuchte Losung des Anfangswertproblems ist demnach:

C3 (1) 1 51\ 1(3-—e2
y(t)_2<1)_ze (—1>_2<3+e—2t



Lésungen mittels Hauptvektoren
und Hauptfunktionen
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Von Eigenvektoren zu Hauptvektoren

Eine Matrix A € C™"*" ist diagonalisierbar, wenn es eine Basis
B = (v1,...,v,) des C™ aus Eigenvektoren gibt, also Avy = \yvg.

Bezliglich dieser Basis hat die Abbildung v — Av die Diagonalgestalt

MO0 00
0 A 0 O .

sWa=|0 o - o | =dasnre )
0 0 0 X

Nicht jede Matrix ist diagonalisierbar! Typisch ist der Jordan—Block:

A1 0 0 01 0 0
Cfooa o n 0 0 0
B=1¢g o - 1|€C7 B=AE=|, 1

00 0 A 00 0 0

Es gibt nicht genug Eigenvektoren: ker(B — \) = Ce; ist eindimensional
und wir haben Bep = Aeg + e, fUr & > 2, d.h. eine Hauptvektorkette.
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