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Lineare DG mit konstanten Koeffizienten

Wir betrachten eine lineare DG mit konstanten Koeffizienten:

Y™ (@) + an-1y" V(@) + -+ a1y (2) + ao y(x) = b(z)

Wir I6sen zun&chst die zugehdrige homogene Differentialgleichung:

Yy (@) + an_1y™ V(@) + -+ a1y (@) + aoy(x) =0

Exponentialansatz: y(z) = e, o =Xy, v/ =Xy, ..., y™ =\
Einsetzen dieser Funktion in unsere Differentialgleichung ergibt

(\" + ant A" 4 agh + ag) e = 0.

Wir erhalten also genau dann eine Lésung der homogenen DG,
wenn A € C eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist:

p(x) =2" +an_12" 7+ Fayx +ag
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Lineare DG: Fundamentallésungen

Wir zerlegen p € Clx] in Linearfaktoren: p(z) = (z — A\)F -+ (x — Ag)™
Hieraus erhalten wir n linear unabhangige Fundamentallésungen

AT AT .’IJ2 e)\lcr;7 )

e™* xe? ghi-lehz

ey

Avx

MT et gt | gl

Ist p € R[z] reellund A = o +iw € C mit w # 0 eine k—fache Nullstelle,
so gilt dies auch fur die komplex-konjugierte Zahl A = ¢ — iw. Durch
Linearkombination erhalten wir die zugehdérigen reellen Lésungen;
sie entsprechen Real- und Imaginéarteil der komplexen Lésungen:

eixu vooy @ eix e cos(wx), ..., £F¥ e cos(w)
STy B @ e’ sin(wz), ..., ¥ e’ sin(wz)
Damit finden wir n linear unabhangige Lésungen y1,...,y,: R — K.

© Jede Lésung y: R — K der homogenen DG p(d) y = 0 hat die Form
y=ciy1+ -+ cpyn Mit ey, ..., c, € K. Kurz: Ldsungsraum Ly = K",



Inhomogen Lineare DG
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Inhomogene lineare DG

Sei p(x) = 2" 4 ap_12" 1 4 - - + ayz + ag ein Polynom. Zu Iésen sei die
lineare DG p(9,)y = b mit beliebiger rechter Seite, ausgeschrieben:

Y (2) + an1y" (@) + -+ a1y (@) + ag y(z) = bla).

Satz M2A (Greensche Fundamentallésung und Lésungsformel)

Die homogene Gleichung p(0) w = 0 hat genau eine Lésung u:R — K
zu den Anfangswerten w(0) = - -- = u(*=2(0) = 0 und v*~1(0) = 1.

Man nennt u die Greensche Fundamentallésung. Hieraus erhélt man
eine Lésung der inhomogenen Gleichung p(0) y = b durch Faltung:

yo(z) = /tx u(x — t) b(t) dt.

=x0

A\ Allgemeine Losung y = yp, +c1y1 + - - - + cpyn Mit ey, ..., ¢ € K, duhe:
L2Allgemeine Losungen = partikulare Losung + homogene Losungen®
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Beispiel: Greensche Lésungsformel

Aufgabe: Zu l6sen sei, fir —7/2 < = < 7/2, die Differentialgleichung

y"(z) +y(z) = mit y(0) = 4/(0) = 0.

COS T

Losung: Allgemeine homogene Lésung ist u(x) = ¢1 cosz + ¢ sin .
Die Anfangswerte «(0) = 0 und «'(0) = 1 erfillt nur u(x) = sin .
Faltung dieser Fundamentallésung « mit der rechten Seite b:

r 1 * 1
y(z) = / sin(z —t)——dt = / (sinz cost — coswsint) — dt
=0 cost =0 cost

x

T sint .
= sinz —cosx - —— dt = [tsm:c—%cosxlncost}
¢ cost t=0

=0

=xsinx + cosz - Incos

Probe: y'(z) =sinz +zcosz —sinz - Incosz — sinx
y'(x)
Einsetzen: y"(x) + y(z) = cosz + sin(x)?/ cosx = 1/ cos z.

= cosx — xsinz — cosz - Incos x + sin(x)?/ cos z
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Ldsungsansatz fir spezielle rechte Seiten

Satz M2r
Seien p,r € C[z] Polynome. Zu lésen sei die Differentialgleichung

p(9) y(x) = r(x) .

Ist v eine k—fache Nullstelle von p, so existiert eine Lésung der Form

up(z) = q(x) z* e

mit einem eindeutigen Polynom q € C[x] vom Grad deg q = degr.
Speziell p()y(x) = e** wird gelbst durch yy(x) = et zF /p*) ().

© Man berechnet ¢ leicht durch Einsetzen und Koeffizientenvergleich.
Hier ist k£ = 0 erlaubt; bei &£ > 0 spricht man von k—facher Resonanz.
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Spezielle rechte Seite mit & ohne Resonanz

Aufgabe: Finden Sie alle L6sungen der Differentialgleichung
y' (@) + 3y (2) + 2y(x) = b(x)

mit rechten Seiten b(z) =0, 24e?*, 24ze%7,

Lésung: (a) Das char. Polynom unserer Gleichung p(9)y = 0 ist

px) =2 4+3x+2=(z+1)(z+2).
Nullstellen —1, —2. Fundamentallésungen unserer DG sind e~ 7, e 27,
Die allgemeine L6sung ist demnach y(z) = a; e % + aze 2%,
(b) Wir I6sen p(0) y(x) = 24 e fur p = 2.
Dies ist keine Nullstelle von p (Vielfachheit £ = 0 !), genauer p(2) = 12.
Nach obigem Satz gelingt der Ansatz y,(x) = ce?*. Einsetzen in die DG:

ul () + 3yp(z) + 2up(x) = p(2) ce®® = 24e*
Koeffizientenvergleich: ¢ = 2. Die allgemeine Lésung ist demnach

y(xr) =2e* +aje "+ age 2,
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Spezielle rechte Seite mit & ohne Resonanz

(c) Wir lésen p(0) y(z) = 24z et fur p = 2.
Dies ist keine Nullstelle von p. Nach dem letzten Satz gelingt der Ansatz

yp(z) = (co + 1) e 2z

yi(x) = (2¢0 + ¢1 + 2¢17) €

Yy (z) = (dco + 4ey + 4ejz) &
Yy () + 3y () + 2yp(2) = [(12c0 + Te1) + 12c12] 2* = 247>
Koeffizientenvergleich: ¢; = 2 und ¢g = —£.

Unser Partikularlésung ist also yy(z) = (22 — 1) €?
Die allgemeine Lésung ist demnach

y(z) = (2z — %) e faje +age 2,
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Lineare Differentialgleichungen n—ter Ordnung

Eine lineare Differentialgleichung n—ter Ordnung ist von der Form

y™ (@) + an-1(2) y "D (@) + - + a1 () ¥ (2) + ao (@) y(x) = b(x).

Die linke Seite ist der Differentialoperator L:C"(I,K) — C°(I,K),
L:y—ay+ay + -+ a1y +y".

Gesucht sind Funktionen y: I — K, die die Gleichung Ly = b erflllen.
Linearitat bedeutet: Aus Lésungen i1 zu by und y2 zu by ergibt die
Linearkombination y = ¢1y1 + cay2 €ine Lésung zu b = ¢1b1 + c2bs.

Die zugehdérige homogene lineare Differentialgleichung ist

y™ (@) + an-1(2) y" V(@) + - + ar(@) ' (2) + ao(z) y(z) = 0.

Kurz Ly = 0: Wir suchen nach dem Kern der linearen Abbildung L.



Lineare Struktur des Lésungsraumes
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Satz M3A (Struktursatz fir lineare Differentialgleichungen)

(0) Globale Existenz und Eindeutigkeit: Zu jedem Anfangsdatum
(xo,v0,...,vm—1) € I x K" existiert genau eine Lésung y : I — K mit
Ly = b und y(xo) = vo, - -, y(”*l)(xo) = Up_1.

(1) Die Lésungsmenge Lo = { y | Ly = 0 } ist ein Vektorraum. Die
Auswertung W : Ly, — K" 1y — (y(z0), 9 (z0), - - - ,y(”_l)(xg)) ist ein
Vektorraum-Isomorphismus, d.h. dimg Lo = n.

Wéhit man ein Fundamentalsystem y, ...y, € Lg, also eine Basis
von Lg bestehend aus n linear unabhdngigen Lésungen, so ist:

LOZ{Cly1+---+cnyn‘cl,...,cneK} ~ K™

(2) Die Lé6sungsmenge L, = { y | Ly = b } ist ein affiner Raum.

Fiir jede Partikulédrlésung vy, € Ly, gilt Ly, = y, + Lo, ausgeschrieben:

Ly=ys+Lo={m+cyi+ - +cyn|cr,...,cn €K}

JAllgemeine Lésungen = partikuldre Lésung + homogene Lésungen®




Die Besselsche Differentialgleichung
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Die Besselsche Differentialgleichung

Far viele Differentialgleichungen existiert keine elementare Lésung.
In diesem Fall kann der Potenzreihenansatz meist weiterhelfen:

Aufgabe: (1) Bestimmen Sie die Potenzreihe Jy(z) = Y 32, arz® mit

22T (2) + xJ(z) + 22 Jo(x) =0 und  Jo(0) =1, J4(0) = 0.

(2) Berechnen Sie aus den Koeffizienten den Konvergenzradius.
(3) Skizzieren Sie die so dargestellte Funktion J.
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Die Besselsche Differentialgleichung

Losung: (1) Einsetzen von Jy(z) = Y 32, axz® in die DG ergibt:

oo [e.e] oo
Z k(k —1)apaz® + Z kapz® + Z apett? =
k=2 k=1 k=0
Dies fassen wir als eine einzige Potenzreihe zusammen:
a1x+z ak+ak2 k:O

Wir erhalten aj, = —ay,_o/k? fur alle & > 2. Aus ag = 1 und a; = 0 folgt
(1Y
IR OE

Wenn es also eine Lésung in Form einer Potenzreihe gibt, dann diese!
(2) Sie konvergiert fur alle x € R, definiert also eine Funktion Jp: R — R.

und agjy1 =0 flrallej e N.
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Die Besselsche Differentialgleichung

(3) Wir skizzieren schlieBlich den Graphen der Bessel-Funktion

(1) ) 2 4 6
@)= CW 2y T T E

(1) 4 64 2304
Jo
N\ 0
/ 18 —7 —6\:5 4 —3/2 1 1 2 4 5/6 7 8
Y, N
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Motivation und Uberblick Noo1

Jedes Differentialgleichungssystem erster Ordnung hat die Form

yll(t) = fl(tayl(t)v ce 7yn(t))7

y;l(t) = fn(tayl(t)v s ayn(t))'

Mity = (y1,...,yn) Und f = (f1,..., fn) bundeln wir dies kirzer und
Ubersichtlicher als eine vektorwertige Differentialgleichung:

Y (t) = £t ()

Gegeben ist rechts die stetige Funktion f:R x K® > G — K".

Als Lésung gesucht sind alle diff’baren Funktionen y: R O I — K" auf
einem (maximalen) Intervall I mit (¢,y(¢)) € G und ¥/(t) = f(t, y(t)) far
alle t € 1. Meist ist zudem ein Anfangswert (o, y0) € G vorgegeben
(Anfangswertproblem).




Motivation und Uberblick NooS

Wichtige Klasse: lineare Differentialgleichungssystem von der Form

y1(t) = a1 (t) y1(t) + ar2(t) y2(t) + - - 4 arn(t) yn(t) 4 b1 (t)
Yo (t) = a2 (t) y1(t) 4 ag2(t) y2(t) + - - - 4 agn(t) yn(t) + ba(t)

Yn(t) = an1(t) y1(t) + an2(t) y2(t) + - + ann(t) yn(t) + bn(2).
Solche Gleichungssysteme bindeln wir pragnant zu einer Gleichung:

y'(t) = A(t) y(t) + b(2).

Hier heiBt A Koeffizientenmatrix und b rechte Seite des DGSystems.
Bei linearen DG sind zwei strukturelle Aspekte grundlegend:

@ Die Lésungsmenge einer linearen Differentialgleichung ist immer
ein Vektorraum (b = 0) bzw. ein affiner Raum (b # 0).

@ Dieser Raum hat immer Dimension n: Dies folgt aus Existenz und
Eindeutigkeit der L6sung zu gegebenen Anfangsdaten.

Dies struktuiert und vereinfacht das Problem, alle Lésungen zu finden!




Der harmonische Oszillator
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]{71 m kg

— q(t)
Aufgabe: Formulieren und I6sen Sie den harmonischen Oszillator
(1) als eine eindimensionale Differentialgleichung zweiter Ordnung,
(2) als ein zweidim. Differentialgleichungssystem erster Ordnung.

Losung: (1) Zeit t € R, Position ¢(t) € R, Geschwindigkeit ¢(¢) € R,

Beschleunigung (t) € R, Kraft —w3 q(t) — 26 (), Bewegungsgesetz:

G(t) +20 4(t) +wiq(t) =0

Allg. Lésung q(t) = e =% [c; cos(wt) + cosin(wt)] mitw = Vw? — 62

(2) Zustand (z1(t), z2(t)) = (q(t), 4(t)), Zustandsraum R?, DGSystem:

&)= =) ()

.i‘l = 1)
ZEQZ fngl *25.%2
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Gekoppelte Schwingungen

Aufgabe: Formulieren Sie folgendes dynamische System:

k1 mi ko ma ks

— u(t) — v(t)

Lésung: Auslenkungen u(t),v(t) aus der Ruhelage. Kraftebilanz:

Fi(t) = —k1u(t) — k2 [u(t) — v(t)]
Fy(t) = =k v(t) — ka[v(t) — u(t)]

Bewegungsgesetz: myu” (t) = Fi(t) und mav” (t) = Fy(t). Hieraus folgt:

" _ k1+k k
u(t) = —Eth ) ke g
V)= 2 at) -z g
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Gekoppelte Schwingungen

Wir haben ein (lineares) DGSystem zweiter Ordnung:
u’(t) = au(t) + bo(t)
V" (t) = cu(t) + do(t)

Dies reduzieren wir zu einem (linearen) DGSystem erster Ordnung:
Neue Variablen y; = u, yo = v, y3 = v/, y4 = v’. Damit erhalten wir

y) 0010 Y1

/

Y| [0 0 0 1 Y2 1_ 4
vl = la b 0o s | kurz ¢y =Ay.
Yi c d 0 0/ \u

© Hier zahlen sich Matrizenrechnung und lineare Algebra aus:

Der Lésungsraum ist ein Vektorraum der Dimension 4. Das hilft:
Wir suchen eine Basis aus vier unabhangigen Lésungsfunktionen!



Gekoppelte Schwingungen
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Aufgabe: (1) Lésen Sie den symmetrischen Fall m; = ma, k1 = ks.
(2) Welche Bewegung folgt aus «(0) = 2, «/(0) = v(0) = v'(0) = 0?

Lésung:

Erster Ansatz u = v.

Entkoppelte Differentialgleichungen: v = — v, o/ = — XLy,
Lésungen: uy (t) = cos(wit) und us(t) = sin(wit) mit w? = 7’;11.

Zweiter Ansatz u = —w.

Entkoppelte Differentialgleichungen: v’ = —kit2kay, o — _kid2ka,,

mi

Lésungen: us(t) = cos(wat) und ug(t) = sin(wot) mit w3 = kt2k

m1

© Damit sind wir fertig: Jede Lésung ist eine Linearkombination

() = (1) o (i) + 0 (220 + s ()
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Differentialgleichungssysteme erster Ordnung

Jedes Differentialgleichungssystem erster Ordnung hat die Form

yll(t) = fl(t; yl(t)ﬂ s 7yn(t))7

y;(t). = fa(ty1(t), ... yn(t)).

Mity = (y1,...,yn) und f = (f1,..., fn) blndeln wir dies kirzer
und Ubersichtlicher als eine vektorwertige Differentialgleichung:

y'(t) = fty(®)
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Beispiel: Newtons Himmelsmechanik

Aufgabe: Formulieren Sie die Bewegungsgleichungen von n Kérpern
mit Masse m;, > 0, Position ux(t) € R? und Geschwindigkeit vy (t) € R3.

Lésung: Newtons Gravitationsgesetz ergibt die Differentialgleichungen

Uj — Uk

U =vg, Ok = fr(u) = Z#k Y

" Ty — P

Vorgegeben sind die Anfangssdaten u(0) und v, (0) zur Zeit ¢t = 0.
Als Losung gesucht ist die Bewegung (ug, v, . . ., U, vy) : [0, T[ — RO,

© Den Fall n = 2 I6sen Kegelschnitte: Ellipsen, Parabeln, Hyperbeln.

&) Firn > 3 lasst sich dieses DGSystem i.A. nicht geschlossen lésen!
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Differentialgleichungssysteme erster Ordnung

Satz NOB (Cauchy Existenz- und Eindeutigkeitssatz, kurz E&E)
Sei f:R x K" D G — K" stetig. Zu I6sen sei die Differentialgleichung

y'(t) = f(t,y(t)) mit Anfangswert y(ty) = yo.

(1) Zu jedem Startpunkt (tg, yo) € G existieren Lésungeny:R D I — K"
Jede kann beidseitig bis zum Rand 0G (oder ~) fortgesetzt werden.
(2) Ist f(t,y) stetig diff’bar nach y, so ist die Lésung durch (t, yo) € G
eindeutig bestimmt. Sie hédngt stetig differenzierbar von (ty, yo) ab.




Lineare Differentialgleichungssysteme
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Lineare Differentialgleichungssysteme

Jedes lineare Differentialgleichungssystem hat die Form

y1(t) = a1 (t) y1(t) + ar2(t) y2(t) + - - + arn(t) yn(t) + b1 (1),
Yo(t) = a1 (t) y1(t) + aza(t) ya(t) + - - - + azn(t) yn(t) + ba(t),

o (8) = ann () y1(6) + ana(6) 92(8) + -+ () yut) + b (0).

Wir blindeln dies pragnant zu einer vektorwertigen Gleichung:

y'(t) = At) y(t) + b(t)

Die zugehdrige homogene Gleichung erhalten wir fir b = 0:
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Lineare Differentialgleichungssysteme

Beispiel: Unser einfihrendes Beispiel ist das homogene DGSystem

Y 0 0 10 Y1
yé B 0 0 01 Y2
vs| | — klﬂg 2 % 0 0] |wys
i T% - Lﬁ? 00 Y4

Lemma N1G (Linearkombination von Lésungen)
Seiy, : I — K" eine Lésung der Gleichung v} = Ay + b
undy,: I — K" eine Lésung der Gleichung vy, = A ys + bs.

Die Linearkombination y = c1y1 + coyo : I — K™ mit ¢y, co € K ist dann
eine Lésung der Gleichung iy’ = Ay + b mit Stérterm b = c¢1by + cobs.

Nachrechnen: Wir nutzen die Linearitat der Ableitung:

Yy o= ay ey = ca(Ayr+b) + c2(Ayz + bo)
= A(ciy1 + c2y2) + (c1by1 + e2b2) = Ay+Db
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Lineare Struktur des Lésungsraumes

Satz N1H (Struktursatz fur lineare Differentialgleichungen)

Wie zuvor sei I C R ein Intervall, A: I — K"*" undb: I — K" stetig.
Wir betrachten die Lésungsmenge Ly, = { y € C*(I,K") |y = Ay +b }.

(0) Globale Existenz und Eindeutigkeit: Flir jeden Zeitpunkt ty € I ist
die Auswertung ¥ : L, — K" : y — y(to) bijektiv; zu jedem Anfangsdatum
yo € K™ existiert genau eine Lésung y € Ly mit y(ty) = yo-

(1) Lo ={vy|y = Ay } ist ein Vektorraum der Dimension n ber K.
Wir finden ein Fundamentalsystem ., ...y, € Lg, also eine Basis
von Lg bestehend aus n linear unabhdngigen Lésungen, und erhalten:

Li={cay+ +cayn|c,...,cneK} = K

2)Ly={y|y = Ay+b} istein affiner Raum der Dimension n.
Fir jede Partikulédrlésung vy, € Ly, gilt Ly, = y, + Lo, ausgeschrieben:

Ly=y+Lo={gw+cyi+ - +cnyn|c,...,cneK}

JAllgemeine Lésungen = partikuldre Lésung + homogene Lésungen®
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Fundamentalsystem und Fundamentalmatrix

Lésungen y1, ..., y, : I — K" bindeln wir zur Fundamentalmatrix:
YT — KW, yir(t)  ya(t) . yni(?)
Y1) = (a(t),..un(e)) = | 120 920 w2l
Yin(t) yan(t) .. Ynnl(t)

Man nennt Y (¢) auch die Wronski—Matrix der Funktionen y1,...,y,
und det Y (¢) ihre Wronski—Determinante. Diese sind oft nitzlich:

Korollar N11 (Unabhangigkeitskriterium)

Folgende Aussagen sind zueinander dquivalent:

(i) Die Funktionen yi, . ..y, : I — K" sind linear unabhéngig.

(i) Die Determinante erflllt det Y (t) # 0 fir ein und damit alle t € 1.
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