Exakte Differentialgleichungen
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Exakte Differentialgleichungen: die Methode

Satz L2A (Lésung exakter Differentialgleichung)
Jedes stetige Vektorfeld (f,g) :R? > G — R? definiert eine DG

flzy)+g(x,y)y’ =0.

Diese DG heil3t exakt, wenn ein Potential ® zu (f, g) existiert, d.h. eine
Funktion ® :R* > G — R mit grad ® = (f,g), d.h. 9,® = f, 9,® = g.
Die Lésungen der DG sind dann die Aquipotentialkurven von & :

(1) Eine differenzierbare Funktion y:R D> I — R ist genau dann Lésung
der Differentialgleichung, wenn ®(z,y(x)) = const fir alle x € I gilt.

(2) Zu jedem Punkt (zo,yo) € G mit g(xo,yo) # 0 existiert ein offenes
Intervall I um x¢ und eine eindeutige Lésung y: I — R mit y(xzo) = yo.

© Implizite Lésung © Eindeutigkeit &) Stetig abhangig von (zo, o)



L209

Wie 16st man exakte Differentialgleichungen?

Seien f,g:R? O G — R stetig. Die Differentialgleichung

[z, y)+9(z,y)y =0

ist genau dann exakt, wenn das Vektorfeld (f,g) : G — R? mit

()~ (i)

exakt ist, also ein Potential ® : G — R besitzt. Zur Erinnerung (G2E):

, (f,g) stetig diff’bar : : :
(f,g) ist exakt, d.h. f ist rotationsfrei,
30 : 0, = f,0,® — d.h. 9,9 = 0
%% =9| "G einfach zshgd 9=0/
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Was ist ein integrierender Faktor?

Sei (f,g9):R? D G — R? stetig. Zu l6sen sei die Differentialgleichung

f@,y) +g(z,y)y =0.

Multiplikation mit A # 0 ergibt die &quivalente Differentialgleichung

Mz, y) f(z,y) + Mz, y) g(z,y)y' = 0.

Definition L2B (integrierender Faktor)

Eine Funktion A: G — R ~ {0} heiB3t integrierender Faktor zu (f, g),
wenn das skalierte Vektorfeld (Af, \g) : G — R? ein Potential hat.




Integrierender Faktor: ein einfaches Beispiel
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Aufgabe: Wir betrachten das Vektorfeld (f, g) : R? — R? mit

<w> n <f(f67y)> _ <x2y3 +y) '

y 9(x,y) ay? —
Existiert ein Potential? Ist A\(z,y) = (zy)~! ein integrierender Faktor?
Loésung: (1) Das Vektorfeld (f, g) erlaubt kein Potential, denn
rot(f,g) = 0zg — Oy f = (32> — 1) — (32%y> +1) = 2 # 0
(2) Multiplikation mit \(z, y) = (zy)~! skaliert das Vektorfeld zu
<w> = ((Af)(wvy)> _ (xy2+ 1/96) .

y (Ag)(@,y) a?y —1/y

Dank dieser Korrektur verschwindet die Rotation, denn

rot(Af, Ag) = 0z(Ag) — Oy(Af) = 22y — 22y =0

(3) Als Potential finden wir ®(z,y) = 22y?/2 + In|z| — In|y| fir z,y # 0.
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Wie berechnet man einen integrierenden Faktor?

Bedingung fur einen integrierenden Faktor zum Vektorfeld (£, g):

Oy Mz, y) f(z,)] = 0= [N, y) 9(,y)]

Aufgabe: Losen Sie diese Gleichung fiir A = A(x), also d,A = 0.

Losung: Die obige Gleichung vereinfacht sich fir A(x) zu:
Az) 0y f(x,y) = N(x) g(x,y) + M=) Ozg(z,y)

Wir I6sen nach \ auf und erhalten folgende gewdhnliche DG:
N(x) _ Oyf(z,y) — Oug(z,y) _  rot(f,g)

A(x) 9(z,y) g
© Dies ist I6sbar, wenn auch die rechte Seite nur von 2 abhangt!
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Integrierende Faktoren in nur einer Variablen

Satz L2C

Fur jeden nur von x abhdngigen integrierenden Faktor A = \(z) gilt:

N(x)  0yf(z,y) — Ozg(z,y) . N(z) _ rot(f,9)
o) - g@w T 3w

(z) g
Fur jeden nur von y abhdngigen integrierenden Faktor A = \(y) gilt:

M) _ Geg(@y) = 0f(@y) . N@) _ ot 9)

Ay) f(z,y) AMy) f

Dies ist I6sbar, wenn auch die rechte Seite nur von x bzw. y abhéngt.
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Beispielrechnung fur einen integrierenden Faktor

Aufgabe: Zu l6sen sei fur = > 0 die Differentialgleichung

[1 - 2%y(2)] + [2%y(z) — 2°] ¥/ (z) = 0.

(1) Ist sie separierbar? (2) exakt? (3) Existiert ein integrierender Faktor?

?

Losung: (1) Separierbar? f(z,y) = SY=% < g(x) h(y): Nein!

2y
(2) Exakt? Hier ist f(x,y) = 1 — 2%y und g(z, y) = 2%y — 23, also
rot(f,g) = gi - g]yc = (2zy — 32%) + 2? = 22y — 22° #0

Die DG ist demnach leider nicht exakt. (3) Gliicklicherweise gilt jedoch

_rot(f,g) _ 2xy— 2z 22(y—zx) 2
g xy—a3 22(y—z) oz
Daher gibt es einen nur von x abhangigen integrierenden Faktor:
/
2
Mz) == = In|A\z)|=—2Injz| +const = \z)=ca >
Az) x
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Beispielrechnung fur einen integrierenden Faktor

(4) Wir berechnen ein Potential zum reskalierten Vektorfeld
((Af)(w,y)) _ (x‘Q - y) '
(Ag)(z,y) y—=
Nun gilt rot(A\f, A\g) = 0. Probe! Wir integrieren koordinatenweise:

Dp®(x,y) =22 —y = ®(z,y)= [27?—ydx
=z ' — a2y +c(y).
0,0(z,y) = —z+cy)=y—v — c(y) = [ydy
= y?/2 + const

Wir finden so das Potential ®(z,y) = y%/2 — xy — 1/x.

(5) Die Lésungskurven x — y(z) der DG sind die Niveaulinien von ®:
y(w)2/2 —zy(r) —1/z=c

Auflésen nach y ergibt y(z) = 2 + /22 + 2/z + 2c. Die Probe ist leicht!



L222

Anwendung: inhomogene Lineare DG

Aufgabe: Lésen Sie die inhomogene lineare Differentialgleichung
Y (@) = a(z) y(z) + b(z) mit y(zo) = yo.
Lésung: Separierbar? Nein, fir b(z) # 0. Exakt? Leider auch nicht:

—a(x)y(z) ~ba)+ 1 y(@)=0 = rot(f,g) = a(x) #0

f(@y) 9(z,y)
Integrierender Faktor A\(z )'7 Lose N (z)/M(x ) = —rot(f, )/g = —a(x)!
Integration ergibt A(z) = =) > 0 mit A(z) = [ a(t) dt. Also:

—[em®@a(z) y(z) + e b(a)] + [e_A(w)]y () =0
Diese DG ist exakt. (Probe!) Hierzu finden wir das Potential

B(z,y) =A@y — / e AW pt)dt.  (Probel)
t=x9
Auflésen der Gleichung ®(x,y) = ®(x,yo) = yo nach y liefert

y(r) = eA(I)/ AW p(t) dt + 2@y, (Probe!)
t=x9
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Inhomogene lineare Differentialgleichung

Satz L2 (Lésungsformel fur lineare DG 1. Ordnung)
Zur inhomogenen Gleichung

y'(x) = a(x)y(z) + b(x) mit y(zo) = yo

existiert genau eine Lésung y: I — R, und diese ist gegeben durch

y(z) = &A@ / AW p(r) dt + A g,
t=x¢

© Losungsformel (© Eindeutigkeit (&) Stetig abhangig von (zo, yo)



Lineare Differentialgleichung: erstes Beispiel o

Aufgabe: Losen Sie fir 2 > 0 die Differentialgleichung

y =y/z+2> mit y(1) = y.

Losung: Diese DG ist linear mit a(z) = 1/x und b(z) = z3.

X x 1 x
= Hdt= [ —dt=|lnt| =Inaz.
A(z) /tla() /tlt [n L:1 nzx

Der integrierende Faktor ist e4(*) = 2. Damit finden wir:

/$ e—A(”b(t)dt:/x t_l-t3dt:/x 2dt = [tg]’” _z_1
t=1 t=1 t=1 3lt=t 3 3

Als Lésung unserer Differentialgleichung gewinnen wir schlieBlich:

x 4 _
y(z) = eA(z)/ e AO (1) At + Ay = & 3 =+ aw
t=x¢

) | L |
partikulare Lésung homogene Lésung
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Elementar I6sbare Differentialgleichungen

Sei f:R? O G — R stetig. Zu I16sen sei die Differentialgleichung
y' = f(z,y) mit y(zo) = yo.

Qualitativer Uberblick dank Existenz- und Eindeutigkeitssatz:
(1) Im Inneren G existieren Lésungen und laufen bis zum Rand 9G.
(2) Ist f stetig diff’bar nach y, so ist die Lésung durch (zg, y9) € G
eindeutig bestimmt und hangt stetig von diesen Anfangswerten ab.
Elementar 16sen kénnen wir vor allem exakte Differentialgleichungen:

@ f(x,y) + g(z,y)y' = 0ist exakt, wenn (f, g) = grad ®.
Wichtige Spezialfalle hiervon sind:

® y' = f(x) durch Integration dank HDI.

@ o/ = g(x) h(y) durch Trennung der Variablen.

® y = a(z)y + b(x) lineare DG, explizite L6sungsformel.
Durch Substitution hierauf zurtckfihrbar sind:

® ¢/ = f(ax + by + ¢) mit Substitution v = az + by + c.

@ ' = f(y/x) Ahnlichkeits-DG, mit Substitution v = y /.

® ¢/ = a(z)y + b(x) y™ Bernoulli-DG, mit Substitution v = y'~".
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Differentialgleichungen héherer Ordnung
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Einleitung

Im vorigen Kapitel haben wir Differentialgleichungen ¢/ (x) = f(z,y(z))
erster Ordnung in einer Dimension kennen und l6sen gelernt.

Nun: DG héherer Ordnung, diese sind von der Form:
Y (z) = f(2,9(x), ¢ (@), ...y V(@) .
Wichtig und noch gut Idsbar sind lineare Differentialgleichungen:
Y (@) + an1(x) y" V(@) + - + a1 (2) ¥ (2) + ao (@) y(z) = b(x).

Im Falle ag, a1, ...,a,_1 € C haben wir konstante Koeffizienten.
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Einflhrendes Beispiel: mechanische Schwingung

Schwingung einer Masse an einer Feder:

— x(t)

Zeit t € R, Auslenkung z(t) aus Ruhelage, Rickstellkraft 7 = —k x,
zusatzlich Reibung / viskoser Strémungswiderstand F» = —c .

Newtons Bewegungsgesetz mi = Fy + Fy, alsom i +ci + kx = 0.
Dies fiihrt zu einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung

() + 20 &(t) + wiz(t) =0

mit konstanten Koeffizienten § = ¢/2m > 0 und w3 = k/m, wy > 0.
Bei auBerer Anregung durch eine Kraft F'(t) = m f(t) qilt:

B(t) + 26 2(t) + wi 2(t) = f(t)
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Freie harmonische Schwingung

Aufgabe: Finden Sie alle Lésungen «: R — R der Differentialgleichung

ii(t) + 26 w(t) + wd u(t) = 0.

Lésung: Der Exponentialansatz u(t) = e fihrt zu folgender Gleichung:

(M +200+wi) e =0 = A=-0+,/2-w} e C

L 1
char. Polynom Eigenwerte

0 > wp: starke Dampfung, zwei reelle Nullstellen A\; < A2 < 0
0 <wp: schwache Dampfung, zwei komplex-konjugierte Nullstellen
0 = wp: kritische Dampfung, doppelte reelle Nullstelle Ay = Ay = —§



Starke Dampfung: § > wy
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Im Fall 6 > wq gibt es zwei reelle Nullstellen \; < Ay < 0:

Al =—0— 52*(.03 < )\227(5+\/527w(2) < 0.

Hierzu gehéren die Lésungen e*t und e*??.
Die allgemeine L6sung erhalten wir durch Linearkombination:

At Aot

+coe

u(t) =rcre

Beispiel: Die Differentialgleichung ii(t) + 4 () + 3u(t) =0
fihrt zur Gleichung A2 + 4\ +3 =0, also \; = -3 und )y = —

Linearfaktorzerlegung (9; + 3)(9; + 1) u(t) = 0, L&dsungen e_3t, e_t.

Die DG hat als reelle Losungen u(t) = c¢; e 3 + coe™t mit ¢y, ¢ € R.
3 —t % e—St.

Anfangswerte «(0) = 1 und %(0) = 0 fUhren zu w(t)
Anfangswerte «(0) = 0 und %(0) = 1 fUhren zu w(t)

2

3¢
1e 1,3t
5 e e .
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Starke Dampfung: § > wy




M109

Schwache Dampfung: 6 < wy

Im Fall 0 < § < wy gibt es zwei komplex-konjugierte Nullstellen

Mp=-0Fiw mit w=,/wj—0, 0<w<wp.

Die komplexen Lésungen u: R — C der Differentialgleichung sind

u(t) = Mt et mit ¢, ey € C.

Die reellen Lésungen «: R — R der Differentialgleichung sind

u(t) = e 0 [ cos(wt) + agsin(wt)] mit aq, a2 €R.




Schwache Dampfung: 6 < wy

M110

0 27w

4w

67 /w
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Kritische Dampfung: 0 = wy

Im Fall 5§ = wq gibt es eine doppelte reelle Nullstelle A = —¢.
Wir finden die Losung e* und zusétzlich ¢ et.
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist demnach:

u(t) = e (e + eat)

Nachrechnen: Zu l6sen ist hier i(t) — 2\ a(t) + A2 u(t) = 0.
Linearfaktorzerlegung (9; — A\)(0: — A) u(t) = 0. Einsetzen:

(B = N0 — N) [eM] = (0 — A [AeM = XeM]

—
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Kritische Dampfung: 0 = wy

—u(t)
1 — uz(1)

(1—i—t> 1(0)21,’&1(0):
te ™t ,UQ(O) =0,u2(0) =1
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Erzwungene harmonische Schwingung

Aufgabe: Bei Anregung durch f(t) = acos(w1t) ist als DG zu I6sen

ii(t) + 26 u(t) + wd u(t) = acos(wit).

Losung: Dies ist der Realteil der komplexen Differentialgleichung
2(t) 4 26 2(t) + wj 2(t) = ae™t.

Der Exponentialansatz z(t) = ce'“! fihrt uns zur Gleichung
[—wQ + 201w + wg] cet = gelrt,

Damit finden wir die Werte w = wy und ¢ = a/(w3 — w? + 2§ iw).

In Polardarstellung ¢ = A e~ erhalten wir z(t) = Ael(“11=%) mit

a 20w1
A= , = arctan — 5
V(g — w?)? + 46207 wg — w?




M114

Erzwungene harmonische Schwingung

Amplitude A(w) der Schwingung
|

0 wo 2w 3w

Frequenz w; der auBeren Anregung f(t) = cos(wit)
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Freie und erzwungene harmonische Schwingung

Zusammenfassung: Die homogene lineare Differentialgleichung

ii(t) + 28 u(t) + wi u(t) = 0

hat einen zweidimensionalen Lésungsraum; die allgemeine Lésung ist

u(t) = crui(t) + coup(t) mit freien Konstanten ¢, ¢;

o0t [Cl cos(wt) + co sin(wt)] fir 6 < wopund w = w% — 42,
= e % [cre M+ cpeM] flr § > wo und A = /02 — W2,

e % [e1 + cot] fiir 6 = wy (kritische Dampfung).
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Freie und erzwungene harmonische Schwingung

Zusammenfassung: Die inhomogene lineare Differentialgleichung

i(t) + 26 0(t) + wd u(t) = acos(wit)

hat einen zweidim. affinen Lésungsraum; die allgemeine Lésung ist

u(t) = up(t) + crui(t) + coua(t) mit freien Konstanten ¢;, c2 und

Acos(wit — ) flré > 0 oder w; # wy (generisch),

Y@ =
g ;—t sin(w1t) fir § = 0 und w; = wy (Resonanz).
w1

L#Allgemeine Lésungen = partikuldre Lésung + homogene Lésungen®
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Lineare DG mit konstanten Koeffizienten

Wir betrachten eine lineare DG mit konstanten Koeffizienten:

Y™ (@) + an-1y" V(@) + -+ a1y (2) + ao y(x) = b(z)

Wir I6sen zun&chst die zugehdrige homogene Differentialgleichung:

Yy (@) + an_1y™ V(@) + -+ a1y (@) + aoy(x) =0

Exponentialansatz: y(z) = e, o =Xy, v/ =Xy, ..., y™ =\
Einsetzen dieser Funktion in unsere Differentialgleichung ergibt

(\" + ant A" 4 agh + ag) e = 0.

Wir erhalten also genau dann eine Lésung der homogenen DG,
wenn A € C eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist:

p(x) =2" +an_12" 7+ Fayx +ag
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Erstes Beispiel: einfache Nullstellen

Aufgabe: Lésen Sie (a) allgemein und (b) das Anfangswertproblem

' +3y +2y=0 mit y(0)=1, 3 (0)=0.

Lésung: (a) Das char. Polynom unserer Gleichung p(9) y = 0 ist
p(x) =22 +3z+2=(z+1)(z+2).
Nullstellen: —1, —2. Als Fundamentallésungen der DG erhalten wir
yi(z) = e, ya(r) = e
Die allgemeine reelle Lésung ist also

2x

y(x) =a1e " 4+age” mit o1, a9 € R.

(b) Die Anfangsdaten bestimmen eindeutig die freien Konstanten:
y(0) = a1 + ag =1 _ ap =2
y'(0) = —a1 —2a =0 as = —1

Die gesuchte Losung des AWP ist also y(z) = 2e™% — e 2%,
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Zweites Beispiel: doppelte Nullstelle

Aufgabe: Lésen Sie (a) allgemein und (b) das Anfangswertproblem

y'+2y +y=0 mit y(0) =1, y'(0) = 0.

Loésung: (a) Das char. Polynom unserer Gleichung p(9)y = 0 ist
p(x) =22 +22+1=(z+1)2

Doppelte Nullstelle —1. Als Fundamentallésungen der DG erhalten wir
yi(z) =e ", yo(x) =xe ™.
Die allgemeine reelle Lésung ist also
y(z) =e “(aq + agz) mit aj, a2 € R.

(b) Die Anfangsdaten bestimmen eindeutig die freien Konstanten:

y(O)zal =1 011:1
, =
Y (0)=—-a;+a =0 as =1

Die gesuchte Losung des AWP ist also y(z) = e *(1 + z).
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Drittes Beispiel: komplex vs reell

Aufgabe: Lésen Sie (a) allgemein und (b) das Anfangswertproblem

y'+2y +5y=0 mit y(0)=1,y'(0)=3

Lésung: (a) Das charakteristische Polynom ist p(z) = 2% + 22 + 5.

Die Nullstellen A, = —1 + /1 — 5 = —1 = 2i sind komplex-konjugiert.
Komplexes Fundamentalsystem: e(-1+2)e  o(-1-21)z

Komplexe Lésungen: z(z) = ¢; el ~1420% 4 ¢y o(=17202 mit ¢), ¢y € C
Reelles Fundamentalsystem: e~* cos(2x), e * sin(2z)

Reelle Lésungen: y(z) = a3 e " cos(2x) + age Fsin(2z) mit oy, an € R

(b) Die Anfangsdaten bestimmen eindeutig die freien Konstanten:
y(O) = =1 a1 = 1
) =
y(O):*OéleQO[Q =3 g =2
Probe! Die Lésung des Anfangswertproblems ist demnach
y(z) = e (cos(2z) + 2sin(2z)).
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Lineare DG: Fundamentallésungen

Wir zerlegen p € Clx] in Linearfaktoren: p(z) = (z — A\)F -+ (x — Ag)™
Hieraus erhalten wir n linear unabhangige Fundamentallésungen

AT AT .’IJ2 e)\lcr;7 )

e™* xe? ghi-lehz

ey

Avx

MT et gt | gl

Ist p € R[z] reellund A = o +iw € C mit w # 0 eine k—fache Nullstelle,
so gilt dies auch fur die komplex-konjugierte Zahl A = ¢ — iw. Durch
Linearkombination erhalten wir die zugehdérigen reellen Lésungen;
sie entsprechen Real- und Imaginéarteil der komplexen Lésungen:

eixu vooy @ eix e cos(wx), ..., £F¥ e cos(w)
STy B @ e’ sin(wz), ..., ¥ e’ sin(wz)
Damit finden wir n linear unabhangige Lésungen y1,...,y,: R — K.

© Jede Lésung y: R — K der homogenen DG p(d) y = 0 hat die Form
y=ciy1+ -+ cpyn Mit ey, ..., c, € K. Kurz: Ldsungsraum Ly = K",
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