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Die Warmeleitungsgleichung
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Fouriers Warmeleitungsgleichung

Ziel: Wie berechnet man den Warmefluss in einem Kérper?

Bild- und Warmequelle: Momo

Wir betrachten ein Gebiet Q C R3 und ein Zeitintervall I = [to,#;] und
suchen eine Beziehung zwischen Warmeleistungsdichte ¢: I x Q@ — R,
Warmedichte «: I x Q — R und Warmefluss f:1 x Q — R3.
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Fouriers Warmeleitungsgleichung

Aufgabe: (1) Sei K ¢ Q C R? kompakt, etwa ein Wiirfel. Formulieren
Sie die Warmebilanz fir K in Worten und als Volumen-/Flussintegrale.

(2) Formen Sie dies um zu einem einzigen Volumenintegral.
(3) Folgern Sie hieraus die zugehdrige Differentialgleichung.
(4) Vereinfachen Sie schlieBlich durch die Annahme f: —k Vu.

Lésung: (1) Fir jedes Kompaktum K C € gilt die Warmebilanz:

Von den Warmequellen in K zugeflihrte Energie
= Zuwachs der in K enthaltenen Warmeenergie
-+ Warmefluss tUber den Rand von K nach auBen

Als Integralgleichung formuliert bedeutet dies:
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Fouriers Warmeleitungsgleichung

(2) Mit Gauf3 (F21) verwandeln wir Flussintegrale in Volumenintegrale:

ﬁg_m(f(tx //Vftw

Die Ableitung darf man unters Integral ziehen (K kompakt, 0;u stetig):

(i///Ku(t,a:)dx = // —ut:c

Wir erhalten zusammenfassend ein einziges Volumenintegral:

/// [u ta)+ V- f(t,2) —q(t,fc)] dz = 0.

(3) Diese lokale Warmebilanz gilt fir jedes Kompaktum K C Q C R3.
Das gilt genau dann, wenn der (stetige!) Integrand verschwindet:

dyu(t,z) + V- f(t,z) = q(t, z)
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Fouriers Warmeleitungsgleichung

(4) Warme flie3t von warm nach kalt, also f = —k Vu. Einsetzen:
Ou(t,z) + V+ [~k Vu(t, z)] = q(t, z)
Mit dem Laplace—Operator A = V - V schreiben wir dies kurz
du—kKkAu=q mit A=0?+03+093
Wir erhalten so Fouriers berihmte Warmeleitungsgleichung:

ou . L 0? 0?
E—HAU—Q mit A—aim%—f‘aix%‘f‘ai'r%
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Warmeleitungskern und Superposition
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Lésung durch Fourier—Transformation
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Wir untersuchen die homogene Warmeleitungsgleichung

Owu(t,z) = kO u(t,z) firt>0undz R,
u(0,x) = up(x) frt =0und z € R.

Aufgabe: Lésen Sie dies durch Fourier—Transformation beziglich x.

Lésung: Die .#—Transformierte u(t, &) erfullt 0,u(t, &) = —k E27(t, €).
Wir trennen die Variablen geman [9;i(t, £)]/t(t, §) = —k&?

und integrieren von 0 bis ¢ zu Ina(t, &) — Inw(0, &) = —k&2t.

Wir erhalten so die Lésung @(t, &) = tip(€) e €™,

Ruicktransformation e=#¢*t e—o e~*/4xt /\/9,ct und Faltung ergibt:

o—(a—y)?/4rt

u(t,z) = /yER up(y) - v

dy furt > 0.
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Lésung durch Fourier—Transformation

Die Warmeleitungsgleichung d;u = x 92u flr (¢t,z) € R>o x R
hat als sogenannte Fundamentallésung den Warmeleitungskern

H:RogoxR—>R: H(t,z) =

1 . x2
X - .

Varkt P\ 4wt
Die Konstanten sichern die Normierung [, H(t,z)dz = 1 flir ¢t > 0.

Ist fir ¢ = 0 die Warmeverteilung uo: R — R vorgegeben, so erhalten wir
die Lésung u:R~o x R — R durch Superposition (Faltung, siche C5A):

u(t,x) = /ER H(t,z —y)uo(y)dy = /ER H(t,z)up(x — 2z)dz
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Homogene Warmeleitungsgleichung

Satz R1A

Die n—dimensionale Wérmeleitungsgleichung d;u — k Au = 0
hat als sog. Fundamentallésung H : R~ x R" — R die Glockenkurve

H(t,z) =

Wlm)nexp (—'Ai'j) .

Der Anfangswert u(0, ) = ug(x) wird gelbst durch Superposition:

u(t,z) = /nuo(g)H(t,x—g) de. £>0

Man rechnet nach, dass H tatsichlich (9; — x 03)H = O und [,,, H(t, ) dz = 1 erfiillt. Fiir
festes ¢ ist H (¢, x — ¢) eine Glockenkurve mit Mittelwert £ mit Streuung o = v/2xt. Die
Anfangsverteilung ug sei absolut integrierbar und im Punkt z € R stetig. Fiir ¢t \, 0 gilt dann
u(t,x) — wo(x), wie gewiinscht. Durch Ableiten unter dem Integral finden wir schlieBlich

(0r — K O2)u = / uo(€) (0 — kO2)H (t,z — £) dE = 0.

n



Inhomogene Warmeleitungsgleichung
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Satz R1D (L&ésung der inhomogenen Warmeleitungsgleichung)
Zu lésen sei die inhomogene Wérmeleitungsgleichung

Opu(t, r) — k Au(t, x)
u(0,x) = up(x)

= f(t,.%')

farallet > 0 und x € R",
Anfangswerte fiir v € R".

Gegeben sei ug : R™ — R stetig mit Schranke |uy(z)| < a e’ o < 2
sowie [ :R-o x R™ — R beschrdnkt und stetig differenzierbar.

Existenz: Dann wird unser Problem gelést durch das Integral

R

u(t,z) = [ H(t,z — &) up(§ df—l—/

H(t—7,x =& f(r,§)d¢dr.

R

Zu jedem T > 0 gilt eine Schranke |u(t,z)| < AePl** auf [0, T] x R™.
Eindeutigkeit: Unsere Lésung u ist die einzige mit dieser Schranke.

/\ Ohne diese Schranke gibt es exotische Gegenbeispiele.




Beispiele
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Wie schnell kiihlt ein Stab Uber seine Enden ab?
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Die homogene Warmeleitungsgleichung

Aufgabe: Losen Sie die homogene Wéarmeleitungsgleichung

pu(t,x) — kO2u(t,z) =0 firallet>0und0 <z < L,
u(t,0) =wu(t,L) =0 Randbedingungen fir ¢ > 0,
u(0,z) = g(x) Anfangswerte fir 0 < z < L.

Lésung: Wir trennen die Variablen durch den Produktansatz
u(t,z) = v(t) w(z).
Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt:

1) _ w'(z) _
ko) w(x) =A AeR

V() w(z) = ko(t) w” (x)



Bestimmung der Ortsfunktion w(x) R204

Wir I6sen zunachst das erste Teilproblem: w”(z) — Aw(xz) =0

1. Fall: A = 0, also w”(z) = 0. Allgemeine Lésung:
w(x)=a+bxr mit a,beR
Randbedingungen:
w0)=a=0, w(lL)=a+bL=0
¢ Hieraus folgt a = b = 0.

2. Fall: A = o2 > 0, also w”(z) — o?w(x) = 0. Allgemeine Lésung:
w(r) =ae*™+be”* mit a,beR
Randbedingungen:
w(0) =a+b=0, w(L) = ae*t + el =0
¢ Hieraus folgt a = b = 0.
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Bestimmung der Ortsfunktion w(x)

3. Fall: A = —w? < 0, also w”(z) + w?w(x) = 0. Allgemeine Lésung:
w(x) = asin(wz) + beos(wz) mita,b e R
Randbedingungen:
w(0)=b=0, w(L)=asin(wL)=0

& Fir a = 0 erhalten wir erneut die triviale Lésung.
© Fir a # 0 bendtigen wir sin(wl) = 0, also wL = n7 mitn € N.



Bestimmung der Zeitfunktion v(t)
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Erstes Teilproblem: w”(z) = Aw(x) mit w(0) = w(L) =0

Lésungen: w,(z) = sin(nmz/L) mit A = )\, = —(n7/L)2.

Zweites Teilproblem: v/(t) = kAv(t) mit A = \, = —(nn/L)?

Losung: v, (t) = e~ (/L)*st — =n*t/T mit Abklingzeit T = L2/ k7>

Zusammengesetzte Eigenfunktionen:

up(t,x) = vp(t) wp(z) = e*"%/Tsin(mm:/L)

Die allgemeine Lésung erhalten wir hieraus durch Superposition:

(e 9]

Z —n?t/T gin (nmx/L)

=il




Lésungen des Produktansatzes: u, (¢, x)
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Lésungen des Produktansatzes: us(t, x)
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Lésungen des Produktansatzes: us(t, x)
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Lésung der Anfangsbedingungen

Die allgemeine Losung erhalten wir durch Superposition:

u(t,z) = Z an e T sin(nmx /L)

n=1

Einsetzen der Startzeit ¢t = 0 liefert die vorgegebenen Anfangswerte:

u(0,x) = Zan sin(nrz/L) =g(z) furo<az<L

n=1

Die Koeffizienten a,, erhalten wir aus den Anfangsdaten g dank Fourier:

L
an =7 /Og(:c) sin(nrz/L) do
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Beispiel: Kihlung an den Réndern
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Beispiel: Kihlung an den Randern Rtz

Aufgabe: Losen Sie das Anfangsrandwertproblem

Owu(t,z) — k0%u(t,z) =0 furallet>0und0 <z < L,
u(t,0) =u(t,L) =0 Randbedingungen fur ¢ > 0,
u(0,2) =1 Anfangswerte fir 0 < = < L.

Lésung: Wir kennen bereits die allgemeine Lésung:

= Z an e T sin(nma /L)

n=1

Fourier—Entwicklung der Rechteckfunktion:

0 fir n gerade
4/(nm)  fOr n ungerade

gla)=1= Zan sin(nmz/L) also a, = {
n=1

Die gesuchte Lésungsfunktion ist demnach

Ze (2k+1)2t/T sin((2k + 1)mz/L)
(2k+1)




R214

Fourier—Entwicklung der Rechteckfunktion

4r . sin(3z)  sin(5x) = sin(7z)  sin(9x)
9(@) w[sm(xH 3 5 7 tTTg *
—o— (g
1 —J91 4
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Fourier—Entwicklung der Rechteckfunktion

4r . sin(3z)  sin(5x) = sin(7z)  sin(9x)
9(@) w[sm(xH 3 5 7 tTTg *
—o— (g
1 —G3
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Fourier—Entwicklung der Rechteckfunktion

sin(3z) N sin(5x) n sin(7x) N sin(9z) e }
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Fourier—Entwicklung und Warmeleitung
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Fourier—Entwicklung und Warmeleitung
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Fourier—Entwicklung und Warmeleitung e
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Fourier—Entwicklung und Warmeleitung
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Zeitliche Entwicklung der Kerntemperatur

u(t, %) eT! ~0.37
e 2~0.14
\ 6_3 ~ 0.05
\
0 1 2 TI=t/T

Die natlrliche Zeitskala ist hier 7 = (7/L)?st = t/T mit T = L?/kn>.

((2k + 1)mz/L)
(2k+1)

u(t,z) = 4 ief(2k+1)2t/T sin
A

k=0
0o

1k
o—@ktn2yr (=1) LAy

>_7T (2k+1) s




Plausibilitatscheck: Wie lange toastet Brot? e

Aufgabe: Wie lange toastet Brot? Welche Temperatur wird erreicht?

Losung: Toastbrot der Dicke L = 14mm wird bei 220°C getoastet.
Die Temperaturleitfahigkeit betragt etwa x ~ 0.5 - 10~%m?/s: Messen!
Die natlrliche Zeitskala ist hier T = L?/xkn? ~ 40s: Plausibel!

Der Temperaturverlauf ist (ndherungsweise fir ¢t > T):

4
t o~ 220°C —200°C - —e t/T
T
Zwei Minuten toasten, also ¢t = 120s = 3T, ergibt:

4
220°C — 200°C - — e ™3 ~ 200°C
T



Physikalische Beispiele: Materialkonstanten
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Die Temperaturleitfahigkeit = \ /(o ¢) kbnnen wir berechnen aus
Warmeleitfahigkeit A\, Dichte o und spezifischer Warmekapazitat c.

Material o/ %] c¢/gk A/ Wk /1076m
Tannenholz 600 2720 0.12 0.07
Fensterglas 2480 700 0.87 0.50
Stahl (leg./unleg.) 7800 460 15---50 4---14
Kupfer (rein) 8940 383 400 117
Marmor ~ 2600 ~ 800 ~ 2.8 ~ 1.35
Beton ~ 2400 ~ 880 ~ 2.1 ~ 0.99
Granit ~ 2640 ~ 820 ~ 1.6 ~ 0.74
Ziegelstein ~ 1700 ~ 840 ~ 0.4 ~ 0.28
Wasser bei 0°C 999 4220 0.561 0.133

50°C 990 4181 0.642 0.155

100°C 958 4216 0.679 0.168
Luft bei 1013hPa | 1.3---1.0 ~ 1005 | 0.025---0.030 19---30
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Die inhomogene Warmeleitungsgleichung

Aufgabe: Lésen Sie die inhomogene Wéarmeleitungsgleichung:

Owu(t,z) — kO?u(t,z) = f(t,x) furallet>0und0 <z < L,
u(t,0) = u(t,L) =0 Randbedingungen fir ¢ > 0,
u(0,z) = g(x) Anfangswerte fir 0 < z < L.

Nutzen Sie den Lésungsansatz durch Variation der Konstanten:

ch sin(nmz/L)
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Die inhomogene Warmeleitungsgleichung

Losung: Einsetzen dieses Ansatzes in die PDE:

uult,x) — kO2ult,z) = 3 [c;(t) + /fcn(t)(mr/L)Q] sin(nma/L) = f(t,z)

n=1

Fir t = 0 ist zudem der Anfangswert vorgegeben:

u(0, x) Z )sin(nwz/L) = g(x)

n=1

Zum Vergleich entwickeln wir auch g und f in Fourier—Sinusreihen:
x) = Z ap sin(nmz/L), f(t, Z by (t) sin(nmx/L).
n=1

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir eine ODE erster Ordnung:

() + (0?/T) ca(t) = bu(t),  cn(0) = an




Beispiel: gleichmafiges Aufheizen
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u(t,x) = % i [1 — e_(2k+1)2t/T]
k=0

sin((2k + 1)mz/L)

(2k + 1)3
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Beispiel: gleichmafiges Aufheizen

Aufgabe: Lésen Sie das Anfangsrandwertproblem

du(t,x) — kO?u(t,z) = 1/T furallet>0und0 <z < L,
u(t,0) =wu(t,L) =0 Randbedingungen flr ¢ > 0,
u(0,z) =0 Anfangswerte fir 0 < x < L.

Losung: Wir kennen bereits die allgemeine Lésung:

ch sin(nmx /L)

Fourier—Entwicklung der Rechteckfunktlon.

{0 flr n gerade

an sin(nrz/L) =1 mit b, = .
4/(nm)  flr n ungerade

n=1
Gewohnliche Differentialgleichung fur die Koeffizienten ¢, (¢):
cn(t) + (?/T) en(t) = bu/T,  ca(0) =0

Ldsung fir n gerade ¢, (t) = 0, ungerade ¢, (t) = —-[1 — e /7],

n=m
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Neumann—Randbedingung: Wéarmeisolierung

Aufgabe: Losen Sie das Anfangsrandwertproblem

ou(t,z) — k0%u(t,z) =0 firallet>0und0 <z < L,
Ozu(t,0) = 0yu(t,L) =0 Randbedingungen fur ¢ > 0,
u(0,2) = g(x) Anfangswerte fir 0 < z < L.

Lésung: Der Produktansatz u(t, z) = v(t) w(z) separiert dies zu

1) o)
Kk v(t) w(x)

=\

Wir erhalten zwei gewdhnliche Differentialgleichungen:

V' (t) = kAo(t) und w’(x) = Aw(x)

Die Randbedingung Ubersetzt sich in w'(0) = w'(L) = 0.



Produktlésungen und Superposition
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Erstes Teilproblem: v (z) = Aw(x) mit w'(0) = w'(L) =0
Lésungen: w,(z) = cos(nmz/L) mit A\ = \,, = —(nn/L)?

Zweites Teilproblem: v/(t) = kA v(t) mit A\ = A = —(nw/L)?

Losung: v, (t) = e~ (/L)*st — o=n*t/T mit Abklingzeit T = L2/ k7>

Zusammengesetzte Eigenfunktion:

=5 cos(nmz/L)

un(t7x) = vn(t) wn(x) =¢e

Die allgemeine Lésung erhalten wir durch Superposition:

0
u(t,x) = % + Z an e T cos(nmz/L)

n=1
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Lésungen des Produktansatzes: u, (¢, x)
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Lésungen des Produktansatzes: us(t, x)




Lésungen des Produktansatzes: us(t, z) e
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Lésung der Anfangsbedingungen

Die allgemeine Losung erhalten wir durch Superposition:

o0
u(t,z) = % + Z ane T cos(nmx/L)

n=1

Einsetzen der Anfangswerte fur ¢t = 0 liefert:

u(0,z) = % + Zan cos(nwx/L) = g(x)

n=1

Die Koeffizienten a,, erhalten wir aus den Anfangsdaten dank Fourier:

L
By = i/ g(z) cos(nmz/L) da
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Beispiel: Warmeausgleich bei Isolierung
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Beispiel: Warmeausgleich bei Isolierung

Aufgabe: Lésen Sie das Anfangsrandwertproblem

opu(t,x) — du(t,z) =0 furallet>0und0 < z < m,
O,u(t,0) = 0,u(t,m) =0  Randbedingungen fiir t > 0,
u(0,z) = g(z) := x(m —x) Anfangswerte fir 0 < = < 7.

Loésung: Wir kennen bereits die allgemeine Lésung:

+ Z ane "™t cos(nz)

Fourier—Entwicklung der Anfangswerte g(x) = z(m — x):

‘ —4/n? furn > 2 gerade,
ao + Z ap cos(nx) also a, = /n . n=29
0 flr n ungerade.

Die gesuchte Losungsfunktlon ist demnach

2 oo

u(t, ) = % B Zef4k2t cos(2kx)

k2
k=1




Wie schnell kiihlt eine Kugel ab?
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Der Laplace—Operator bei spharischer Symmetrie ™

Zur Vereinfachung nutzen wir spharische Symmetrie:

U:R=R: (z,y,2) = Uz,y,2) = u(\/m>
Hier zahlt nur der Radius = /22 + 42 + 22 und somit die Funktion
u:Rsg =R :r—ur).
Aufgabe: Berechnen Sie den Laplace—Operator AU (z,y, z) mittels u.
Lésung: Wir leiten geduldig ab: Wir finden 9,r = x/r und somit
O u(r) = o/ (r) - =

- dank Kettenregel,
,
2

2
B2 u(r) = u(r) % rl(r)- L :2" " dank Produktregel.

Ebenso fir 97 u(r) und 82 u(r). Die Summe ergibt schlieBlich:

2 1
(92 + 8; +02)U(z,y,2) = u"(r)+ ;u/(r) = T—Qar [TQ& u(r)]
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Warmeleitung einer Kugel

Aufgabe: Lésen Sie die spharische Warmeleitungsgleichung

Opu(t,r) = %ar [r28r u(t, 7‘)} farallet >0und 0 <r < R,

u(t,R) =0 Randbedingungen fir ¢ > 0,
u(0,7) =1 Anfangswerte fir 0 < r < R.

Lésung: Wir trennen die Variablen durch den Produktansatz
u(t,r) =v(t) w(r).

Dies entkoppelt unsere PDE zu zwei Eigenwertgleichungen:

V'(t)=Av(t) und w"(r)+ %w’(r) = %w(r)

Zu jedem ) € R haben wir links die Losung v(t) = e*.



Warmeleitung einer Kugel
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Rechts substituieren wir ¢(r) = rw(r):
w(r) =q(r)/r
w'(r) = ¢ (r)/r —a(r)/r?
w"(r) = q"(r)/r = 2¢'(r)/r* + 2q(r) /r*
Aus w"(r) + (2/r)w'(r) = (A/k) w(r) wird damit ¢" (r) = (A\/k) q(r).
ar+0b

A=0: w(r) = " mita,b € R,

a e+ar + b efar

A>0: w(r) = ——, a=+/Ak

r

X< w(r) = asin(wr) + bcos(wr)7 Py

,
Endlichkeit von w(0) und die Randbedingung w(R) = 0 erflllt nur

w(r)=a

sin(wr)
r

mitw = w, :=nr/Rundn =1,2,3,..., somit A = )\, := —(n7/R)*x.
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Warmeleitung einer Kugel

Zusammengesetzte Eigenfunktionen:

(£, 1) = 0 () 1y () = 02T W

Weitere Lésungen erhalten wir durch Superposition:
sin(nmr/R)

o0 00
u(t,r) = Z antn(t,r) = Z Qn e—n2t/T
r
n=1 n=1

Damit I6sen wir schlieBlich die Anfangsbedingung flir ¢ = 0:

u(O,T):ZanM = 1 far 0 <r < R.

r
n=1

Wie lésen Sie > a, sin(mrr/R) = r? Durch Fourier—Entwicklung!

zz n+178m”$):x fur |z| < 7

R) .
5 ye sin(nmr/ _1 ¢
Z iR ir |r] < R



Warmeleitung einer Kugel

R408

Als Lésung u:R>q x [0, R] — R fiir die Kugel erhalten wir:

o0

u(t,r) =2 (-1)
n=1

nt1 —n2t/T sin(nmr/R)
nmr/R

Zum Vergleich die Lésung v :R>¢ x [0, L] — R flr einen Stab:

k

Z

(2k+1)2t/T sm((2k + 1)7r3:/L)

2k +1
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Warmeleitung einer Kugel
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Warmeleitung einer Kugel
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Warmeleitung einer Kugel

®U3(t, x)
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Warmeleitung einer Kugel

®u4(t, x)
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Warmeleitung einer Kugel
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Warmeleitung einer Kugel
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Warmeleitung einer Kugel
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Warmeleitung einer Kugel
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Zeitliche Entwicklung der Kerntemperatur

U(t, O) e‘l ~ 037
e 2~x0.14
e 3 ~ 0.05
0 1 2 T|=lt/IC

Die natirliche Zeitskala ist hier 7 = (7/R)%*kt = t/T mit T = R?/kn?.

o0 B . R)
b ) = 9N (_q L g—ntt/T Sin(nar/R)
u(t, 7) ;( ) © nnr/R

o
u(t,0) =23 (—1) e T 9et/T
n=1



Plausibilitatscheck: Wie lange kochen Eier?

R418

Aufgabe: Wie lange kochen Eier? Erklaren Sie die Formel:

t:T~ln[2

TAuBen - TStart}
Taugen — TZiel

Lésung: Typischer Durchmesser D = 44mm, also Radius R = 22mm.
Die Temperaturleitfahigkeit betragt etwa x ~ 0.2 - 10~%m? /s: Messen!
Die natirliche Zeitskala ist hier T = R?/k7? ~ 240s = 4min: Plausibel!
Der Temperaturverlauf ist (ndherungsweise fir t > T)):

t
6min = 1.57 +—
8min = 2.07"

10min = 2.57

100°C — 93°C -
100°C —93°C -
100°C —93°C -

100°C — 93°C -

2 e—t/T

2¢ 1% ~ 60°C
2¢ 20 ~ 75°C
2e 2% ~ 85°C



Plausibilititscheck: Wie lange kuhlt Bier? e

Aufgabe: Wie lange kochen Sie ein Strauf3enei mit 15cm Durchmesser?
Loésung: Der Durchmesser ist 3.4mal gréB3er, die Zeit etwa 11.5mal.

Aufgabe: Wie lange kihlen Sie ein 51-Fass Bier? eine Flasche Sekt?
Lésung: R ~ llcm, k ~ 0.14 - 10~%m? /s, T = R?/kn? =~ 8800s ~ 2.5h.
Flasche grob gerundet R ~ 5cm, T = R?/km? ~ 1800s ~ 0.5h.



CSI: Stuttgart e

Aufgabe:
Die Polizei findet morgens um 6 Uhr ein Mordopfer im Schlossgarten.
Die AuBentemperatur betragt recht konstant 10°C, die Temperatur in der

Mitte des Gehirns liegt noch bei 20°C. Der Kopfumfang ist U = 57cm.
Wann geschah der Mord?

Lésung: Radius R ~ 9cm, Temperaturleitfahigkeit x ~ 0.2 - 10~%m? /s.
Die natlrliche Zeitskala ist hier T = R?/k7? ~ 4100s ~ 1h10.

— 2
t:T.ln[QTAUBG”TSta”} :T-ln[2-7] ~ %h
Thausen — TZiel 10
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