Kapitel P

Partielle Differentialgleichungen (PDE)
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Motivation zu Differentialgleichungen

Zur Erinnerung: Gewohnliche Differentialgleichungen (ODE)
handeln von Funktionen w(z) in nur einer Variablen x, also

u:RDI—-R™: 2 u(z).
Gesucht sind die Lésungen einer gewdhnlichen Differentialgleichung

F(x,u,u o d" ... ,u(k)) =0

Bei partiellen Differentialgleichungen (PDE) betrachten wir allgemein
Funktionen u(x1,...,z,) in mehreren Variablen z1,...,z,, n > 1, also

u:R"DQ =R (21,...,2,) = u(xg, ..., 2).
Gesucht sind die Lésungen folgender Gleichung:

2 k
F(xi,...,xp,u,01u,...,00u,01u,...,00u) =0
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Systeme partieller Differentialgleichungen

Ein System partieller Differentialgleichungen entsteht aus mehreren
Funktionen uq, ..., u,: Q — R. Diese kbnnen wir zusammenfassen zu

u:R"DQ—=R", w=(u,...,up).
Das System der partiellen Differentialgleichungen schreibt sich dann

Fl(ul,...,um,...,al’ui,...):0

Fy(ut, .o Umy. .., 0%u;y...) =0
Als Beispiel hier drei beriihmte Gleichungssysteme, die seit dem 19.
Jahrhundert ausgiebig untersucht und vielfaltig genutzt werden:
Die Cauchy—Riemann-Gleichungen sind vollstdndig verstanden,
die Maxwell-Gleichungen auch weitgehend aber viel schwieriger,
die Navier-Stokes—Gleichungen noch nicht (diese sind nicht-linear).
die Konvektions-Diffusions-Gleichung (eine lineare PDE).



Cauchy—Riemann und Maxwell-Gleichungen

P105

Die Cauchy-Riemann-Gleichungen fir u,v: R? > Q — R lauten
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<= Das Vektorfeld (u, —v) erfullt div(u, —v) = 0 und rot(u, —v)

=0.

<= Die komplexe Funktion f = u+iv:C D Q — C ist holomorph.

S ap(z — 20)".

<= Lokal ist f eine komplexe Potenzreihe, f(z) =
— Beide Funktionen u, v sind harmonisch, also Au = Av = 0.

Die Maxwell-Gleichungen fiir die Felder E, B : R* > Q — R3 lauten

V'EZ47TQ,

V-B=0,
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Jede ebene stationare Lésung E : R2 > Q — R? ohne Quellen entspricht
einer holomorphen Funktion f = E;

—iFEy:C D Q — C und umgekehrt.



Konvektion-Diffusion und Navier-Stokes mee

Allgemeine Bilanzgleichung / Transportgleichung der Strémungslehre:

Iatu(t, :U)I—i— IV [Tu(t, x)]l = IV [k Vu(t, x)]l—l-lcu(t, x)l—i- q(t,x)

Anderungsrate Zu/Abfluss: Konvektion

Diffusion: div grad Wachstum/Zerfall Quellen

Angewendet auf die Impulsdichte @ = ¥p erhalten wir daraus
die Navier-Stokes—Gleichungen fir inkompressible Fluide:

Massenerhaltung:  divd = Z g;k —
k

Impulserhaltung: 881: + kaggz = ’/A”i_zgﬁ
k %

Anderung Konvektion Diffusion

—
intern extern

Jede ebene stationdre Strémung v = (v, v2) : R? D Q — R? konstanter
Dichte ohne Wirbel, ohne Reibung und ohne duB3ere Krafte entspricht
einer holomorphen Funktion f = vy —ive : C D Q2 — C und umgekehrt.
Der Druck p berechnet sich hieraus durch p + (9/2) (v} + v3) = const.
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Einfache Beispiele

Zum Aufwarmen ein paar konkrete Beispiele partieller Ableitungen:
Oy [eizy] =iy %, Oy [em’} =iz eV

Bei partieller Ableitung nach x werden alle anderen Variablen wie
Konstanten behandelt. Ein beliebtes Ubungsbeispiel aus der HM2:

0[] = 8 (e)™] = 0[] = yu(ymy)
0[] = 8, (€)™] = 8, [e™] =y (g +)
Aufgabe: Finden Sie eine Losung v : R? — R der (linearen) Gleichung
z dpu(x,y) — yoyu(z,y) = 0.

Mégliche Losung: u(x,y) = ¥, oder allgemeiner u(x,y) = f(xy).
Aufgabe: Finden Sie eine Lésung u: R x R-y — R der Gleichung

z Opu(,y) —y Oyu(zr,y) + zyu(z,y) = 0.

Mégliche Losung: u(x,y) = y™. Suche ist schwer, die Probe leicht!



Lineare PDE erster Ordnung
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Lineare PDE erster Ordnung

Grundidee: Konstruiere die Funktion u(x,y) entlang ihrer Hohenlinien!
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Lineare PDE erster Ordnung

Zu I6sen sei eine lineare PDE erster Ordnung:

a(z,y) Opu(z,y) + b(z,y) Oyu(z,y) =0 firalle (z,y) € Q C R?.

Eine charakteristische Kurve, oder kurz Charakteristik dieser PDE,
ist ein differenzierbarer Weg [a, b] — Q C R? mit s — (x(s),y(s)) und

x’(s) = a(x(s),y(s)),
y'(s) = b(z(s), y(s))-
/\ Solche gewdhnliche DGSysteme kénnen wir bereits l6sen!

Ist die Funktion h(s) = u(x(s),y(s)) dann konstant, so verschwindet die
Ableitung, also

oy _du(z(s),y(s))  Oudxr  Oudy
0=We) = =4 ~ s T ayds
= #'(s) Opu(z(s),y(s)) +y'(s) Oyu(x(s),y(s))

= (1(1', y) 8xu(l" y) + b(xv y) 82/“’(‘757 y)
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Lineare PDE erster Ordnung

Satz P2c¢ (Lésung entlang charakteristischer Kurven)
Eine C'—Funktion w: Q) C R? — R Iést

a(z,y) Oyu(z,y) + b(x,y) Oyu(z,y) =0

genau dann, wenn u konstant ldngs jeder charakteristischen Kurve ist.

v

Der Weg v : [a,b] — Q mit s — (x(s),y(s)) beschreibt eine Niveaulinie
von u, und die Charakteristiken gehen durch jeden Punkt in €.
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Erstes Anwendungsbeispiel

Aufgabe: Finden Sie alle stetig differenzierbaren Funktionen

w:QCR* >R mit ydyu—xdu=0 und(1) wu(z,0) = cos(z?),
(2) u(ac, 0) =1- $2/2a
(8) u(z,0) = sin(z).

Losung: Die charakteristische Kurve s — (x(s),y(s)) durch den
Startpunkt (z(0),y(0)) = (=0, 0) erflllt folgendes DGSystem:

2'(s) = y(s), x(0) = xo,
y'(s)=—a(s), y(0)=0.
Zu lésen ist also ein lineares DGSystem, in Matrixschreibweise:
2\ _ (0 1) [z
y) \-1 0/ \y

Die Lésung des AWP ist der Kreis z(s) = zgcos(s), y(s) = —xosin(s).
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Erstes Anwendungsbeispiel

(1) Die gegebenen Anfangswerte u(x,0) = cos(x?) auf der z—Achse
werden entlang der Kreise 22 + 32 = const transportiert:

u(zr,y) = cos(x? + y?) u(z,y) =1 - (22 +y?)/2

(2) Ebenso fiir die gegebenen Anfangswerte u(z,0) = 1 — 22 /2.

(3) Die Anfangswerte u(z,0) = sin(z) erlauben keine Lésung, da
u(—z,0) = —u(z,0)! Man sagt auch, dass die Anfangswerte das
Problem Gberbestimmen.



Zweites Anwendungsbeispiel
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Aufgabe: Finden Sie alle stetig differenzierbaren Funktionen

w:R* >R mit ydu+rdu=0 und(1) wu(z,0)=cos(z?),

(2) U(Oa y) = COS(y2),
(3) beides.

Loésung: Die charakteristische Kurve s — (z(s),y(s)) durch den
Startpunkt (x(0),y(0)) = (x0,0) erflllt folgendes DGSystem:

a'(s) =y(s),  x(0) = o,
y'(s) =a(s), y(0)=0.
Zu lésen ist also ein lineares DGSystem, in Matrixschreibweise:
)-( ) 6)
y') \1 0)\y

Die Lésung ist die Hyperbel z(s) = xgcosh(s), y(s) = xosinh(s).
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Zweites Anwendungsbeispiel

(1) Die gegebenen Anfangswerte u(x,0) = cos(x?) auf der z—Achse
werden entlang der Hyperbeln 22 — 42 = const transportiert:

u(z, ) = cos( 2—y?) u(z,y) = 605(7932 —y?)

Diese Aufgabenstellung (1) ist noch unterbestimmt. Ebenso (2).
Erst beide Daten zusammen (3) bestimmen «: R? — R eindeutig.



Quasi-lineare PDE



Die Charakteristikmethode fir q.l.-PDE
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Definition P2D (lineare und quasi-lineare PDE)
Eine quasi-lineare PDE erster Ordnung ist von der Form

Hierbei sind a,b, f: Q2 x R € R? x R? — R stetig, gesucht ist u: Q — R.
Spezialfall sind (in «) lineare PDE erster Ordnung L u = f, also

a(z,y,uw) Opu + b(x,y,u) Oyu = f(z,y,u).

Lu(z,y) = a(z,y) Opu+ b(x, y) Oyu + c(z,y) u = f(z,y).

Aufgabe: Sind folgende PDE linear? quasi-linear? nicht quasi-linear?

Die PDE
Die PDE
Die PDE
Die PDE
Die PDE

Opu+Oyu=u+1
y Oyu + sin(z) dyu = cos(z + y)
Ozt + u Oyu = cos(y) cos(u)
x0pu + u? Oyu=e"+e "
Ozu + (Oyu)®> =0

ist...
ist...
ist...
ist...
ist...

linear.

linear.
quasi-linear.
quasi-linear.
nicht quasi-linear.
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Quasilineare PDE und Charakteristiken

Zu lésen sei die quasi-lineare PDE erster Ordnung

a(z,y,u) Opu + b(x,y,u) Oyu = f(z,y,u) firalle (z,y) € Q C R?
u(z,y) = uo(z,y) furalle (z,y) € A C Q.

Eine charakteristische Kurve der PDE durch den Punkt (zg,y0) € A ist
ein differenzierbarer Weg [a,b] — ©Q x R mit s — (z(s),y(s), z(s)) und

z' = a(z,y, 2), z(0) = o,
y =b(z,y,2),  y(0)= o,
Z/:f($7yvz)v Z(O) :u(](anZ/O)'

Langs jeder Charakteristik erflllt die Losung v dann u(z(s), y(s)) = z(s).
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Zweidimensionales Anwendungsbeispiel

Aufgabe: Finden Sie Uber R? alle stetig diff’baren Funktionen u (¢, x) mit

ou+ x0yu=2x fur¢ > 0und z € R,
u(0,z) = f(z) furt=0und x € R.

u(t, )

f(x) = =sin(x)
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Zweidimensionales Anwendungsbeispiel

Lésung: Wir lesen die charakteristische Gleichung ab:

t'(s) =1, t(0) =0,

7'(s) = z(s), x(0) = xo,

Z(s)=x(s),  2(0) = f(xo).
Wir erhalten t(s) = s, z(s) = zp €®, z(s) = xzpe® + C mit C = f(zo) — xo.
/\ Wegen t = s bietet es sich an, fortan t als Wegparameter zu nutzen.
Die Lésung unserer PDE ist hierdurch implizit gegeben:

u(t,z(t)) = zo(e’ — 1) + f(xo)

Wir 16sen =z = zg et auf zu g = = e~! und setzen ein:

u(t,z) =z (1—e ") + f(z e




Beispiel: Transportgleichung P223

Wir betrachten lineare PDE erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

Satz P2e (Lésungsformel fir lineare PDE erster Ordnung)
Zu lésen sei die folgende Transportgleichung fir u(t, x):

Opu(t,x) + boyu(t,x) + cu(t,x) = f(t,x) firt >0undz € R,
u(0,x) = g(z) firt =0 und z € R.

Dieses Cauchy-Problem wird gelést durch v:R>o x R — R mit

t
u(t,x) = g(x — bt) e + / f(T’ x — bt + bT) oc(T=t) 41
7=0
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Die Transportgleichung

Aufgabe: (1) Wie findet man diese Lésung? (2) Wie prift man sie?
Losung: (1) Wir lesen die charakteristische Gleichung ab:

z(t) = b, x(0) = xo

i) = f(t,2(t) —cz(t),  2(0) = g(zo)
Die Lésung ist z(t) = z¢ + bt, nach z( aufgeldst 2o = = — bt.

Die Gleichung flr z ist 2/(t) + cz(t) = f(t,zo + bt). Sie ist linear!
Fir diese gewdhnliche DG kennen wir eine Lésungsformel:

2(t) = 2(0) e~ + / f(ra(r)) e™Ddr

=0
Einsetzen von Charakteristik und Anfangswerten ergibt obige Lésung.

(2) Liegt die vermutete Formel erst einmal vor, so ist die Probe leicht: Es
genugt Einsetzen in die PDE und sorgféltiges Nachrechnen.
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Die
Transportgleichung
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Die Transportgleichung e

Aufgabe: Spezialisieren Sie die Transportgleichung flir ¢ = 0 und f = 0.
Welche Bedeutung haben die Koeffizienten b, c und die rechte Seite f?

Loésung: Wir spezialisieren die allgemeine Gleichung und ihre Lésung:
0w+ boyu =0 = u(t,z)=g(x—bt)

ou+bout+cu=0 = u(t,x)=g(z—bt)e

t

Opu + b Ou =f = u(t,x) =g(x—bt) —I—/ f(r, x=bt+br) dr
7=0



Die Potenzreihenmethode
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Lésung durch Potenzreihen

Aufgabe: Mit dem Ansatz u(t,) = Y, ;cy aij t'2? 16se man

Owu(t,z) + z Ozu(t,x) =0, u(0,z)==x

Lésung: Einsetzen in die geforderten Gleichungen ergibt:

(1) Zz’aij t g +Zjaij tal = 0, (2) Zaoj o= .

(2) Koeffizientenvergleich ergibt ag; = 1 und ag; = 0 fur j # 1.

(1) Es qilt (¢ + 1)a;41,; + jas; = 0. Rekursion a;;1 ; = z+1aw Far
1. _q 1 1 1
J=17 a1 =1, all__ﬂ’ a21—i, a31——§,
j#1: ap1 =0, ay3 =0, as1 = 0, az; = 0,

Diese Koeffizienten bestimmen die Losung. Wir erhalten:

3

00
—1)t .
_ Z(i')tzml _ xe_t

1=0
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Methodenvergleich: Viele Wege fuhren zum Ziel.

Aufgabe: Finden Sie alle C'—Funktionen »:R? > Q — R mit

wu(t,x) + 2% dpu(t,z) =0 und u(0,) = 2.

Nutzen und vergleichen Sie die beiden bisherigen Techniken:
(1) die Charakteristikmethode und (2) den Potenzreihenansatz.

Lésung: (1) Die Charakteristiken haben wir oben ausgeflhrt:
Die charakteristische Kurve durch (0,z¢) ist ¢t — (¢, zo/(1 — tzo) ).
Erreicht werden nur die Punkte in Q = { (¢t,z) € R? |tz > —1 }.

Als eine mogliche Losung finden wir so:

x

RZoQ SR :(t — u(t =
0 o0 — (t,z) — u(t, ) iz

© Der Transport entlang von Charakteristiken beweist die Eindeutigkeit
auf ; dartiber hinaus reichen die Anfangswerte nicht.



Methodenvergleich: Viele Wege fuhren zum Ziel.
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(2) Einsetzen von u(t, x) = Y, .y aij t'27 in die PDE ergibt:

Ziaij t eyl 4 Zj a;j it = 0, Zagj 2=z

Koeffizientenvergleich ergibt ag; = 1 und ag; = 0 fur j # 1.

Es gl|t (Z + 1)ai+1,j+1 +jai]’ = 0, also rekursiv Ait1,5+1 = 71’—{-716”]':
J=1: ap1= +1, ajp = —1, azy = +1, azp = — 1,
j#F1: ag; =0, aj+1 =0, az,j+2 =0, a3j+3 =0,

Diese Koeffizienten bestimmen eine Lésung. Wir erhalten so:

o0

u(t,z) = Z:(—l)itiavi+1 SH .

= 14tz
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Methodenvergleich: Viele Wege fuhren zum Ziel.

Die Charakteristiken (blau) decken nur einen Teil aller Punkte (¢, z) € R?
ab; hier wird der Funktionswert u(t, =) durch die Anfangswerte bestimmt.
A\ Im rot gefarbten Bereich hingegen ist der Wert u(t, ) unbestimmt.
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