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Integralsatze im Raum
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Klassische Anwendung: archimedisches Prinzip

Satz des Archimedes: Die Auftriebskraft eines Kérpers K
gleicht dem Gewicht go vols(K') der verdréangten Flussigkeit.
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Erinnerung: Kurven-, Arbeits- und Flussintegral

Sei ' C R? eine Kurve, parametrisiert durch einen Weg ~: [a, b] — R2.
Das Kurvenintegral von ¢:I'" — R ist definiert durch:

b
Jatart= / gl = [ atniela

Flr Arbeits- und Flussintegrale muss die Kurve T zusatzlich orientiert
sein, d.h. T" hat einen festgelegten Durchlaufsinn. Dann kénnen wir
diese Integrale fur f :T' — R? definieren durch

/Ff'df ::Lf-dw =/abf(v(t))-7’(t)dt.
/fodf :—/vfxd’y —/abf(’y(t))xy(t)dt.

/\ Diese Integrale sind invariant unter Umparametrisierung von ~ und
somit wohldefiniert fir die (orientierte) glatte Kurve I'
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Erinnerung: Integralsatze in der Ebene

Kurven I' c R? parametrisieren wir (stiickweise C') durch +: [a,b] — T.

b
Arbeitsintegral: /Ff-dF = GFf(s)-ds = fly(t) -+ (t)dt

t=a

Flussintegral: /fxdF = (s) xds := b fly(t) x+/'(t)dt
r sel’

t=a

Sei D c R? eine kompakte Flache mit stiickw. glatter Randkurve oD.
Flr jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f: D — R? gilt dann

Satz von Green: / f(s)-ds = / rot f(z,y) d(z,y),
s€dD (z,y)eD

Satz von GauB: / f(s) xds = / div f(z,y) d(z,y).
s€dD (z,y)eD




Integralsatze im Raum: Gauf3 und Stokes
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Sei VV ¢ R? kompakt mit stiickweise glatter Randflache S = V..

Satz von GauB: /
veV

div f(v) AV = /

f(s)-dS
seS=0V

Sei S C R3 eine stiickweise glatte Flache mit Randkurve I' = 95S.

Satz von Stokes: / rot f(s)-dS
seS

f(s)-dl
seI'=0S




F201

Das Kreuzprodukt von Vektoren im R3

w Erinnerung: Das Kreuzprodukt
zweier Vektoren u, v € R3 ist

Uy U1 U2V3 — U3zv2

(0
U X V2 = | uzv1 —u1v3
& u3 U3 U102 — U201

@ Der Vektor w = u x v steht senkrecht auf den Vektoren u, v.

@ Die Norm |w| ist der Flacheninhalt des von den Vektoren » und v
aufgespannten Parallelogramms, also |w| = |u]| - |v| - sin <t(u, v).

@ Dabher gilt w = 0 genau dann, wenn « und v linear abhangig sind.



Tangentialvektoren und Flachenelemente
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Ein parametrisiertes Flachenstiick ist eine stetig differenzierbare
Abbildung ®: D Cc R? — S C R3.

O(x,y)
Tldif Q T2dy
S
|
D (z,y)

erde <= eady

Am Punkt s = ®(z, y) heften die Tangentialvektoren

0P 0P
T, := %(x,y) und Tj:= a—y(m,y)

Der zugehdrige Normalenvektor ist das Kreuzprodukt N = T} x T5.

Der Flacheninhalt eines kleinen Flachenelements d.S ist daher

V012<I><[:B,x+dx] X [y,y+dy]) ~

O Bl
%(:r,y) X yy(x,y) dxdy



Integration Uber parametrisierte Flachenstlcke
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Sei ®: D c R? — R? ein parametrisiertes Flachenstlck. Fiir das
vektorielle bzw. skalare Flachenelement schreiben wir

dr Oy Oy

dd = (8(1) X 8(1)) d(z,y) und [d®|= 82 X 87(1) d(z,y).

Der Flacheninhalt des parametrisierten Flachenstiicks @ ist

0P 0P

voly(®) := /D|d®|:/( e
x,y)€E

) x 52 (o) dlo )




Integration Uber parametrisierte Flachenstlcke
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Definition F2A (Flachen- und Flussintegral)
Sei S C R3 ein glattes Flachenstiick, wofiir wir eine (regulare)

Parametrisierung ® : D ¢ R? — S wahlen.

Das Flachenintegral eines Skalarfeldes g: S ¢ R? — R ist

[ gtas)= [ glasi = [ g(@(x,y»\

%8y

0P X o® d(z,y).

FOr Flussintegrale sei die Flache S zusétzlich

orientiert. Das

Flussintegral eines Vektorfeldes f: S c R?® — R? ist

/de_/deD /f (z,9))

aq> 0
8y) d(z, y).

Dies ist wohldefiniert, d.h. unabhangig von der Parametrisierung ®.
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Orientierung einer parametrisierten Flache

Zeigt der Normalenvektor N (z,y) = 0,®(z,y) x 0,®(x,y) der Para-
metrisierung ® : D ¢ R? — R3 nach auBBen, so ist ® positiv orientiert.

Beispiel: Zur Parametrisierung ® : D — R? erhalten wir die umgekehrte
Parametrisierung @ : D — R? durch Vertauschung:

D={(z,y) €R?| (y,x) €D}, ®:D— R mit &(x,y) = d(y, )

Beide parametrisieren dieselbe Menge S = ®(D) = ®(D), aber mit
umgekehrter Orientierung: Das Kreuzprodukt wechselt sein Vorzeichen!

Flachenintegrale bleiben bei Orientierungsumkehr unverandert:

[ g1a8i= [ glas|
D D

Flussintegrale hingegen wechseln das Vorzeichen:

/Df-d@——/Df-dqx

/\ Fur D ist eine Orientierung fixiert, man schreibt aber: [, f - d®.




Nichtorientierbare Flachen 28

Wir nehmen im Folgenden stets an, dass S orientierbar ist, d.h. es
existiert eine Parametrisierung, flr die der Normalenvektor immer nach
auf3en zeigt (und insbesondere nicht verschwindet).

/\ Nichtorientierbare Flachen existieren, z.B. das Mébius—Band! Bei
einer Umdrehung dreht sich der Normalenvektor von auf3en nach innen.
Hier sind die Integralsatze also nicht anwendbar.

(34 rsin¥g)cosyp
i @) s 0<
M = (34 rsin F)singp ]
7 cos &

o < 2m
<r<i1
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Stickweise glatte Flachen

) Die Oberflache eines Quaders.

I Dieselbe Flache aber ohne Deckel.

Rechte-Hand-Regel: Die Orientierung der Flache S definiert
eine zugehorige positive Orientierung der Randkurve T" = 95S.
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Stickweise glatte Flachen

Eine Teilmenge S C R? heif3t stiickweise glatte Flache, wenn es
glatte Flachenstiicke 51, ..., S, gibt, sodass S = 51 U--- U Sy, qilt.

Wie im obigen Modell verlangen wir geometrische Vorkehrungen:

Die Flachensticke schneiden sich héchstens langs ihrer Randkurven.
Im Inneren jeder Kante schneiden sich héchstens zwei Flachensticke.
(In Eckpunkten kénnen mehrere Flachenstlicke zusammenstol3en.)

Innere Kanten treten also stets doppelt auf und heben sich (im Integral)
auf. Die verbleibenden einzelnen Kanten bilden den Rand 95S. Im Falle
95 = 0 nennt man die Flache S geschlossen.

Ein Orientierung von S besteht aus Orientierungen der Flachensticke
S, ..., Sk, die wie gezeigt in gemeinsamen Kanten gegenlaufig sind.
Dies definiert die Orientierung des Randes 05 im Satz von Stokes:

Beim Zusammensetzen einer stlickweise glatten Flache heben sich
innere Kanten paarweise auf, denn sie sind gegenlaufig orientiert.
Es bleibt die positiv orientierte Randkurve I' = 9S.



Integration Uber stlickweise glatte Flachen
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Definition F2F (Flachen- und Flussintegral)

Sei S C R? eine stlickweise glatte Flache. Wir wahlen (semi)regulére
Parametrisierung @, : D1 C R* — R?, ..., ®;: D C R* — R?, sodass
S =& (D) U---Udy(Dy) gilt und &;(D )ﬂ@ (Dj) =0 fari # j.
Das Flachenintegral eines Skalarfeldes g: S ¢ R? — R ist

/g|d5’| ::/ g[d<I>1|+"'+/ g |dPg|.
S Dy Dy,

FOr Flussintegrale sei die Flache S zusétzlich orientiert.
Das Flussintegral eines Vektorfeldes f:S c R? — R3 ist

/f-dS:_ Fod®y+--+ [ f-ddy.
S Dy Dy,

/\ Dies ist wohldefiniert, das heiBt, das Ergebnis ist unabhangig
von der Wahl der Zerlegung von S und der Parametrisierungen &;,.
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Der Integralsatz von Stokes

Satz F2G

Sei S C R? eine stiickweise glatte, orientierte Fldche. Ihre Randkurve
I' = 0S8 ist dann ebenso stlickweise glatt und werde positiv orientiert.
Fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f : S ¢ R? — R? gilt dann

/es rot f(s)-dS = f(s)-dI.

sel

Die Zerlegung dS = n(s) |dS| ergibt die gleichwertige Formulierung

/ rot £(s)-n(s)|dS| = [ f(s)-dl.
seS sel
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Spezialfall: geschlossene Flachen

Ist die Flache S c R? geschlossen, also 95 = 0, so gilt

/ rotf(s)-dS:/ f(s)+ds=0
ses s€0S



Zur Erinnerung: Rotation von Vektorfeldern

Fir jedes C'—Vektorfeld f:Q ¢ R? — R? definieren wir
0 i O2f3 — O3 f2

rot(f)= (0| x| fo] =|fi—0if3].
03 f3 O1f2 — 02 f1

Bemerkung: Der Satz von Green in der Ebene ist ein Spezialfall des
Satzes von Stokes:

Die Ebene betten wir ein als R? = R? x {0} ¢ R? und erhalten demnach
rot(f1, f2,0) = (0,0, 01 fo — 02 f1) und das Flachenelement (0,0, dS).



Beispiel zum Satz von Stokes
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Hitg
,
2
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A
o
&
=45 =

Aufgabe: Sei S c R? die nordliche Hemisphare vom Radius » mit dem

Aquator T' = 9S als Randkurve. Berechnen Sie [ rot(f)- dS und
Jp f-dT fir das Vektorfeld f(z,y,2) = (z —y,z + 2, —x — y).

Lésung: Wir berechnen zunéchst die Rotation des Vektorfeldes

x z—y o f1 —2
z —x—y 03

f3 2
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Beispiel zum Satz von Stokes

Die nordliche Hemisphére ist S = { (x,y,2) |22 +y> + 22 =72, 2 >0 }.
Diese Flache parametrisieren wir durch Kugelkoordinaten & : D — R3:

rsinfcos p
<0<
s:@<9>: rsinfsing |, D:{(9> O_H_W/Q}
\ rcosf ¢

0<p<27m
Wir berechnen die Tangentialvektoren und den Normalenvektor

r cos 6 cos —7rsin # sin ¢ r2 sin? 6 cos ¢
o 09 ) . 2 . op .
—xa—: rcosfsinp | x rsinfcosp | = | r*sin“fsingp | .
12

09 —rsind 0 2 sin 0 cos 6
FOr die gesuchte Zirkulation von f Uber S erhalten wir somit:

/ rot f(s)-dS = /Drotf(é(e,so))-(gfxg@)d(&sﬁ)

w/2 2w
/ / —2r2sin? 0 cos ¢ + 2r? sin? O sin ¢ + 2r? sin 6 cos 6 dp df
6=

1 w/2
= 47r? / sinfcosfdd = 4nr? [f sin(@)Q} = 21
6=0 2 6=0
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Beispiel zum Satz von Stokes

Die Randkurve I = 95 ist der Aquator, 9S = { (z,y,0) | 2%+ y> =2 }.
Diese Kurve parametrisieren wir durch den Weg ~: [0, 27] — R? mit

s=A(t) = <”{2> - (Zigﬁf) |

FUr das gesuchte Arbeitsintegral 1angs T" erhalten wir somit

2w

fs)-dl' = FOr(@)-~'(t) dt

sel’ t=0

o —rsint —rsint
= / 7 COSt . rcost | dt
t=0 \ —rsint — rcost 0
27
= / rdt = 2mr?
t=0



Der Integralsatz von Gauf3 im Raum e

Satz F2I

Sei V C R3 kompakt mit stiickweise glatter Randfldche S = 9V,
orientiert durch den von V' nach auf3en weisenden Normalenvekior.
Ftir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f:V — R3 gilt dann

/ div f(v)dV = f(s)-dS.
veV

seS

Die Zerlegung dS = n(s) |dS| ergibt die gleichwertige Formulierung

/ div fw)dv = [ f(s)-n(s)[dS|.
veV SES
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Ausfuhrliches Beispiel zum Satz von Gauf3

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie zu gegebenem r > 0 den Kdrper

V:{ (a:,y,z)GRB}m2+y2+z2§T2, 22()}
(2) Beschreiben Sie den Kérper V' explizit durch Parametrisierungen als
Normalbereich in z—Richtung, in Zylinder- und in Kugelkoordinaten.
(3) Berechnen Sie den Rauminhalt vol3(V') je nach Parametrisierung.
(4) Beschreiben Sie explizit die Randflache S = 9V wie in (2).

(5) Bestimmen Sie in jedem Randpunkt s den nach au3en zeigenden
Einheitsnormalenvektor nyy (s) sowie dS je nach Parametrisierung.

(6) Berechnen Sie den Flacheninhalt vol,(.S) je nach Parametrisierung.

(7) Berechnen Sie die Divergenz des Vektorfeldes f(z,y, 2) = (z,y, 2),
das Volumenintegral [, div(f)d(z,y, z) und das Flussintegral [ f-dS.
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Ausfuhrliches Beispiel zum Satz von Gauf3

(1) Zu r > 0 betrachten wir die nérdliche Halbkugel V':

(2) Wir kbnnen V' auf verschiedene Weisen parametrisieren:

x 9. 9 9 _ 9 pCos @ 0<p<r
ztF+y*+z22<r .
= = <p<
z

0<2<\/r2—p?

p COS 0<z<r psind cos @ 0<p<r
= psing | |0<p<Vr2—223 = psinfsing | |0<6 <7/
z 0<p< 27 pcosf 0<p<2rm
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Ausfuhrliches Beispiel zum Satz von Gauf3

(8a) Parametrisierung ®: D ¢ R? — V C R? als z—Normalbereich:

T P pCcos P O<p<r
y| =@ || =|psinp|, D= @ 0<p<2m
z z z z 0<z<r2—p2

Wir berechnen Jacobi—Matrix und Funktionaldeterminante:

cosp —psing 0
@':(W: singp  pcosp 0 = det® =p
(0, 0, 2) 0 0 1
Volumenberechnung dank Transformationssatz, Fubini und HDI:
wh(V) = [Ldes = [ jed]dipe)
1% D
r 2m r2—p? r
= / / pdzdpdp = / 2p\/12 — p2dp
p=0J =0 J2=0 p=0
_ 2m , 4 9 3/2}7‘ . 2m 4
= { 5 (P =» ) - 37
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Ausfuhrliches Beispiel zum Satz von Gauf3

Aufgabe:

(4) Beschreiben Sie explizit die Randflache S = 9V wie in (2).

(5) Bestimmen Sie in jedem Randpunkt s den nach au3en zeigenden
Einheitsnormalenvektor nyy (s) sowie dS je nach Parametrisierung.

(6) Berechnen Sie den Flacheninhalt vol,(.S) je nach Parametrisierung.

(7) Berechnen Sie die Divergenz des Vektorfeldes f(z,y, 2) = (z,y, 2),
das Volumenintegral [, div(f)d(z,y, z) und das Flussintegral [ f-dS.
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Ausfuhrliches Beispiel zum Satz von Gauf3

(4) Die Randflache S = 0V der Halbkugel V' besteht aus der
aquatorialen Kreisscheibe A und der nérdlichen Hemisphéare B:

x P COS @
. 0<p<r
_ 2 4 2 < g2 _ 3 SPp>
! {@ o } {(”ow) M””}

T 2., .2 2 _ 2 pCos 0<p<r
B = y $+yzl—g - = psin g 0<p<2m
z - z z=/1%— p?

p COS Y 0<z<r psinf cos @ p=r
= psing | | p=r?— 22 = psinfsing | |0<0 <7h
z 0< <27 pcosf 0<p<2rm
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Ausfuhrliches Beispiel zum Satz von Gauf3

(5a) In jedem Punkt s € A sehen wir die &uBBere Einheitsnormale
nav(s) = (0,0,—1) (senkrecht auf A, Lange 1, aus V' heraus).

Wir nutzen die Parametrisierung ® : D — A in Polarkoordinaten:
p COoS
_a(P) — . _J(r)]| O0=sp=r
S_CI)(sa) - (’)Slow) ’ D_{<<p) OS@SQW}'
Die beiden Tangentialvektoren und der Normalenvektor sind:

0% Zfﬁ:j op [ PSing 0v 00 8
- = ;o= peose], :
op 0 oy 0 6,0 &p p

(6a) Hieraus erhalten wir erneut den wohlbekannten Flacheninhalt:

1) 1) r 2
vola(A) = / |dA| = 8— X 8— d(p,p) = / / pdedp = mr?
A p=0J =0
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Ausfuhrliches Beispiel zum Satz von Gauf3

(7a) Das Vektorfeld f:R3 — R3 und seine Divergenz:

)

Die Quellstarke von f auf dem Bereich V ist

/div(f)d(x,y,z) = /3d(x,y,z) = 3vol3(V) = 2773,
v

v

) — div(f)=1+1+1=3

INEI SO

Das Flussintegral des Vektorfeldes f Uber die Kreisscheibe A ist:

f-aa =~ [ p@(e)- (G x 52) dee)

pCOS 0
= —/ psing [+ 0 d(p,p) = 0
D 0 p

© Anschauung: Das Feld f ist tangential zu A, daher f(s)+-dA = 0.

seA
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Ausfuhrliches Beispiel zum Satz von Gauf3

Flr die Berechnung des Flusses Uber B: Das Vektorfeld f steht Gberall
senkrecht auf B und hat dort Léange r. Hieraus folgt das Flussintegral

direkt und muhelos:
/ f+dB = / f(s)nav(s)|dB| = / r|dB| = r - voly(B) = r - 27r?
B s€B B

Bilanz zur Halbkugel V' und ihrer Randflache S = 0V = AU B:

2
vol(V /|dV| s, /div(f)dV:Zwr3,
14

voly(A) = / |dA| = 712, f(s)+dA =0,
A s€A

volp(B) = / dA| = 2m2, F(s)+dB = 2175,
A seB
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