Kapitel D

Integralsatze in der Ebene
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Motivation

Unser Vorbild ist der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:
Fur jede stetig differenzierbare Funktion F': [a,b] — R und f = F’ gilt

b
HDI: / f(@)dz = F(b) — F(a).

Das ist eine bemerkenswerte GesetzmaBigkeit: Das Integral Uber das
Intervall [a, b] 1&sst sich entlang des Randes 0[a, b] = {a, b} bestimmen!

Der HDI I&sst sich verallgemeinern von Dimension 1 auf 2 und 3 usw.
Die so entstehenden Integralsatze von Green, Gauf3 und Stokes
ermdglichen Berechnungen und nutzliche Umformungen von Integralen.
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Skalarprodukt in der Ebene

Fir u,v € R? ist das Skalarprodukt gegeben durch

UV = urvy + ugve = |u| - [v| - cos <(u,v).

v
= u

Das Skalarprodukt misst nur den tangentialen Anteil von v parallel zu u
(bzw. von u parallel zu v). Zwei Extremfalle sind besonders wichtig:

Stehen v und v senkrecht (geschrieben u L v), so gilt u-v = 0.
Liegen u und v parallel (geschrieben u || v), so gilt w+v = £|u] - |v].
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Kreuzprodukt in der Ebene

Fir u,v € R? ist das Kreuzprodukt gegeben durch

U X v =uvg — ugvy = |u| - |v| - sin <(u, v).

Das Kreuzprodukt misst nur den normalen Anteil von v senkrecht zu u
(bzw. von u senkrecht zu v). Zwei Extremfalle sind besonders wichtig:

Liegen v und v parallel (geschrieben u || v), so gilt u x v = 0.
Stehen u und v senkrecht (geschrieben v L v), so gilt u x v = £|ul - |v].



Vektorfelder, Divergenz, Rotation
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Wir betrachten ebene Vektorfelder

f 1 QC R2 — Rz : (:E,y) = f(ﬂf7y) = (fl(x’y)an(x’y))'

Wir definieren die Quelldichte oder Divergenz div f: Q2 — R durch

. 0 0
div f:= 01 f1 + 0a2fa = 67];1 + a];j

Wir definieren die Wirbeldichte oder Rotation rot f : 2 — R durch

0 0
vt f = O fo — Doy — 8—f - é’;l
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Wege und Kurven

Ein Weg im Raum R" ist eine stetige Abbildung

Y1(t)
~v:la,b] = R", tr—>7(t):< : )

n (1)
Die von ~ parametrisierte Kurve ist die Menge aller Bildpunkte,

P=q(at)={®)]a<t<b} < R

/\ Dieselbe Kurve l3sst sich durch mehrere Wege beschreiben!
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Differenzierbare und regulare Wege

Ein Weg 7 : [a, b] — R" heiBt stetig differenzierbar, kurz C*,
wenn jede Koordinatenfunktion 1, ..., v, : [a, b] — R stetig diff’bar ist.

Die Ableitung +' : [a, b] — R™ ist dann der Geschwindigkeitsvektor
_ 1 )=t Y1)

’y/(t) = lim W = lim h( — X
h0 PO St h) () )

Die euklidische Norm |7/(¢)| € R ist die absolute Geschwindigkeit.

Ein Weg 7 : [a, b] — R™ hei3t doppelpunktfrei, wenn fir s # ¢
stets v(s) # ~(t) gilt. Anders gesagt, die Abbildung ~ ist injektiv.

Ein Weg ~ heif3t regular, wenn ~ injektiv ist und stetig diff’bar mit
~'(t) # 0 fur alle ¢ € [a,b]. Seine Bildmenge T hei3t dann glatte Kurve.

Ein parametrisiertes Kurvenstiick (T',v) ist eine glatte Kurve I" ¢ R
mit einer Parametrisierung durch einen regularen Weg v : [a,b] = T.
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Das Wegintegral

Definition D1E
Sei v:[a,b] — R" ein stetig diff’barer Weg mit Bildkurve I" C R™.
Wir definieren das Wegintegral einer Funktion g:T" — R durch

b
Lol = [ gren olat

Zur Abkilrzung schreiben wir hier |dvy| = |/(¢)| dt.

Beispiel: Fir g = 1 erhédlt man die Weglange durch

b
aw=/ww=[|wmm
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Das Wegintegral - geometrische Interpretation

Beispiel: Sei v: [a, b] [a,b], v(x) =z, und g [a, b] — R stetig. Dann
ist [ gldy| = f[ab x) dz die Flache unter g Uber [a, b].

g

e A L

Im allgemeinen Fall v:[a,b] - T' C R” und g:T" — R gilt ebenso:
Das Integral fvg |dy| misst die Flache unter g Gber dem Weg +.
Man nennt dv anschaulich ein ,infinitesimales Wegelement“: Das
Integral f,yg |dy| summiert die Beitrage g |d~| Uber den Weg ~.
Vektorielles Wegelement (mit Richtung) +/(t)dt =dy=ds =....
Skalares Wegelement (nur Lange) |7/(¢)| dt = |dy| = |ds| =
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Beispiel: Schraubenlinie

LT Aufgabe: Bestimme die Lange der Schraubenlinie
o v:R—=R3 mit ~(t) = (rcos(2rt), rsin(2nt), ht).
RN Lésung: Der Geschwindigkeitsvektor ist

v (t) = (=277 sin(27t), 277 cos(27t), h).
h Seine Norm ist die absolute Geschwindigkeit
}yl(t)‘ =/ (277r)2 + h2.

Die Weglange der Schraubenlinie (nach « Umlaufen) ist demnach

((Ylo,) = / O"y’(t)‘ dt = uy/(27r)2 + h2.
t=
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Arbeitsintegral und Flussintegral

Definition D1F
Sei v:[a,b] — R™ ein stetig diff'barer Weg mit Bildkurve I" C R".
Das Arbeitsintegral eines Vektorfeldes f:T" — R™ ist

b
/fdv: Fv() -+ (1) dt.
Y t=a

Speziell in der Ebene (n = 2) definieren wir zudem das Flussintegral

b
/fxdwztfwu»xwmdt

Zur Abklirzung schreiben wir hier dy = +/(t) dt.
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Geometrisch-physikalische Interpretation

Links: Das Vektorfeld f: R™ — R™ kénnen wir uns als Kraftfeld
vorstellen. Der Weg ~: [a, b] — R™ beschreibt die Bewegung eines
Teilchens. Die dabei geleistete Arbeit berechnen wir geman
Arbeit = Kraft- Weg. Das Skalarprodukt zahlt nur den tangentialen
Anteil in Wegrichtung.
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f’} ’A‘ "v, ) \ ~ ‘v‘ ‘}»* Ay 411'
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< <
(R Y 4444’ x‘;"’y 1““‘
N Ay ST X oy o
N A“>,,"’x »} Fyyyt
LT Fyyvy Y

Rechts: Das Vektorfeld f kénnen wir uns auch als Strémungs-
geschwindigkeit einer FlUssigkeit vorstellen. In der Ebene ergibt das
Flussintegral die Uber ~ (von links nach rechts) flieBende
Flussigkeitsmenge. Das Kreuzprodukt zahlt den normalen Anteil
senkrecht zur Wegrichtung.



Beispiel: Schraubenlinie
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Aufgabe: Wir betrachten erneut die obige Schraubenlinie

r cos(27t)
v:ila,b] = R mit (t) = (r Sin(27rt)) .

ht

Berechnen Sie langs ~ das Arbeitsintegral des Wirbelfeldes

Zz )
R {z=y=0} >R3> mit f(y)xQ—:iL—yQ( g)



Beispiel: Schraubenlinie o

Loésung: Wir berechnen das Arbeitsintegral von f langs ~:

P P b
/ fls)-ds " / Fo)edy = [ pe) A ) e
r v

t=a

b ( Sin(27rt)/7’) (27rr sin(27rt))
= / cos(27mt)/r | 27r cos(2nt) | dt
t=a 0 h

b
:/ 2rdt = 27(b—a)
t

=a



D149

Integration Uber glatte Kurven

Bisher haben wir Uber explizit gegebene Wege ~: [a, b] — R™ integriert.
Wir definieren nun das Kurvenintegral von ¢:T" — R (ber eine durch ~
parametrisierte Kurve

b
/rg‘dm ::/79‘0”‘ :/a g(y(®) ' (1)] dt.

FOr Arbeits- und Flussintegrale sei die Kurve T" zusatzlich orientiert, d.h.
I" hat einen festgelegten Durchlaufsinn. Dann kdnnen wir diese Integrale
fur f:T — R™ bzw. R? definieren durch

fedl=f fedy = bf(’y(t))-v’(t)dt.
fow=[ro -]
/Ff x dI':= [yf xdy = /abf(’y(t)) x 7/ (t)dt.
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Orientierung von Kurven

Fur jede glatte Kurve I = v([a, b]) C R™ entspricht die Wahl einer
Orientierung einer Durchlaufungsrichtung. Gleichwertig hierzu ist die
Angabe von Startpunkt p = v(a) und Zielpunkt ¢ = ~(b). Wir sagen,
dass eine Parametrisierung ~ positiv orientiert ist, falls sie I" im Sinne
ihrer Orientierung durchlauft.

Zu jedem Weg : [a, b] — R ist der umgekehrte Weg

7:la,b) = R™ definiert durch () =~v(a+b—1t).

Mit -y ist auch 7 stetig bzw. stetig diff’bar, und ¢(5) = ¢(~y). Parametrisiert
~ die orientierte Kurve (T, ©), so parametrisiert 7 die umgekehrt
orientierte Kurve (T, )

Beispiel: Fur den Weg ~: [0, 27r] — R? mit v(¢) = (cost, sint) ist der
umgekehrte Weg 7: [0, 27r] — R2 mit ¥ = (cost, — sint).
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Orientierung von Kurven

Aufgabe: Wie verandern sich Weg-, Arbeits- und Flussintegrale?
Losung: Wegintegrale bleiben bei Wegumkehr unverandert:

/g!dvl —/gldv!-
Y Y

Arbeits- und Flussintegrale hingegen andern ihr Vorzeichen, da
() = —¥(a +b—t). Also:

[goav== s-an
/fodf‘y:—[yfxdﬂy.

/\ Fir Arbeits- und Flussintegrale muss I" mit einer Orientierung
versehen werden!
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Beispiel: ein Arbeitsintegral

Aufgabe: Berechnen Sie das Arbeitsintegral
[r f+dT" des Vektorfeldes f(xz,y) = (—y, )
langs des positiv orientierten Halbkreises I,

PR N
«— v
\$»)

S des Durchmessers A, sowie [, rot(f)d(z,y).
NN LT A
N \‘»V»”l Fd

Lésung: Fir I wahlen wir die Parametrisierung 3(t) = (cost,sint):

+r/2 , TR sint —sint
/Ff-dr:/t:_mf(ﬂ(t))-ﬁ(t)dt:/_m(Cost)-(Cost ) dt = =

Ebenso [, f+dA = 0. Esgilt rot(f) = 2, also [, rot(f)d(z,y) = 7.

Jede andere Parametrisierung der Kurve I' C R? flhrt zu dem selben
Ergebnis! Umgekehrte Orientierung kehrt das Vorzeichen um!
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Beispiel: ein Flussintegral

x A 14
N A4
\\ oM A T, . .
« = >, 7 ~\.  Aufgabe: Berechnen Sie das Flussintegral
=~ I 7P - L f x dT des Vektorfeldes f(z,y) = (z,y)
<« 2 3%« £~ Uberden positiv orientierten Halbkreis I und
&k > A A . .
ain.n ‘,,:'A“‘* ~ »/>  denDurchmesser A, sowie [, div(f)d(z,y).
Yy N
anparan R SR
¥ ‘}\f* <

Loésung: Fur I" wahlen wir wieder die Parametrisierung j:

+7/2 , "2 (cost —sint
/fodl“: /t_mf(ﬁ(t))xﬁ (1) dt = /_W/Q <Sint) « ( o > dt =«
Ebenso [, f x dA = 0. Es gilt div(f) = 2, also [, div(f)d(z,y) = 7.

Jede andere Parametrisierung der Kurve I' C R? fiihrt zu dem selben
Ergebnis! Umgekehrte Orientierung kehrt das Vorzeichen um!
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Ausblick Integralsatze

Zusammenfassend finden wir

/ rot £ (2, y) (e, y) = / f(s)-ds

(x,y)eD SeaD

[ aviepdey = [ g6 xds
(:c,y)ED SeaD

Das zwei-dimensionales Integral Gber die kompakte Flache D c R? ist
also gleich dem ein-dimensionalen Integral entlang der Randkurve
I'=0D.

Parametrisieren wir D durch einen regularen Weg ~ : [a, b] — R?, so
kann man sich ds = +/(¢) dt als Vektor der Lange |ds| vorstellen, der
tangential an ~ liegt. Das Skalarprodukt f(s)-ds = f(y(t))+~'(t) dt misst
den tangentialen Anteil von f langs der Kurve, das Kreuzprodukt

f(s) xds = f(~(t)) x +/(¢t) dt den normalen Anteil senkrecht hierzu.

Diese Satze gelten allgemein und insbesondere flir Gebiete mit
stickweisem Rand!
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Stickweise glatte Kurven

Eine Teilmenge I' C R" heif3t stlickweise glatte Kurve,
wenn es glatte Kurven 'y, ..., T’y gibtsodassI'=T7 U --- UTY%.

Eine Orientierung von I" besteht aus Orientierungen von I'y, ..., T';.

Zudem verlangen wir: Liegt ein s € T in mehreren Kurven I'y, dann nur
in zweien und zwar einmal als Zielpunkt und einmal als Startpunkt.

O AX

Innere Randpunkte treten also stets doppelt auf und heben sich auf. Die
verbleibenden einzelnen Randpunkte bilden den Rand oT". Im Falle
OI' = () nennt man die Kurve I" geschlossen.
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Kompakta mit stiickweise glattem Rand

Typisches Beispiel und Modell ist
ein Rechteck D = [a1, b1] X [ag, ba).

Definition D1G
D c R? heiBBt Kompaktum mit stiickweise glattem Rand, wenn gilt:
@ D ist kompakt und der Rand 0D ist eine stlickweise glatte Kurve.

@ In jedem regularen Randpunkt s € 0D liegt das Innere von D auf
der einen Seite von 0D und das AuBere auf der anderen Seite.

Der Rand ist positiv orientiert, wenn D stets links von 0D liegt.
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Integration Uber stiickweise glatte Kurven

Definition D1H (Kurvenintegrale)

Sei I' C R" eine stiickweise glatte Kurve, stlickweise parametrisiert
durch regulare Wege 71 : I — T'1, ..., & : I, — 'y, wie oben erklart.
Dann kdnnen wir das Kurvenintegral von ¢g:I" — R definieren durch

/gldFI ;:/ g|d71|+-~+/ g |dyg|.
r 71 M

Fir Arbeits- und Flussintegral sei die Kurve T" zusatzlich orientiert.
Dann kénnen wir diese Integrale fir f:I' ¢ R™ — R™ definieren durch

[reav= [ seanss [ feam,
r " Yk

/fXdF:: fxdy+-+ f < dvg.
r " Vi

/\ Dies ist wohldefiniert, das heiBt, das Ergebnis ist unabhangig von
der Wahl der Unterteilung von T'" und der Parametrisierungen ~; . . . , yx.




Ebene Vektorfelder und ihre Wirbeldichte

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie das Vektorfeld f(x,y

~—

= (z —2y,3z — y).

7 alin
T Ay RSN (Y
e
77???235i¢¢:1::::/9??§?;?7é/
mggﬁgz@a@;;;:;;;az%g@f‘%@
(Lange/20)| {4 A x v == :%??/ﬁfé//////////

(2) Berechnen Sie [, f(s)+ds und [, rot(f)d(z,y) fir das Dreieck D.



Ebene Vektorfelder und ihre Wirbeldichte o

Lésung: Die Kurve 9D ist polygonal und das Vektorfeld f linear in x, y.
In diesem Spezialfall kénnen wir das Arbeitsintegral summieren:

/8Df(5)‘d3 = Zk:f(sk)'tﬂfﬂ = 10

’ \ Schwerpunkt sy, \ Vektor f(si) \ Tangente iy, \ Lange Ty \Arbeit‘

Iy (1,-1) (3,4) (1,0) 2 6
Ty (2,0) (2,6) (0,1) 2 12
I's (1,0) (1,3) (-1,-1)/V2 2v/2 -8

Die Wirbeldichte rot(f) und die Wirbelstéarke auf D sind:
I‘Ot(f) = 81f2 — 82f1 =5
/ rot(f)d(xz,y) = 5vola(D) =10
D



D161

Ebene Vektorfelder und ihre Quelldichte

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie das Feld f(z,y) = (r —y+ 1,3y — 2z — 1).
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(2) Berechnen Sie [, f(s) x dsund [, div(f)d(z,y) fir das Dreieck D.



Ebene Vektorfelder und ihre Quelldichte o

Lésung: Die Kurve 0D ist polygonal und das Vektorfeld f affin-linear. In
diesem Spezialfall kénnen wir das Flussintegral summieren:

f(s) xds=>"f(sp)onp[Tk| = 8
oD .

’ \ Schwerpunkt s \ Vektor f(sk) \ Normale ny, \ Lange |T| \ Fluss ‘
I, (2,0) (3 3) (1,0) 2 6
'3 (1,0) (2,-2) (-1,1)/v2 2v/2 -8

Die Quelldichte div(f) und die Quellstarke auf D sind:
le f =01fitOafso =4
/ div(f = 4voly(D) =38



D163

Kurvenintegrale und Integralsatze in der Ebene

Kurven I' C R? parametrisieren wir (stlickweise C') durch v :[a, b] — T.
Am Punkt s = ~(t) heftet das infinitesimale Wegelement ds = ~/(¢) dt.

b
Kurvenlinge: / dar| = / ds| - / /(1)) dt
T sel t=a
b
Arbeitsintegral: /f-dF = f(s)+ds := fy(t) -+ (t)dt
r sel’ t=a
b
Flussintegral: /fxdF = f(s) xds := fy(t) x+'(t)dt
r sel’ t=a

Sei D c R? eine kompakte Flache mit stiickw. glatter Randkurve oD.
Flr jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f: D — R? gilt dann

Satz von Green: / f(s)-ds = / rot f(x,y)d(z,y),
sedD (z,y)eD

Satz von GauB: / f(s) xds = / div f(z,y) d(z,y).
s€0D (z,y)eD
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Der Integralsatz von Green

Fir D c R? kompakt mit stiickweise glattem Rand 0D besagt Green:

| rotf@pday) = [ f)-ds
(z,y)eD s€dD

Aufgabe: Rechnen Sie die Greensche Gleichung nach. ..
(1) Far f = (f1,0) horizontal und jeden Normalbereich in y—Richtung

D={(x,y) eR’|a<z<b glx)<y<h(x)}.
(2) Fur f = (0, f2) vertikal und jeden Normalbereich in z—Richtung
D={(z,y) eR*|a<y<b, gly) <z <h(y) }.

(3) Allgemein fir f = (f1, f2) und jeden Binormalbereich D c R2.
(4) Gilt Green fiir jedes Kompaktum D C R?, zerlegt wie in (3)?



Der Integralsatz von Green
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Y« « 4 <« k&

-— - -

Far f =

/ rot f(z,y) d(z, y)
(z,y)eD

Loésung:
(1) Zum Arbeitsintegral Gber 9D tragen
hier nur unterer und oberer Rand bei.

a:la,b] = R%  a(t) = (t9(t),
o/(t) = (1,4'(1)).

B:la,b] = R?, B(t) = (t,h(t)),
B(t) = (L' (1))

(f1,0) folgt Green aus Fubini und dem HDI:

. h(zx)
2 / / ———(z,y)dydx
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Der Integralsatz von Green

Yy
(2) Zum Arbeitsintegral Uber 9D tragen

hier nur linker und rechter Rand bei.
a:la,b] - R a(t) = (g(t),t),
o (t) = (g'(t),1).

(
Bifa,b] = R? - B(t) = (h(
( /

S
IS N NS B PR Sl P
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¥
Y
Y
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1
1
f
{
\
f

A

Fur f = (0, f2) folgt Green aus Fubini und dem HDI:

b h(y) 9
/ rot f(z,y)d(z,y) = / / f2 (z,y)dzdy
(z,y)€D y=a

b

= f2( (¥),y) — f2(9(y),y) dy

= /f ag - /f da = [ p)-as
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Der Integralsatz von Green

(3) Far Binormalbereiche folgt aus den Rechnungen (1) und (2):

/Drot(fl,fg)d(:p,y) L /Drot(fl,O)d(x,y)—|—/Dr0t(0,f2)d(x,y)

:2/ (f1,0) - ds+/8D(o,f2)-ds = 8Df(s)-d3

4) Sei D c R? ein Kompaktum mit stlickweise glattem Rand oD.
Wir zerlegen D in Binormalbereiche Dj:

' rot(f) ) =% /D rot(f) dir.y
I fs)rdsZ [ f(s)eds
0Dy, oD

A Arbeltsmtegrale langs innerer Kanten sind
gegenlaufig und heben sich paarweise auf!

[N

© Somit gilt der Satz von Green auch fiir D.
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Anwendungsbeispiel

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie das ebene Vektorfeld f:R? — R? mit

flz,y) = (z = 3y,52 +y)
sowie die Kurve I' = { (z,y) € R? | 22 + 4y = 4 }. Berechnen Sie (2)

das Flussintegral sowie (3) das Arbeitsintegral von f lber T'.
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T S S e e Lr 7 -
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Anwendungsbeispiel

Lésung: Wir wahlen eine Parametrisierung fir die Ellipse T', etwa
v:10,27] = T, ~(t) = (2cost,sint), +'(t) = (—2sint,cost).
Sie berandet D = { (z,y) € R? ’ 2% + 4y* < 4 } mit voly(D) = 2.

(2) Fur das Flussintegral von f Gber I nach auf3en erhalten wir

Jorxan = [ e t_of(v(t))xv’(t)dt

Param / 2cost — 3sint —2sint
= . X dt
+—0 \10cost +sint cost
2
= / 2cos(t)® 4 2sin(t)®> 4+ 17sintcostdt = 4x
t=0
Leichter mit GauB: Dank konstanter Divergenz div(f) = 2 erhalten wir

f(s) xds & /Ddiv(f)d(x,y) = 2voly(D) = 4.

oD



D203

Anwendungsbeispiel

3) Fir das Arbeitsintegral von f langs I" erhalten wir

/ par = [ = o)

Param / 2cost — 3sint —2sint
= : . dt
+—o \10cost +sint cost
2
= / 6sin(t)® + 10cos(t)? — 3sintcostdt = 167
t

=0
Leichter mit Green: Dank konstanter Rotation rot(f) = 8 erhalten wir

f(s)-ds =" /Drot(f)d(m,y) = 8voly(D) = 167.

oD
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Flacheninhalt aus Randkurve bestimmen

Satz D2A

Sei D c R? ein Kompaktum. Der Rand 0D sei parametrisiert durch eine
Kurve v :[a,b] — R? mit~(t) = (z(t), y(t)). Dann gilt:

b b
VOIQ(D):/ :U'(t)y(t)dt:/ x(t)y (t)dt

Beweis: Man betrachtet die ebenen Vektorfelder f(z

z,y) = (0,2z) und
g(z,y) = (—y,0). Man findet rot(f) = 1 und rot(g) = 1

Dank des Satzes von Green folgt:

b
voly(D) = /Drot(f) d(z,y) = an(S)'dS = /t: x(t)y' (t) dt

Die zweite Formel folgt aus der analogen Rechnung fir das Vektorfeld g.
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