Kapitel C

Integrale und Grenzwerte
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Wann vertauschen Integral und Limes?

C001
Uberblick

Integration einer Reihe: Unter welchen Voraussetzungen gilt

/kazjofk(x) de = kz::O /ka(x)dx ?

Stetigkeit des Integrals: Unter welchen Voraussetzungen gilt

k—00

/Q klggofk(x) dz = lim /ka(x)dm ?

Ableitung des Integrals: Unter welchen Voraussetzungen gilt

0 0
| fenw = o [ fena
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Gegenbeispiel zu Reihen Beispie

Fir £ € N sei fk = I[k,k+1] — I[k+1,k+2]-

Offensichtlich gilt [, fi(x) dz = 0.

|
T

I

T T

Auch far fo + fi ist das Integral Null.
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Gegenbeispiel zu Reihen Beispie

Aufgabe: Man berechne und vergleiche:

kZ:O /Rfk(x)dm = /R kzzofk(a:) dz

Loésung: Fir jedes k € N sehen wir :

/Rfk(x)d:c:0 = kzzo /Rfk(x)d:c =0

Andererseits kennen wir fir jedes = € R die Teleskopsumme

= [Tpy(@) — T g(2)] + [T oy (@) — T g ()] + ...

et [I[n+l,n+2} (x) - I[n+1,n+2}(x>]

=TXo,1)(%) — Ijnyimyo (@)



Daraus folgt fir jedes = € R :

> flw) = lim ka = lim (Tjpyy(> ) = Ippr npo)(z)
k=0

=TI (x) — Jim T, .n49) (z) = Ijpy(z)

/]R kzofk(x) d:r:/RI[O’H(x) =1

und damit
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Vertauschen von Integral und Reihe

Satz C1A
Sei fo, f1, f2,... : Q2 — C eine Folge messbarer Funktionen. Dann gilt

/ng - gfgfkr-

Ist dieser Wert endlich, so ist f = >"/2, fi in fast allen Punkten x €
absolut konvergent, zudem (ber 2 absolut integrierbar, und es gilt

/Qki:ofk = ki;o/ﬂfk-

zum Beweis:
1 man zeigt die Aussage fur Funktionen fj,: Q2 — [0, oo]
2 im Allgemeinen nutzt man die Zerlegung fr = f;" — fi
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zum Beweis von (1)

Seien fi.: Q — [0, 00]. Dank Linearitat des Integrals gilt

Inzz/ﬂkioszkf%/gfk

Wir haben monotone Konvergenz >~ fi ./ > rey [, also

Inz/gki:ofk b /ngf’“:”‘“

Es gilt [, f > 0. Hieraus folgt die monotone Konvergenz der Reihe

Inzkszofgfk b ;/ka::a

Die Folge I,, kann nur einen Grenzwert haben! Wir folgern A = B:

/Qki;ofk:ki;o/ﬂfk
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Integration von Potenzreihen Beispe

Aufgabe: (1) Integrieren Sie die auf |—p, p| konvergente Potenzreihe

f:}_pap[—)R7 f(fl‘):zakl‘k
k=0

2

(2) Konkretes Beispiel: Entwickeln und integrieren Sie f(z) =e™".

Lésung: Fir 0 < z < p vertauschen Integral und Reihe:

F(z) = f t)dt = Zaktk dt = Z / apth dt
t=0

t=0 tOkO

. k-1
k:+1 _; kT

/\ Die Vertauschung gilt hler dank absoluter Konvergenz auf [0, z].
(2) Konkretes Beispiel:

—z2 - (_1)k

k=0 k=0

2k r :Oo (D" ok
= Fl@) Zk!(%—kl)gg '



C109

Fazit: Wann vertauschen Integral und Reihe?

Fir f =>"72, fr mdchten wir Integral und Reihe vertauschen:

/Qifk(x) o - kf;/gfk(x)dx

k=0

Hierflr haben wir folgende hinreichende Kriterien:

@ Gleichheit gilt fir f; > 0: monotone Konvergenz!
@ Gleichheit gilt fir [ Y| fx| < oo bzw. fiir >~ []f] < oo,
@ insbesondere flr konvergente Potenzreihen, fi(x) = apa*.

/\ Andernfalls ist Vorsicht geboten: Vertauschbarkeit gilt nicht immer!



C201

Punktweise Konvergenz einer Funktionenfolge

Frage: Unter welchen Voraussetzungen gilt [, fi — [ f, falls fp — f ?

Definition C2A

Eine Funktionenfolge fi : 2 — C konvergiert punktweise fir k — oo
gegen die Funktion f:Q — C, wenn fi(x) — f(z) fUr jedes = €  gilt

Bemerkungen:
@ Stetigkeit und Integrierbarkeit kdnnen im Grenzwert verloren gehen!

@ Messbarkeit bleibt erhalten: Sind alle f, messbar und konvergiert
fx — f punktweise, dann ist auch die Grenzfunktion f messbar.

@ Aus monotoner Konvergenz 0 < f;, ~ f folgt stets [, f ./ [, -
@ Im Aligemeinen folgt aber aus f;, — f noch nicht [, fi, — [, f-
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Gegenbeispiel zum Grenzwert

Tk

Aufgabe: Fir k € N betrachten wir f;, : R — R:z — e~ (@07,
(1) Konvergiert f;. punktweise? Gegen welche Grenzfunktion f?
(2) Vergleichen Sie [, limj,_,o fi(x) dz und limy_, 0 [ fi(x) d.

Lésung: (1) Fir jedes x € R und k — oo gilt fx(z) — 0. (2) Daher qilt:

/Rkli_{gofk(x)d:c:/Rde:O # klirgo/Rfk(@dx:kh—?;o\f:ﬁ

/\ Anschauliche Ursache: ,Masse verschwindet nach Unendlich®.
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Gegenbeispiel zu Integrierbarkeit und Stetigkeit
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Gegenbeispiel zu Integrierbarkeit und Stetigkeit

Aufgabe: Skizzieren Sie fur k = 1,2, 3, ... die Funktion

Kz firo<z<4i

fk:[o,l]*)R mit fk(l‘):{l fﬂrl<x;’i,
; Sx< 1l

(1) Bestimmen Sie die Grenzfunktion f(z) = limy_c fi(2).
(2) Ist jede Funktion f; stetig? integrierbar? Ist f stetig? integrierbar?

Lésung: (1) Fur festes = € [0, 1] finden wir den Grenzwert

1/z fir0 <z <1,
li = = -
i, i) = 1) {o fir = 0.
(2) Jede der Funktionen f : [0, 1] — R ist stetig und somit integrierbar.
Die Grenzfunktion f hingegen ist weder stetig noch (absolut) int.bar.

/\ Sind alle Funktionen f;, stetig bzw. integrierbar, so kann man nicht
auf die Stetigkeit bzw. Integrierbarkeit der Grenzfunktion f schlieBen!

A\ Selbst wenn alle f, und die Grenzfunktion f integrierbar sind,
wie oben, gilt im Allgemeinen nicht die Konvergenz der Integralfolge!
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Der Satz von der majorisierten Konvergenz

Unter welchen VorsichtsmaBnahmen gilt folgende nitzliche Formel?

n—oo n—00

lim an(x)dm = /Qlim fn(z)dx

Satz C2D (Lebesgue 1901)

Sei fo, f1, f2,... : Q2 — C eine Folge von Funktionen mit f, — f.
Existiert fdr die f, eine integrierbare Majorante h: Q) — R, d.h.

|fn] < A, /h<+oo fiir alle n,
Q

dann ist f (absolut) integrierbar, und es gilt [, fn — [, f-

Beispiel: Ist vol(2) < 0o und |f,,| < M € R fir alle n € N, so definiert
h(z) = M eine integrierbare Majorante.

/\ Die punktweise Konvergenz allein geniigt nicht. Die Majorante
verhindert, dass Masse nach Unendlich verschwindet!



Folgerung: Vertauschbarkeit Integral und Reihe

Cca11

Sei (gx)ren eine Folge messbarer Funktionen gy : 2 — C mit

o oo
[l =3 [ ol < .
k=0 k=0

Dank majorisierter Konvergenz erhalten wir erneut

o (o)
/kaogk:kzo/ﬂgk‘

Beweis: Fir n — oo gilt (fast Uberall) punktweise Konvergenz

fnzzgk — f:ng-

Zudem ist h = "7 /|gx| eine Majorante fur (f,)nen, und somit

[ S fo-[5n



Fazit: Wann vertauschen Integral und Limes?
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Far f, — f mdchten wir Integral und Limes vertauschen:

lim [ fo(z)dz = /lim fn(z)dz
Q

n—oo 9] n—oo

Dies ist eine starke und nitzliche Stetigkeitseigenschaft des Integrals!

Hierflr haben wir folgende hinreichende Kriterien:
@ Gleichheit gilt bei monotoner Konvergenz 0 < f,, " f,
@ bei majorisierter Konvergenz f, — f mit |f,| < hund [, h < oo,
@ insbesondere, wenn vol(2) < co und |f,,| < M € R fur alle n € N.

/\ Andernfalls ist Vorsicht geboten: Vertauschbarkeit gilt nicht immer!
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zur Erinnerung: Stetigkeit

Definition C2E
Eine Abbildung F': X — Y heif3t stetig in f € X genau dann, wenn

lim F(fa) = F(lim f,) = F(f)

fir jede gegen f konvergente Folge (f»).




Parameterabhangige Integrale



Parameterabhangige Integrale
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Ein parameterabhéangiges Integral ist von der Form
Pla) :/ f@y)dy mit fiX xY —C.
Y

Beispiele: (1) Wir kennen dies bereits von Doppelintegralen

/XAf(x,y)dydx:/XF(x)da:.

(2) Das Newton—Potential einer Massenverteilung o: R3 — R ist

o(y)
ers |y — 7|
(3) Die Fourier—Transformierte einer Funktion f:R — C ist
1 [t

F:R—C mit F(:c):m/ e 1 f(y) dy.
Yy=—00

Frage: Ist F' stetig? diff’bar? Darf man 0, unters Integral ziehen?

0 ? 0
o [rewar = [ e

F:R* =R mit F(x):/
Yy



Stetigkeit von Parameterintegralen
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Wir wollen Stetigkeit nutzen und Grenzwerte unters Integral ziehen:

lim [ f(ey)dy éu/mwwy@—/fm
Y Y

T—T0 T—T

Satz C3A
EsseifirX cRP,Y CcRY, f: X xY — C die Funktion

F:X—C mit F(z / f(z,y)d
definiert. Ist f(x,y) stetig in x und dberY majorisiert integrierbar, d.h.

|f(z,y)| < h(y), fdr alle x und h integrierbar, dann ist F' stetig, d.h. wir
ddrfen den Grenzwert unter das Integral ziehen:

lim | f(e,y)dy =/hmfmy®—/fm

T—T0 y TT
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Stetigkeit von Parameterintegralen: Beweis

Nachrechnen: Fir z — x( gilt dank majorisierter Konvergenz:

lim F(z) = lim [ f(z,y)dy =2 / lim f(z,y)dy
Tr—TQ T—T0 Y Y T—T0
2 [ famay = P

Diese Rechnung zeigt die Stetigkeit von F'in x.

Far den Beweis hat man bendtigt:
@ Die Stetigkeit der Abb. f(—,y): X - C:z— f(z,y)inxy, VyeY

@ Die majorisierte Integrierbarkeit der Abbildung
flz,—):Y - C:yw— f(z,y) furalle z € X.

Bemerkung: Diese Bedingungen sind automatisch erfllt, wenn
f: X xY — C stetig und Y kompakt ist (d.h. beschr. und abg. in R").

© Die Kompaktheit von Y bzw. die integrierbare Majorante verhindert,
dass beim Grenzlbergang Masse nach Unendlich verschwindet!

/\ Andernfalls ist Vorsicht geboten: Stetigkeit gilt nicht immer!



Ableitung von Parameterintegralen
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Wir wollen differenzieren und die Ableitung unters Integral ziehen:

—/Yf(w,y)dy = 3% /afxy

Satz C3B

Es sei fur X C RP offen, Y C RY, f: X x Y — C die Funktion

definiert. Ist %fj(x, y) stetig in z und GberY majorisiert integrierbar, d.h.

|f(x,y)| < h(y), fur alle z und h integrierbar (z.B. flir Y kompakt), dann
ist ' stetig differenzierbar, und wir diirfen wir die Ableitung unter das

F:X—C mit F(z /f:z:y

Integral ziehen:

0 0
F p— —
o, axj/fm y)dy = /Yaxjf(x,y)dy
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Ableitung von Parameterintegralen: Beweis

Nachrechnen: Zur Vereinfachung seip = 1und z € [a,b] C X.

Fa) - Fla) 2 [ fwa) - fandy 2 [ [° Ziepaeay
fub g Fub z g
- /[W}Xy 5/ (L) dty) = /ta/yatf(t,y)dydt

Nochmals dank HDI und Stetigkeit von 9, f folgt hieraus

HDI a
F'(z) = /Yaxf(:v,y)dy-



Beispiele und Anwendungen
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Stetigkeit und Ableitung des Integrals Beispie

Aufgabe: Man skizziere und berechne und vergleiche:

lim {/ e (@)’ dy] = / lim [a: e*(“y)q dy

Losung: (1) Skizze des Integranden f(z,y) = z e~ (@)%

\HUIIfunktion hy) = 1/+/2ey?

% (¢,y) = e~ @V
~




C402

Stetigkeit und Ableitung des Integrals Beispie

(2) Zur Integration substituieren wir v = zy und du = |z|dy:
F(z) = / ze @) qy = sign(x)/ e_(xy)2]ac] dy
R R
=S sign(m)/ e du 2 sign(z) 7
R
Obwohl der Integrand f(z,y) stetig ist, ist das Integral F'(z) unstetig!

li ~@) qy| = lim F(z) =
xl{r%)[/Rxe y xl{‘% (x) V/m, aber

li —(zy)? — / _—
/qu\q‘%)[xe }dy R()dy 0
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Stetigkeit und Ableitung des Integrals Beispie

Aufgabe: Man skizziere und berechne und vergleiche:

0 2 ? 0 2
_ —(zy) - __ —(zy) i —
o [/ x|z|e dy] /]R o [az|x\ e } dy inz=0

Lésung: (1) Skizze des Integranden f(z,y) = a|z| e~ (@)

AN ‘

(z,9) = zlz|e” (V)
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Stetigkeit und Ableitung des Integrals Beispie

(2) Die Funktion f(z,y) = z|z| g(zy) mit g(u) = e~ ist stetig diff'bar.
Das Integral berechnen wir dank Substitution v = zy und du = |z|dy:

F@) = [ feody = [ alslgtandy = o [ gdu = ayz
R R R
Ableiten des Integranden hingegen liefert:

(;;f(x, y) = 2|z| g(xy) + z|z|y g’ (xy)

Das verschwindet fiir = 0. Wir erhalten also

0 2 0
—(xy) [ Jp— =
5 [/R:c|x e dy] . 5 [ac\/ﬂ V/m, aber

=0

0 2
/Ra:v [:L']x\e ]x:O dy /ROdy 0.
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Fourier—Transformierte der Normalverteilung Beispel

2 cos(zy)

S

,y) =e?
A ~

Aufgabe:
(1) Erlaubt 9, f (x, y) eine integrierbare Majorante h(y)?
(2) Berechnen Sie das parameterabhangige Integral

+00
F:R—R mit F(z)= / e V2 cos(zy) dy.
y

=—00
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Fourier—Transformierte der Normalverteilung Beispel

Lésung: (1) Ableitung und integrierbare Majorante:

of

| = | opsinten| < ol = by

(2) Dank Vorbereitung (1) durfen wir 9,, unters Integral ziehen:

F/( d +o0 2/ ) +o0 2/, ) 4
x) e cos(zy)dy = e (—y) sin(xy) dy
Y Y

dzx =—00 =—00

—y2/2 oo e 2/2
= [e Y sm(xy)} - e Y4z cos(zy)dy = —xF(x)
y

Yy=—00 =—00

Demnach gentgt F': R — R der Differentialgleichung F'(z) = —xF(x).
Wir trennen die Variablen geméB F'(z)/F(z) = —x

und integrieren zu In F'(z) — In F(0) = —22/2.

Wir erhalten die Lésung F'(z) = F(0)e /2,

Mit F(0) = 2 folgt F(z) = 2me /2,
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Berechnung der Gamma—Funktion Beispie

Aufgabe: (1) Fur ¢t > 0 berechne man das Integral

o0
/ e " dg.
x=0

(2) Durch Ableiten unter dem Integral berechne man

o0
/ e du.
=0

(3) Warum dirfen wir in (2) die Ableitung 9; unters Integral ziehen?

Losung: (1) Integriert wird hier Gber x bei festem Parameter ¢:

o0 —tx 1 00 1
/ e Wy = [— ¢ } = -
=0 t =0 t




Berechnung der Gamma—Funktion
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Beispiel

(2) Wenn wir 9; unters Integral ziehen durfen, so erhalten wir:

e 1

/ —re ®dr=—=

_ t2

x=0

o0

2

/ —2?e Wdr = —=

_ t3
x=0

/ —de Wdr = -2
- t4
=0

> 1
also / rze Wdr = =,
x

0 2
2

o0
also / ¥ e dr = =,
x=0 13

> 3 t 3'
also / dx = e
x=0 t

Per Induktion erhalten wir mihelos die gewlinschte Antwort:

o)
/ n ftac dzx ’I’L'
xT oL
x=0 t

e Tdx =n!

o0
also / z"
x=0

(8) Flr 0 < a < b finden wir eine von ¢ € [a, b] unabh&ngige Majorante:

|—z"e | < a"e ™ =: h(z) <

const

=0

= also / h(z)dz < o0
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Momente der Normalverteilung Beispie

Aufgabe: (1) Fur ¢t > 0 berechne man das Integral

1 ya?
—— [ e "2 dx.
V2 /]R
(2) Durch Ableiten unter dem Integral berechne man

1 % —tZ
— [ x®"e "2 dux.
V2T /]R v
(3) Warum dirfen wir in (2) die Ableitung 90; unters Integral ziehen?
Lésung: (1) Wir substituieren durch v = v/t z und du = v/t dx, also
1

2
/etlédx - L e W2y = to.
R

Var Vivar Je
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Momente der Normalverteilung Beispie

(2) Wenn wir 0, unters Integral ziehen durfen, so erhalten wir:

1 z? a2 1, s 1 x? 3
—— | ——e T dzx=—=t 2 also /a:2e_t2 de =12,
Vo Jr 2 2 Vor Jr

1 zt a2 3 s 1 22 5
— [T etTdp=-St"2  also /:1:4et2 de=3-t"2,
VorJr 2 2 V2T JR

1 28 a2 3-5 1 1 22 7
—— [T etrdr=—-""t"2 also — [2be T dz=3-5-t"z.
VorJr 2 2 \/271'/1‘{

Per Induktion erhalten wir miihelos die ersehnte Antwort:

S Cwn
z¥e 2 dr=1-3-5---(2k—1)-t7 2 V2m.
R

(8) Flr 0 < a < b finden wir eine von ¢ € [a, b] unabh&ngige Majorante:

t
}_zjn e—tx2/2| < g2 gmaa?/2 _, h(z) < % also / h(z)dz < oo
R
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