Kapitel L

Gewohnliche Differentialgleichungen
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Uberblick: Gewdhnliche und partielle DG Hee

Eine Differentialgleichung ist eine Gleichung fur eine Funktion y(z),

in der auch ihre Ableitungen 3/, 4", ... auftreten. Wir unterscheiden:
y:R—R gewohnliche Differentialgleichung in z,y,v',y” . ..
y:R— R™  System gewohnlicher DG in @, y1, ..., Yn, Yis -y Yoy - -

y:R™ — R partielle Differentialgleichung in x1, ..., xm, v, (%-v e

y:R™ — R"™ System partieller DG in z1,...,Zm, Y1, .-, Yn, g%,...

Dies wird haufig genutzt und ist eine mathematische Grundtechnik
for Naturwissenschaftler und Ingenieure. Prominente Beispiele:

@ Newton ¢ = f(q), Hamilton ¢; = 0H/0p;, p; = —0H/0q;.

@ Strémungsgleichung, Cauchy—Riemann 0,u = 0yv, 0,v = —0yu.

@ Warmeleitung, Wellen-, Potential-, Maxwell-Gleichungen, etc.
Zu partiellen Differentialgleichungen kommen wir spater ab Kapitel Q.
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Wie 16st man Differentialgleichungen?

Beispiele gewdhnlicher Differentialgleichungen (DG, engl. ODE):

1 Erster Ordnung: y'(z) =y(x)
2 Zweiter Ordnung: y'(x) +4y(x) =0
8 Dritter Ordnung: y"(2) Y (z) — y"(2)? + (1 + 2?) y(x)? = 0

Wie sehen mdgliche Lésungen in diesen Beispielen aus?

1 y(z) =0, oder y(z) = e*, allgemein y(z) = ae” mit a € R. Probe!
2 sin(2x), cos(2z), allgemein y(z) = asin(2z) + bcos(2z). Probe!
3 Eine mogliche Lésung ist y(z) = e~**/2. Machen Sie die Probe!
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Beispiel aus der Mechanik: Hangebrucke

Bildquelle: wikipedia.org

Aufgabe: Eine Hangebricke trégt eine schwere Fahrbahn der Dichte o
mit leichten Kabeln. Bestimmen Sie deren Verlauf als Funktionsgraph.
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Beispiel aus der Mechanik: Hangebrucke

Lésung: Wir suchen die Funktion y(z). Wie in der Skizze haben wir
die Steigung y/(x) = tan p(z) und die Fahrbahnlange s(z) = = — .
In jedem Punkt (z,y(z)) des Kabels herrscht Kraftegleichgewicht:
0 —-H Tcosp(x)\
<—ng(:U)> + < 0 ) + <Tsingp(m)> =0
IGewichtskraft, vertikall : horizontal ! : tangential !

Hieraus folgt H = T cos ¢(x) und go s(x) = T sin p(x), also

sin p(z) _ g0
cosp(z) H

y'(z) = tanp(z) = s(x) = 2a(x — x9).

© Als Lésungen dieser DG 3/ (x) = 2a(x — x0) finden wir die Parabeln

y(z) = a(z — 20)* + yo.
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Richtungsfeld und Losungsschar

Aufgabe: Welche Funktionen y:R D I — R erfillen y/(x) = 22?
zudem y(1) = 1? Was ist jeweils das maximale Definitionsintervall 1?
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Separation der Variablen und Integration

Lésung: Wir kdnnen direkt integrieren:

/

y(z) ==
)

= /y'(:v d:z::/dex+const
=

y(w) = 2% /3 +c

2

© Das AWP y/(z) = 2% mit y(1) = 1 wird einzig geldst durch
y:R—=R:zmy(r) = (23 +2)/3.



Richtungsfeld und Losungsschar
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Aufgabe: Welche Funktionen y: R D I — R erflllen y/(x)

z/y(x)?

Finden Sie zu jeder L6sung das maximale Definitionsintervall I.
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Separation der Variablen und Integration

Lésung: Wir trennen die Variablen und integrieren:
y'(z) = —a/y(z)
= y(z)y'(z) = —x = / dx—/—xda:—i—c
—  y(x)?/2=—-2?/2+c — y(x) = £/r2 — 22

© Durch jeden Startpunkt (g, 7o # 0) lauft genau eine max. Ldsung,

y:]-rr[=R: 2z~ y(z) =sign(y)Vr? — 22 wobeir = /22 + 4.
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Separierbare Differentialgleichungen

Alle bisherigen Beispiele nutzen als Lésungsmethode die Trennung der
Variablen. Eine separierbare Differentialgleichung ist von der Form

Y =g(z)h(y) mit y(zo) = yo.

Lésungsmethode: Wir trennen die Variablen geman ' /h(y) = g(z),
wobei wir i(y) # 0 annehmen mussen, und integrieren anschlieBend:

Ty(t) L e
L et = [ sna =cw)

Auf der linken Seite substituieren wir v = y(t) und du = y/(¢) dt:

A Y LS S
~/ta:o h(y(t)) = /uyo h(u) d : H(y)
Somit gilt H(y(z)) = G(x), und Aufldsen ergibt y(z) = H~1(G(x)).




Separation der Variablen und Integration e

Satz L1A (Lésung separierbarer Differentialgleichungen)
Zu lésen sei die separierbare Differentialgleichung

y' =g(x)h(y) mit y(zo) = yo.

Gegeben sind hierzu stetige Funktionen g:I — R und h:J — R~ {0}
auf Intervallen I, J C R sowie die Anfangswerte xo € I undyg € J.
Wir definieren Stammfunktionen G :I — R und H : J — R durch

G(z) := /m g(t)dt, H(y) := /y h(lu)du.
t=x¢ u=yo

Die Funktion H ist streng monoton, also bijektiv auf ihr Bild H(.J) C R.
Sei Iy C I ein hinreichend kleines Intervall um xo € Iy mit G(1y) C H(J).
Unser AWP erlaubt genau eine Lésung y:R D Iy — J C R, ndmlich

y(z) = H™H(G(2)).

© Losungsformel (© Eindeutigkeit (&) Stetig abhangig von (zo, yo)



Separierbare Differentialgleichungen

L121

Aufgabe: Welche Funktionen y:R — R erflllen z ¢/ (z) = y(z)?
Wie viele Lésungen laufen durch einen gegebenen Startpunkt (z, y9)?
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Separation der Variablen und Integration e

Lésung: Wir nehmen zunéachst z,y > 0 an und trennen die Variablen:
zy () = y(z)

y'(@) _ ! y'(@) T = 1 T + cons
y(x) :‘/y@:)d | e+ coms

= Iny(zr) =Inz +const —

y(@) =a-x

Die explizite DG y/(z) = y(x)/x wird geldst durch die Halbgeraden
y: Rsg—=R:2x—a-z, a€R,
Yy, :Reo—=R:z—b-z, beR.

Die implizite DG z 3/ (x) = y(x) wird geldst durch die Geraden

Yo :R—=>R:x—c-x, ceR.

© Durch jeden Startpunkt (zq # 0, ) lauft genau eine Lésung y...
/\ Durch den Startpunkt (0, 0) laufen unendlich viele Lésungen!
/\ Durch jeden Startpunkt (0, 5o # 0) lauft gar keine Lésung!
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Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Definition L1B (explizite DG und Anfangswertproblem)

Gegeben sei eine stetige Funktion f:R? > G — R als rechte Seite.
Sie definiert eine explizite Differentialgleichung erster Ordnung

Y (@) = flz,y(x), kurz o = f(z,y).

Eine Losung dieser Differentialgleichung auf einem Intervall I ¢ R

ist eine differenzierbare Funktion y: I — R, die fir alle x € T

die Bedingungen (z,y(x)) € G und ¢/ (x) = f(z,y(z)) erfllt.

Sind zudem Anfangsdaten (z, y9) € G gegeben, so soll die Lésung y
durch diesen Punkt laufen, das heiB3t zp € I und y(z¢) = yo erfullen.
Ein solches Anfangswertproblem heif3t gut gestellt, wenn genau eine
Losung y existiert und stetig von den Anfangsdaten (xo, yo) abhéngt.

© Dank des vorigen Satzes sind separierbare DG gut gestellt.
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Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Satz L1c (Cauchy Existenz- und Eindeutigkeitssatz, kurz E&E)
Sei f :R? D G — R stetig. Zu Iésen sei die Differentialgleichung

y = f(x,y) mit Anfangswert y(zo) = yo.

(1) Zu jedem Startpunkt (o, yo) € G existieren Lésungeny:R > I — R.
Jede kann beidseitig bis zum Rand 0G (oder ~) fortgesetzt werden.

(2) Ist f(z,y) stetig diff’bar nach y, so ist die Lésung durch (x¢, yo) € G
eindeutig bestimmt. Sie hdngt stetig differenzierbar von (xq,yo) ab.
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Wasseruhr: Torricellis Eimer

v Torricellis Gesetz: Wasser fliel3t aus einem

Zylinder mit der Geschwindigkeit v = /2 g h.

Der Pegel y erfillt Torricellis Differentialgleichung y/'(z) = —ay/y(z).

Aufgabe: Welche Funktionen y: R — R erfillen y/'(z) = —2/y(x)?
Welche Anfangswertprobleme y(xo) = yo sind hier gut gestellt'?
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Wasseruhr: Torricellis Eimer

Loésung: Die Nullfunktion y(z) = 0 ist eine Lésung. Sei also y > 0.
Separation y'(z) / 2+/y(z) = —1 und Integration zu /y(z) = c — z > 0.
Wir finden die Losung y.(z) = (c — z)? fir 2 < e¢. Maximale Lésung:

(c—x)? furz<c,

c: R—=>Rsg: 2= yelz) = .
Y 20 T ye(z) {0 firz > c.

0) = yo > 0 hat genau eine maximale Lésung!
0) = 0 hat unendlich viele Lésungen (y. mit ¢ < xg).
= —24/y stetig nach y diff’'bar, flir y = 0 aber nicht!

© Jedes AWP y(z
A\ Jedes AWP y(x
Firy > 0ist f(x,y)



Exakte Differentialgleichungen
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Exakte Differentialgleichungen: die Idee

Die Trennung der Variablen ist nitzlich aber leider nicht immer mdglich.
Hier hilft das allgemeinere Lésungsverfahren fir exakte DGL weiter:
Angenommen y:R D I — R, z — y(z), erfullt eine Gleichung
®(z,y(x)) = const
fir eine Funktion ®: R? > G — R. Fir die Ableitung nach z gilt dann
d
—(,y(x)) = 0.
i
Sind ®(z,y) und y(z) stetig differenzierbar, so gilt dank Kettenregel

0:®(z,y(x)) - 1+ 0y ®(z,y(z)) - ¥/ (z) = 0.

Eine Differentialgleichung dieser Form heif3t exakt mit Potential ¢.
Ihre Lésungen = — (x, y(z)) sind dann Aquipotentialkurven von &.

In Anwendungen verlauft die Rechnung typischerweise umgekehrt:
Die Differentialgleichung ist gegeben, wir prifen Exaktheit, bestimmen
ein Potential ® und l&sen schlieBlich die Gleichung ®(z,y) = ¢ nach y.
Meist wird ein Anfangswert (xg, yo) vorgeben und somit ¢ = ®(xq, yo)-
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Exakte Differentialgleichungen: erstes Beispiel

Aufgabe: Wir betrachten erneut y/'(z) = —z/y(x), umgeschrieben zu

2z + 2y(z) - y'(z) = 0.

Dieser Typ von Differentialgleichung hat die allgemeine Form

(o)) =0 morm {1 =2

1) Wie liegen die Lésungen = — (z, y(x)) zum Vektorfeld (f, g)?

(1)

(2) Finden und skizzieren Sie ein Potential ®: R? — R zu (f, g).

(3) Gewinnen Sie aus den Niveaulinien von ® die Lésungen der DG.
(4) Finden Sie die maximalen Lésungen mit y(3) = 4 bzw. y(1) = —1.

Losung: (1) Jede Lésung verlduft senkrecht zum Vektorfeld (f, g).
(2) Wir finden ®(z,y) = 2% + y? (+const). Probe: grad ® = (2x, 2y).
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Exakte Differentialgleichungen: erstes Beispiel
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Exakte Differentialgleichungen: erstes Beispiel

(3) Die Niveaulinien des Potentials ® sind Kreise um den Nullpunkt.
Zu jedem Radius » > 0 hat die DG demnach die beiden Lésungen

yp e[ = R g (2) = £V o

(4a) Auflésen von @ (z,y(x)) = 22 + y(x)? = ®(3,4) = 25 ergibt
y(x) =+v25 —2? fir -5 <z <5.
(4b) Auflésen von & (z,y(x)) = 22 + y(x)? = ®(1,—1) = 2 ergibt
y(zr) = -2 — 22 fir —vV2 <z < V2.
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Exakte Differentialgleichungen: die Methode

Satz L2A (Lésung exakter Differentialgleichung)
Jedes stetige Vektorfeld (f,g) :R? > G — R? definiert eine DGL

flzy)+g(x,y)y’ =0.

Diese DGL heif3t exakt, wenn ein Potential ® zu (f, g) existiert, also eine
Funktion ® :R* > G — R mit grad ® = (f,g), d.h. 9,® = f, 9,® = g.
Die Lésungen der DG sind dann die Aquipotentialkurven von & :

(1) Eine differenzierbare Funktion y:R D> I — R ist genau dann Lésung
der Differentialgleichung, wenn ®(z,y(x)) = const fir alle x € I gilt.

(2) Zu jedem Punkt (zo,yo) € G mit g(xo,yo) # 0 existiert ein offenes
Intervall I um x¢ und eine eindeutige Lésung y: I — R mit y(xzo) = yo.

© Implizite Lésung © Eindeutigkeit &) Stetig abhangig von (zo, o)
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Wie 16st man exakte Differentialgleichungen?

Seien f,g:R? O G — R stetig. Die Differentialgleichung

[z, y)+9(z,y)y =0

ist genau dann exakt, wenn das Vektorfeld (f,g) : G — R? mit

()~ (i)

exakt ist, also ein Potential ® : G — R besitzt. Zur Erinnerung (G2E):

, (f,g) stetig diff’bar : : :
(f,g) ist exakt, d.h. f ist rotationsfrei,
30 : 0, = f,0,® — d.h. 9,9 = 0
%% =9| "G einfach zshgd 9=0/
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