Kapitel C

Mehrdimensionale Integration
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Mehrdimensionale Integration
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Erinnerung: Transformationssatz

Seien X, Y C R"und ®: X — Y bijektiv und stetig diff.bar. Es gilt

[1wldy = [ 7@ det #'(2)]
Y X

Ist dieser Wert endlich, so ist f absolut integrierbar, und es folgt

/f(y)dy=/ f(®(x)) - |det @' (z)| daz.
Y X

/\ Auch hier ist die absolute Integrierbarkeit von f wesentlich!

Die Ableitung ®': X — R™*™ ist die Jacobi-Matrix, &' = (9;®;);;.
Die Funktion det @' : X — R ist hierzu die Funktionaldeterminante.

Bemerkung: Die Abbildung & ist meistens eine Umparametrisierung
bzw. Koordinatentransformation: y alte Koordinaten, = neue Koordinaten.
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Erinnerung: Polarkoordinaten

Zu Radien 0 < rp < r; < oo betrachten wir den Kreisring
Y:K:{(x,y)G]RQ}r8§x2+y2§r% }.

Diesen kénnen wir durch Polarkoordinaten parametrisieren:

O: X =[rg,r1] X [0,27] - K mit (:c> = <p0f)scp> = ('O>
y psin @ @

Jacobi—Matrix und Funktionaldeterminante sind hier:

,_ O@,y)  [cosp —psing
A(p,v) sinp pcosp

Flr jede absolut integrierbare Funktion f: K — C gilt somit:

. B 1 21 P COS ¢
/Kf <y) d(@.y) _/p—m /p—of (psmso) p Gt

et

) —  det® =p
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Polarkoordinaten und das Gauf3sche Integral

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie die GauBsche Glockenkurve

f:R—>R, fla)=e /2, sowie die Glockenflache
g:R2 =R, g(a,y) = f(2)f(y)

(2) Kénnen Sie ff e=*/2dz in geschlossener Form angeben?
(3) Berechnen Sie zur Funktion g das Flachenintegral
| e g y)
K
tber dem Kreisring K = { (z,y) € R? | a? < 2 + 32 < b }.
(4) Welches Integral erhalten Sie fira — 0 und b — o0?

(5) Bestimmen Sie hiermit das Integral I = [, e=**/2 da.
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Das Gauf3sche Integral

Losung: (1) Skizze der GauBschen Glockenkurve:

(2) Fur die Integralfunktion F(z) = [ f(t) dt gibt es keine geschlossene
Formel, ebensowenig fur die Integrale fa f(t)dt = F(b) — F(a).
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Das Gauf3sche Integral

Skizze der GauBschen Glockenflache g(z,y) = e~ (#*+v*)/2
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Das Gauf3sche Integral

Diese Funktion g wollen wir Gber den Kreisring K integrieren:
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Anwendung: Das GauBsche Integral

(3) In Polarkoordinaten (z,y) = (pcos ¢, psing) gilt d(z,y) = pd(p, ¢).
Die Integration gelingt dank Transformationssatz, Fubini und HDI:

/e—<$2+y2)/2d(x,y) = / e p dp,e)
K [a,b]x[0,27] Fodet

b 27 b
= / / pe_p2/2 dedp = / 271',06_”2/2 dp
p=a J =0 p=a

Nl = (e o)

p=a

(4) Fira — 0 und b — oo finden wir:

/ e~ (@ +v%)/2 d(z,y) =27
R2
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Das Gauf3sche Integral

(5) SchlieBlich erhalten wir so auch das eindimensionale Integral:

2
(/ o/ dm) Kunstgriff: Statt I berechnen wir 1!
R

R R R R
= //e_x2/2~e_92/2dydx i //e_(x2+y2)/2dydx
RJR RJR

w / @24y 2 on
RxR

Satz C2c¢ (GauBsches Integral)
Es gilt / e ™ /2dz = V2r.
R




Gauf3sche Glockenkurve und Integralfunktion
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flz)=e™"

elementar

F(r) = [iZ

ft)dt

nicht eleme

>ntar!
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Erinnerung: Die Gamma—Funktion

Definition C2D
Die Gamma-Funktion I': R.o — Ry ist I'(z) := [ 2 z* ' e " dz.

Dieses Integral konvergiert fur z > 0 und divergiert fir z < 0. Zur
Berechnung nutzt man Ausschdpfung und partielle Integration.

Satz C2E (Funktionalgleichung)
Fir alle z > 0 gilt

I'(z+1) =2I(2).

MitT'(1) = 1 folgt per Induktion T'(n+ 1) = n! fir allen € N.




Die Gamma—Funktion an halbzahligen Stellen
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Aufgabe: Berechnen Sie den Wert F(%) = /

Lésung:

o

Die Substitution z = 2 und

1 o0 -1 _u2
7) = u e 2udu =
2 u=0

o° 2
= / e " du =
— 00

=0

dx = 2udu ergibt:
°/

0
1 o 2
—v/2d _
— € v =
ﬂ/_oo

2
e v du

o
267" dy.

VT

© Dank der Funktionalgleichung T'(z + 1) = 2T'(z) aus Satz C2E folgt:

F(%):\/Tr und F(%—I—n):

1-3-5---(2n—1)

27’L

NZ3
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Beispiel

Zylinderkoordinaten

nbpjig ‘winjyasuiad J
VS )




Zylinderkoordinaten
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Aufgabe: Bestimmen Sie das Volumen des Rotationskérpers

R={(2,y,2) eR* |a<2<b ro(z)? <2®+y* <ri(2)? }

(1) in Zylinderkoordinaten
(2) mit Fubini (zum Vergleich).

(8) Was erhalten Sie fur —1 < z < 1 mit 7o = 0 und r1(z) = cosh(z)?




Ca21

Zylinderkoordinaten

Lésung: Wir nutzen Zylinderkoordinaten um die z—Achse:

x pCOs p
yl| = | psinpg | =@ |
z z z

®:D—R mit D={(p,p,2)eR?|
a<z<b ro(z) <p<ri(z), 0< o< 2r}

Die Funktionaldeterminante ist wie zuvor bei Polarkoordinaten:

a(z, y, 2) cosp —psing 0

o’ :ﬁ: sing pcosp O —  det®’ =p
p7907 O 0 1
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Volumen eines Rotationskorpers

(1) Volumenberechnung in Zylinderkoordinaten, d(z, y, z ) = pd(z,p,p):

2
volz(R) = /1d(a:,y,z) = /pd 2, 0,0 / / / pdpdpdz
z=a J p=ro(z =
r1(2) b r1(z)
/ / 27rpdpdz 2 / |:7T,02:| 1( )dz—/ 7r1(2)? — mro(2)?dz
z=a ro(z z=a Tolz z=a

(2) Mit Fubini und Kreisringen erhalten wir dasselbe Ergebnis:

b b
volg(R) = / /2 Ir(z,y, 2) d(z,y) dz = / 7r1(2)? — mro(2)? dz
z=a JR z=a

(8) FUr ro,r1:[—1,1] = R mit ro = 0 und r1(z) = cosh(z) erhalten wir:
1
vols(R) = / 7 cosh(z)? / — cosh(2z) —|— dz
z=—1

1
= 7r[ sinh(2z) + } ( sinh(2) + 1) 8.84
4 z—fl
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Kugelkoordinaten Beispe

Aufgabe: Bestimmen Sie das Volumen der Kugel vom Radius r:
K={(z,y,2) eR? ’ 2yt +22<r?}

(1) in Kugelkoordinaten und (2) als Rotationskérper (zum Vergleich).
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Kugelkoordinaten Beispe

z Wir parametrisieren durch Kugelkoordinaten:

x psin @ cos ¢ P

y| = | psinfsinp | =P | 0

? z pcosf %
S | Y

®:D—-K mit D={(p,0,p) cR?|
z 0<p<r, 0<0<m 0<¢p<2r}

Wir berechnen die Jacobi—Matrix und Funktionaldeterminante:

(v, 2) sinfcosepy  pcosfcosp —psinfsing
o’ = 87793/, = [ sinfsiny  pcosfsinp  psinfcosp
(p: 0, ) cos —psinf 0

= det ®' = p%sin6 (Ubung!)



Kugelvolumen ot

Beispiel

Loésung: (1) Das Volumen berechnen wir in Kugelkoordinaten:

vol(K) = / Ld(z,y,2) = / Psinfd(r,0,0)  Fudet!
K D

r T 27 T ™
= / / / prsinfdpdddp = / / 2mp” sin § df dp
p=0J6=0J =0 p=070=0

HDI " 2 a /T 2 HDI 47['3T 471'3
S S R
/p() | —p~ Cos 1—o P o mp-dp 3P p=0 3

(2) Zum Vergleich die Rechnung als Rotationskorper:
r 3

u 4
vols(K) = / r(r? —2%)dz £ Tr[r2z— i]r _ 3
2=—r 3 le=—r 3



Kugelsegment
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= P

Aufgabe: Bestimmen Sie das Volumen des Kugelsegments

K:{(x,y,z)eRg‘1:2+y2-|—22§1"2,r—hgzgr}.

Lésung: Wir nutzen Zylinderkoordinaten:

r Vr2—z2 p2m
vols(K) =/ 1d(z,y, 2) TF%:/ / / pdpdpdz
K z=r—h J p=0 ©=0
T 3. h
S’=°'/ m(r? — 22)dz H—Dlw[ﬁz—z—} = ... = 7rh2<r——>
2=r—h 3 lz=r—n 3
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Masse, Schwerpunkt, Tragheitsmoment

Sei K c R? ein Korper. Berechnung der Masse aus der Dichte o:

M(K):/I{Q($1a$2,$3)d(901,9€2,963)

Berechnung des Schwerpunkts S(K) = (51, 52, S3) zur Dichte o:

1

Si(K) = M(E)

/wi@($1,33273?3)d(371,3?2,963)
K

Tragheitsmoment 73(K') des Kérpers K bzgl. der z3—Achse:

Ty(K) = / (65 4 ) 6l ) )
K
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Tragheitsmoment eines Zylinders

Aufgabe: Berechnen Sie das Tragheitsmoment 7, (K') des Zylinders
K:{(x,y,z)€R3’x2+y2§r2, nggh}

bezlglich der z—Achse. Die Massendichte sei konstant p = 1.

Losung: In Zylinderkoordinaten (z,y, z) = (pcos ¢, psin ¢, z)
gilt d(z,y, z) = pd(p, ¢, z). FUr das Tragheitsmoment finden wir:

T.(K) = /K (2 + 7 d(x,y, 2)

h r 27
:/ / / P> p dedpdz
2=0 J p=0 J =0 L

Fu'det

T 4
= 27Th/ p*dp = 2mh L T
p=0 4 2
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Tragheitsmoment einer Kugel

Aufgabe: Berechnen Sie das Tragheitsmoment 7, (K') der Kugel
K={(r,y,2) eR®|2? +y* +22 <+ }

(1) in Kugelkoordinaten und (2) in Zylinderkoordinaten (zum Vergleich).

Lésung: (1) Fur (z,y, z) = (pcos psin b, psin ¢ sin b, p cos 6) gilt
d(z,y, z) = p?sin(0) d(p, 0, ). Fur das Tragheitsmoment finden wir:

T.(K) = /(a: L) d(ny,2)

2
/ / / p?sin(0)% - p sm(@) dpdfdp
6=0

Fu ‘det

> 4
—9 3 - 9. = =
W/pop dp/eo sin(6)” dé T3 T
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Tragheitsmoment einer Kugel

(2) Alternative Berechnung in Zylinderkoordinaten:

T.(K) = /K (2 + %) d(x,y, 2)

:/ / (2 +y?) d(z,y) dz
z=—r J D(z)

mit der Kreisscheibe D(z) = { (z,y) € R? | 22 + y> <r? — 22 }.
Das innere Integral kennen wir aus der vorigen Aufgabe!

T(K)—/T W(TQ—ZQ)de—ﬂ/T rt—or?2? 4 24z
2 2/
1 7 ™ 16 5, 8 4

_ T[4, _ 223 ,5} _ T 65 _ 8
*2{”' 3T TR, 2 15" 5



C317

Volumen eines Volltorus

Aufgabe: Bestimmen Sie fir 0 < » < R das Volumen des Volltorus

(R + psin ) cos ¢ p 0<p<r
V= (R+psinf)sinp | =@ (0] |0<6<271 ;.
pcosf %

0<ep<2r
(1) in Toruskoordinaten und (2) als Rotationskorper (zum Vergleich).




Volumen eines Volltorus G

Lésung: (1) Wir nutzen die angegebene Parametrisierung ®:

0(z,y, 2) sinfcosg pcoshcose —(R+ psind)sing
@':8’73’: sinfsing pcosfsing (R + psind)cosy
(p,0, ) cos 0 —psinf 0

det ® = p (R + psin6)
Volumenberechnung dank Transformationssatz und Fubini und HDI:

2
volz(V') = / 1d(z,y, 2 / / / (R+ psinf) dedfdp
0= =
:27T/ [p(RH pcos@)} o dp:27r/ p-R-2mdp
p=0 =0

— (21)?R [%K:O = 2R - 72

Bemerkung: Das entspricht der Guldinschen Volumenregel fir
Rotationskérper: 72 ist der Flacheninhalt des kleinen Kreises,
27 R ist der bei Rotation zurlickgelegte Weg seines Schwerpunkts.



Zusammenfassung

Integrationstechniken



Hauptsatz (HDI) o0

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung erklart, in
welchem Sinne Differenzieren und Integrieren einander umkehren:

Jede stetige Funktion f: [a, b] — R ist integrierbar. lhre Integralfunktion
Filol| >R mit F(z) ;:/ F(t) dt

ist differenzierbar, und fur die Ableitung gilt F/ = f. Ist umgekehrt
F:[a,b] — R differenzierbar mit stetiger Ableitung f = F’, so gilt

b b _ b
/ f(z)de = [F] mit [F} .= F(b) — F(a).
Dieser nitzliche Zusammenhang gilt noch wesentlich allgemeiner:

f stetig <= F stetig differenzierbar HM1
f stlckweise stetig <= F stuckweise stetig differenzierbar
f absolut integrierbar <= F absolut stetig
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Satz von Fubini

Seien X CRP, Y CR?7und f: X xY — C. Esgilt

/XXYV(f”vy)\d(w)=/X/Y|f(x,y)dydx:/y/xu(x,y)ydxdy.

Ist dieser Wert endlich, so ist f absolut integrierbar, und es gilt
/ f(m,y)d(wyy)z//f(w,y)dydw=//f(w,y)dwdy-
XxXY XJY YJX

/\ Hierzu ist die absolute Integrierbarkeit wesentlich! Andernfalls ist das
erste Integral nicht definiert und die letzten beiden evil. verschieden.

© Daumenregel: Gilt wieder, dass f nicht negativ oder absolut
integrierbar ist (z.B. X, Y und f beschrankt, also insbesondere fir X,Y
kompakt und f stetig), so folgt Vertauschbarkeit).
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Fubini Gber Normalbereichen

Integration Gber Normalbereiche ist ein wichtiger Spezialfall und die
wohl haufigste Anwendung des Satzes von Fubini:

Das Integral einer absolut integrierbaren Funktion f: B — C Uber
B = { reR” ‘ ag(x1,. .., T5—1) < xp < bg(zy,...,x25-1) fUr alle k }
l&sst sich durch iterierte eindimensionale Integrale berechnen:
ba(z1)  bu(@1,en@n1)
/f / / / flx1, 29, ..., xp)dey, - - - dee day
T1=a1 2=az(x1) Tn=an (1, Tr—1)

Dies gilt ebenso bei jeder anderen Reihenfolge der Variablen.

/\ Man muss hierzu allerdings die Integrationsgrenzen umschreiben!
Das gelingt oft am besten anhand einer Skizze.

/\ Das Ergebnis ist dasselbe, aber der Rechenweg kann verschieden
schwierig sein. Fir ein bemerkenswertes Beispiel siehe.
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Transformationssaiz

Seien X, Y C R"und ®: X — Y bijektiv und stetig differenzierbar.
Es qilt

/If(y)ldyz/ |f(®(x))] - |det @' ()| dz.
Y X

Ist dieser Wert endlich, so ist f absolut integrierbar, und es gilt

/ fly)dy = / f(®(x)) - |det @' (z)| dz.
Y X

/\ Auch hier ist die absolute Integrierbarkeit wesentlich!
Die Ableitung ®': X — R"*™ ist die Jacobi-Matrix, ®’' = (9;®;);;.

Die Funktion det ®': X — R ist hierzu die Funktionaldeterminante.
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Polarkoordinaten

Zu Radien 0 < rp < r; < oo betrachten wir den Kreisring
Y:K:{(x,y)G]RQ}r8§x2+y2§r% }.

Diesen kénnen wir durch Polarkoordinaten parametrisieren:

O: X =[rg,r1] X [0,27] - K mit (:c> = <p0f)scp> = ('O>
y psin @ @

Jacobi—Matrix und Funktionaldeterminante sind hier:

,_ O@,y)  [cosp —psing
A(p,v) sinp pcosp

Flr jede absolut integrierbare Funktion f: K — C gilt somit:

. B 1 21 P COS ¢
/Kf <y) d(@.y) _/p—m /p—of (psmso) p Gt

et

) —  det® =p
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Zylinderkoordinaten

Zu Radien rg, 71 : [a, b] — R~ betrachten wir den Rotationskérper
K={(z,y,2) € R3 |la<z<b, ro(2)? < 2%+ 9% < ri(2)? }.

Diesen kénnen wir durch Zylinderkoordinaten parametrisieren:

(fé) - (zzgs:z) o (g)

mit den Grenzen a < z < bund 0 < ¢ < 27 sowie ro(z) < p < ri(2).

N

Die Funktionaldeterminante ist hier wie zuvor det & = p (Ubung!).
FUr jede absolut integrierbare Funktion f: K — C gilt somit:

T

r1(z) 27 pCos
/f y | d(z,y, 2 / / / psingp | p dedpdz
K z=a | M—

% z F-det
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Kugelkoordinaten

Zum Radius r > 0 betrachten wir die Kugelschale
K=/{(v,y,2) e R® | re <2ty + 2 <t}

Diese kdnnen wir durch Kugelkoordinaten parametrisieren:

T pcos psin 6 D
y| =1 psinpsing | =:d | 6
z pcosf %)

mit den Grenzenrg < p <r;und 0 < 0 < 7 sowie 0 < ¢ < 2.
Die Funktionaldeterminante ist hier det ® = p?sin #. (Ubung!)
FUr jede absolut integrierbare Funktion f: K — C gilt somit:

T - T o p cos psin 6
/ fly]dzuy,2) :/ / / f| psinpsing | p?sind dpdddp
K ~ p=ro J0=0 J =0 L

pcost F-det




Kapitel C

Integrale und Grenzwerte
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Wann vertauschen Integral und Limes? Oberbick

Integration einer Reihe: Unter welchen Voraussetzungen gilt

/kazzofk(fﬂ) dr = kzz:o /ka(fﬁ)dx ?

Stetigkeit des Integrals: Unter welchen Voraussetzungen gilt

/ lim fx(z) dz = lim /fk(x) de 7
Q Q

k—o00 k—o00

Ableitung des Integrals: Unter welchen Voraussetzungen gilt
0 0
- — I ?
/Y 5 (@) dy B /Yf(:v,y)dy -

¢ Die Gleichungen gelten nicht immer! Das muss man wissen.
© Es gibt einfache Kriterien. Die miissen Sie beherrschen.
Das zentrale Kriterium ist die majorisierte Integrierbarkeit.
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Gegenbeispiel zu Reihen Beispie

Fir £ € N sei fk = I[k,k+1] — I[k+1,k+2]-

Offensichtlich gilt [, fi(x) dz = 0.

|
T

I

T T

Auch far fo + fi ist das Integral Null.



Gegenbeispiel zu Reihen
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Beispiel

Graph zu fy + fi1 + fo:

4

|

I

Graph zu fo + f1 + fo + f3:

3

l

Das Integral ist jeweils Null.



Gegenbeispiel zu Reihen
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Beispiel

Graph zu fo + f1 + fo + fs + fa:

3

l

Graph zu fo+ fi+ -+ fu:

A

!

|

I

Das Integral ist jeweils Null.



Gegenbeispiel zu Reihen
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Beispiel

Aufgabe: Man berechne und vergleiche:

Z / felz)de = / Z fr(x) dx
k=0 R R L k=0
Lésung: Fir jedes k € N sehen wir :
/fk(w)d:BZO = Z /fk(x)d:r =0
R k=0 /R

Andererseits kennen wir fiir jedes z € R die Teleskopsumme

Z fk = I[O 1] ) I[n+1,n+2] (JJ) — 1[071} (.CC) fir n — oo.

Far Jedes x € Rund n — oo gilt daher punktweise Konvergenz:

ka ) = Tjo,qy() = /szk dr =1

k=0
A Anschauhche Ursache: ,Masse verschwindet nach Unendlich®.
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