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Fourier—Transformation
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Motivation: von Fourier—Reihe zu Fourier—Integral
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Uberblick

Die Funktion f:[-T7/2,T/2] — C zerlegen wir in ihre Fourier—Reihe:

k=—oc0

— Z Ckei:ck-Zﬂ/T mit / fixk-er/Tf(x)dx
-T/2

Wir betrachten ¢ = kAE mit A = 2n/T = w als diskrete Variable:

=-T/2 T ez

T/2 .
9= [ Hi@de und f@) =5 3 9@

Far nicht-periodische Funktionen f:R — C betrachten wir T' — oc.

0= [ e i@ar und @)= [ gl
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Fourier—Transformation

Definition J1A
Die Fourier—Transformierte einer Funktion f:R — C ist

f:R=C, [f(¢) e 7 f(z) da

vl .

Die Zuordnung % : f — f hei3t Fourier—-Transformation.
Die inverse Fourier-Transformation .7 ! : f — f ist definiert durch

f:R—C, f(x) £) el€% de.

=T S

Dies kirzen wir ab als Transformationspaar f o—e szw. fo—o f-
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Fourier—Transformation und Cauchy—Hauptwert

Wir setzen stillschweigend voraus, dass f: R — C auf jedem endlichen
Intervall [—r, 7] integrierbar ist. Bei Polstellen, etwa f(z) = e*/(z — s)
in = = s, betrachten wir das uneigentliche Integral lim. o [*° + [/,

Als Integral tGber R vereinbaren wir hier den Cauchy—Hauptwert

/OO e %% f(z)dz := lim ' e T f(z) du

—00 700 —_r

Dieses Integral existiert, wenn f auf ganz R absolut integrierbar ist,
also [;|f(z)| dz < oo erfillt, aber auch noch in weiteren Féllen.

Als Beispiel betrachten wir unten die Spaltfunktion si: R — R mit

p
i(x) = {sm( x)/x lfl’ac;éO,
1 far z = 0.

Diese ist Uber R nicht absolut integrierbar, [;[si(x)|dz =
Glicklicherweise existiert noch der obige Cauchy—Hauptwert analog zur
Summierbarkeit der Leibniz—Reihe Y 2, (—1)k+1/k.



Beispiel: Rechteckfunktion o—e Spaltfunktion Beispic
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Aufgabe: Wir betrachten ein reelles Intervall [a,b] = [c — 7, ¢+ 7].
(1) Fourier—transformieren Sie die Rechteckfunktion f(x) = I}, 5 (z).
(2) Berechnen Sie aus der Transformierten f die Rucktransformierte.

Lésung: (1) Im Punkt ¢ = 0 ist die Rechnung besonders leicht:

f(o Def / f ef 1 /b 1d b—a \/5
E— xr = = — T
V2T V2T Ja V2T ™
Far £ # 0 berechnen wir und finden die Spaltfunktion

o = [ eeman s o f D srgg e L[
27T V 271' r=a 27T _16
_ g efifc eifT o efiﬁr _ g e—i{c sin(fr)

S 2i 7r 13
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Beispiel: Rechteckfunktion o—e Spaltfunktion Beispe

=1,1]

/1N

f(&) = /2/msin(18) /€

4

© Wir sehen hier die Unschérferelation: Ist f schmal, so ist fbreit.
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Beispiel: Rechteckfunktion o—e Spaltfunktion Beispe

=
)
|

[

—5,5]

AN\ /\/\/\ /\/\/\ AN\ P
VY YAl
f(&) = /2/msin(5¢) /€

4

© Wir sehen hier die Unschérferelation: Ist fschmal, so ist f breit.
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Beispiel: Rechteckfunktion o—e Spaltfunktion Beispic
(2) Die Fourier—Transformierte von f(x) = I, ist
N 1 e—iéa _ o—iéb

Erinnerung: Mit dem Residuenkalkll berechnen wir

1 oo Lifu iuz
— ef d¢ = sign(u) resp (ez ) = sign(u).

Zu fberechnen wir damit die inverse Fourier-Transformation:

R et 1 0o ,—ifa _ ,—ib
FAP@ 2 o= [ Reerac o [ et derag

a1 0 Lif(z—a) 1 00 Gié(z—b) - 0 firz ¢ [CL, b],
= 5= df_./ d§¢ = q1 firz € la,b],
2mi J_ €& 2m J_o € A
5 firz € {a,b}.
(-5 —-(-H=0 - F-(-H=1 1 1_g

~

© Wir erhalten die urspriingliche Funktion f, aber sprungnormiert!



Fourier—Transformation der Exponentialverteilung
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Beispiel

1

— f(x) fura=1

0
-2 -1

0 1 2 3

Aufgabe: Sei a > 0. Berechnen Sie folgende Fourier—Transformation:

0 firz <0

e—ax —

-~ 1
firz >0 fz) o— f(§)=—=—
1/2 firz=0 Vam atic

Lésung: Wir setzen die Definition ein und berechnen:

Var fe) / T e () de 2 / e gar gy

—00

—_

=0
o

Exp o — i HDI
Exc o—(atio)r g o [
Refsatz:HO)I
=0

(a+i§)z - oo 1
a+ i€ ]x:O a+i
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Fourier—Transformation der Exponentialverteilung s

Aufgabe: Berechnen Sie die Ricktransformation.
Lésung: Wir verwenden den Residuenkalkil:

e8] iz
Def 15:): Def €
r) = dé = — d
/(@) \/271'/ f ¢ 27r/ooa+i§ £
w1 e e Jer fira >0 (Residuumin € ~ a)
2m ) o € — 0 firx <0 (keine Sing. in Cryu<o).
Den Fall z = 0 missen wir separat weiterrechnen:

pet 1 <1 pef 1 e ]
f(0) = i —df = o= 2 1 2
i J_oo & —ia 21 J_ €%+ a

d¢ (gerader Anteil)

00 1

Lin 1 > a HDI 1
= 27T/—oo 1 d¢ = %{arctan(:r/a)]ioo =5



Eigenschaften der Fourier—Transformierten
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Linearitat der Fourier—Transformation

Satz J1C
Die Fourier—Transformation ist linear:

9[af+bg] =aZ(f)+bZ(9)

fir alle .7 —transformierbaren Funktionen f,g:R — C und a,b € C.

fo—ef go—eG — af+bgo—eaf+bj

Beweis: Dank Linearitat des Integrals gilt:

F(af +bg)(€) = e [a f(x )+bg(x)} dz

L

~

=a f(§)+by(s)
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Stetigkeit, Abklingverhalten, Energiegleichung

Satz J1D
Ist f:R — C absolut integrierbar, also [;|f(x)|dz < co, dann gilt:
Die Fourier—Transformierte f: R — C st stetig und beschrénkt:

17(6)] < &/B%\f(x){dx fiir alle ¢ € R.

Sie verschwindet im Unendlichen (Riemann—Lebesgue—Lemma):

7€) =0 fir |¢— oo

Zudem gilt die Plancherel-Gleichung (Energiegleichung):

[ e = [ |foPa

—00 —00
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Beweis der Stetigkeit der Transformierten

Sei f absolut integrierbar. Die Beschranktheit von fist dann klar:

)= Uﬂ [ @ an] < o= [ )| po) ao
=1

~

Zur gleichméaBigen Stetigkeit von f(£) betrachten wir
|,]?(£ + 77) _ J/c\(g)‘ — \/%/ﬂ{[e—i(f‘f‘n)x _ e—i&i]f(x) dz

‘e_i& |I-I|e_i”$ — 1‘ : ‘f(x) ’. dx.

- =:gn(z)

1
< -
T V27 Jra

In jedem Punkt z € R gilt e 7* — 1 fir n — 0, also g, (x) — 0.
Zudem ist g, : R — R beschrénkt durch die integrierbare Funktion 2| f|.
Dank majorisierter Konvergenz vertauschen Integral und Limes:

lim gn(:n)dzzr:/ limgn(w)dfﬁ:/Odw:O
R R R

n—0 n—0

~

Somit gilt ]f(& +n) — f(§)|— 0, also F&+m) = F(&) furn — 0.
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Der Umkehrsatz im Spezialfall L! o—e L*

Satz J1E (Umkehrformel)
Sei f :R — C absolut integrierbar mit Fourier—Transformierter

/\

(e e~i€% £(z) dz.

-

Dann ist die Funktion fstetig. Ist umgekehrt auch f: R — C absolut
integrierbar und f stetig, so gilt in jedem Punkt x € R die Umkehrformel

F(€) " de.

f<x>=m/i:f<f
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Der Umkehrsatz fur sprungnormierte Funktionen

Satz J1F (Umkehrformel)
Sei f :R — C absolut integrierbar mit Fourier—Transformierter

/\

fle e~ f(z) da.

-7
Zudem sei f stiickweise stetig differenzierbar und sprungnormiert,
T+)+ j(@—
) = Lat) i)

Dann gilt fur jeden Punkt x € R die Umkehrformel

1 ® 4 ix
f(x)=m/_mf(£)ef dc.

Fir solche Funktionen ist die Transformation f o—e fa/so umkehrbar.




Fourier—Transformation der Normalverteilung
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Die Standard-Normalverteilung

p) —1

Insbesondere gilt: ¢ > 0 und [ ¢(x) dz = 1. Dies ist die sogenannte
Wahrscheinlichkeitsdichte.

Sie spielt in der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine zentrale Rolle.
Auch fur die Fourier—Transformation ist sie ein wichtiges Beispiel.



Fourier—Transformation der Normalverteilung
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Satz J1G

Fiir die Normalverteilung gilt o o—e o, also e=**/2 o—e ¢=€/2,

Aufgabe: (1) Berechnen Sie den Wert $(0) = 1/+/27 sowie
(2) @'(&) = —€ (&) durch Ableitung unter dem Integral.
(3) Berechnen Sie hieraus die Funktion 3(¢) = e=¢7/2/\/27.

Lésung: (1) Die Fourier—Transformierte ist definiert durch

1 .
o(&) \/ﬂ/ e CTp(x) dx = o | eﬂﬁ‘” e /2 g
Den Wert fiir ¢ = 0 kennen wir dank des GauBschen Integrals:

1

20 = o= [ plordo = =
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Fourier—Transformation der Normalverteilung

(2) Wir berechnen ¢’ durch Differenzieren unter dem Integral:

~ 1 d o0 _-5 _ 2/2 1 /OO 8 _-5 _ 2/2
_ 1T x d [ 7 1Ex x
PO =g g e YT on ) oe [e ¢ }dx

1 &0 :

=5 (—iz)e %% e **/2dx (... partielle Integration...)
a —00

_ L —iéx 712/2:| ° 1 > —igx —x2/2 _ ~

- 2T I|:le © :E—>—ool 2T — 0 fe ¢ dz = _f 90(5)

=0
(8) Demnach genligt ¢ der Differentialgleichung @' (&) = —£ ¢(€).
Wir trennen die Variablen geman ¢'(£)/3(§) = —¢
und integrieren zu In (¢) — In (0) = —£2/2.
Wir erhalten so die Lésung $(¢) = $(0) e /2.
Mit $(0) = 1/+/27 folgt 3(€) = (1/v/2r) e=°/2.



Fourier—Transformation der Normalverteilung
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Aufgabe: Vergleichen Sie [ e

(x—1)*/20% 12 mit [ e —(z—p+is)?/20% 1,
dank des Cauchy—lntegralsatzes und zeigen Sie Glelchhelt fir r — ooc.

i et e S
G i ¢ Re
S T

Losung: Dies sind Wegintegrale der holomorphen Funktion e=="/20%;

0= / e_22/2o'2 Qs — /‘7" e_(x—u)2/2g2 do — /7“ e—(x—u+18)2/2‘72 A
OR r .

+/ —22 /202 dz+/ez2/202 dz
B

(x—p)? /202 dx /OO e—(x—u+is)2/2c72 dx

o

© Die Wegintegrale langs « und 3 verschwinden fir r» — oo,

denn |/, e=#/20° dz| < fa}e*22/2‘72‘ |de| < se— Re(is—p+r)?/20% _,
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Fourier—Transformation der Normalverteilung

Aufgabe: Fourier-transformieren Sie die Normalverteilung

f(x)—lso(x‘“) o—e  f(&) = e (o).

g g

Losung: Wir setzen die Definition ein und berechnen:

i Def _
for = = [ )
oo L [T ier —(@—p)2/20?
= 9.5 e e dx
—00
e 1 o0 S 94\2 /0 2 : 242
o o~ (@ Hi)?/207  Sing=?/2 g,
27(0— —o quadratische Erganzung ' Rest ohne = !
i L iue—o2e22 / (x—ptio2€)?/20
V2T oV 2m
es 1 — — —
Res o inE—a?e?/2 ‘“gcp(ag)

V2r
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Fourier—Transformation der Normalverteilung

— p(z) = e_"’“"2/2/\/ﬂ
_ 1 T

50(5)
— f(z) = p(27)

N

EG T T A T T B TR BT O AT T AT et

— o(z) = &% /2 / /2]
— flz) = 30(5)
— flz) = o(32)

sAhN,
4544434241 TS HTHTA G




Analytische Eigenschaften der
Fourier—Transformation
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Grundlegende Rechenregeln

Fur die Transformation f(z) o—e f(¢) = ﬁ Jp e 7 f(x) dz gilt:

af(z) o—e af(), (@) + g(z) o—e f(€) +§(6),
f(~z) o—e F(=€), flz) o—e f(—¢€)
1 ~ f 1 T Y
f(ax)o—e mf(a» mf(a) o—e f(af),
flz — a) o—ee € f(¢), el9 f () o—e F(€ — a),
0, f () o—e i€ f(£), @ f(z) o—eid¢ f(€),
(f % g)(x) o—e V2r - F(€) - (), fla)- g(x) o—e V%(f £ 9)(©).
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Streckung und Verschiebung

Konjugation:

Streckung: Substitution mit y = ax flr a # 0 liefert

—igz e~ i€y/a
Var / flaz)dz " Vor / it ) \a!
Ortsverschiebung: Substitution mit y = = — a liefert
71£x o d / 71£(y+a dw.
= e - fw)dy
Phasenverschiebung: Multiplikation mit e!** liefert
1 © . . 1 .
o /_Oo e 8 9% f (1) dx = Nor /_oo e 6= £ (1) d.
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Ableitung und Multiplikation

Satz J2A

Sei f:R — C absolut integrierbar mit F—Transformierter f o—e ¥.
(1) Ist f absolut stetig und 9, f lber R absolut integrierbar, so gilt

8, f () o—e i€ f(£).

(2) Ist x f(x) Uber R absolut integrierbar, so ist fstetig diff’bar und

~

z f(z) o—eid¢ f(£).
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Beweis: Ableitung und Multiplikation

Beweis: (1) Flr f' = 0, f erhalten wir dank partieller Integration

m _L > —ix pr
f({)—\/%/_ooe fi(z)dx
1

= Von [e_i&f(x)} o Vo )

=0

o9 1 ©

(—i€) e 7€ f(z) dz = i€ f(€).

(2) Dank [ |z f(x)|dz < oo dirfen wir 9; unters Integral ziehen:

_L Ooe_imx r)dx —L ooi e % f(2)dx
@) = o= [ e af@dr = o= [0 fla)a

~

=0 = [ <) de =0 7O

/\ Die technischen Voraussetzungen sind leider wesentlich, sonst
verwickelt sich die Rechnung leicht in verheerende Widerspriche.
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Ableitung und Multiplikation: Normalverteilung Beispe

Wir betrachten erneut die Standard-Normalverteilung:

1
p:R>R: xH@(x):—e_m2/2

V2r

(1) Die Funktion ¢ erfillt die Differentialgleichung d,¢(z) + zp(z) = 0.
(2) Die .#—Transformierte erflllt somit ebenfalls £(€) + 0:p(&) = 0.
(8) Aus &'(&)/p(&) = —¢ folgt durch Integration (&) = »(0) e=¢/2,
(4) Mit dem Anfangswert 3(0) = 1/v/2x folgt 3(¢) = (1/v/27) e ¢*/2,
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Ableitung und Multiplikation: Normalverteilung Beispie

Aufgabe:
Fourier—transformieren Sie g(z) = ze **/2 und h(z) = 22 e /2,

Loésung: (1) Wir nutzen die Multiplikationsregel:

flz) = o—e f() — o522
g(z) =a flx) o—e 0 f(€) =—i€e €/
hw) =2” f(z) o—e (i0e)? (&) = (1-&Y)e &/
(2) Alternativ nutzen wir die Ableitungsregel:
fle)=e2 o—e J(©) _ 2
9(x) = =0, f(x) o—e —if f(€) L

~

h(z) =02 f(x) + f(x) o—e (i€)? F() + F(&) = (1 - ) e /2
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Faltung und Produkt

Satz J2B (Faltung und Produkt)
Sind f,g:R — C absolut integrierbar, so auch ihre Faltung

(f*g)(x / flx—t)gt)dt = / f(s)g(x —s)

(1) Unter Fourier—Transformation wird sie zum punktweisen Produkt:

(f * 9)(x) o—= V27 - F(£) - G(£)

(2) Umgekehrt wird das punktweise Produkt zur Faltung:

L P
f(@) - g(x)o—e E(f *9)(¢)




Faltung von Rechteck zu Dreieck -

Beispiel

0

© Faltung glattet! Hier ist ¢ ist unstetig, hingegen h = g * g stetig,

g * g x g sogar stetig differenzierbar, etc. Dies entspricht dem schnellen
Abklingen der .#—Transformierten:

§ geht gegen Null wie 1/¢, hingegen h = 32 wie 1/¢2, dann §3 sogar wie
1/€3, etc.



Die Fourier—Isometrie
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Die quadrat-integrierbaren Funktionen bilden den Vektorraum
L*=L*R,C):={ f:R—=C| [glf(z)]*dz < < }.

Auf diesem definieren wir Skalarprodukt und Norm durch

(flg)pe = [pf@)gla)de,  |fI7: = (f | f) = [alf(2)Pda.

Satz J3A (Plancherel 1910)

Die Fourier—Transformation % : [ — f definiert die Isometrie

~

7 :L*(R,C) — L*[R,C), (fl|g)=(F1g). Ifll=I7l.
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Anwendung des Satzes von Plancherel Beispic

Aufgabe: Wenden Sie Plancherel an auf die Spaltfunktion

. o0 3 2
flx) =T_gq0—® \/5 Sm(;a) und berechnen Sie / Sm(;;a) d¢.
a —0oQ
Loésung: Die linke Seite der Plancherel-Gleichung ist

Hﬂ@f=[§vuwdx:/”hu:2w

—a

Die rechte Seite der Plancherel-Gleichung ist
~ A 2 [ sin(éa)?
15 = [ forag=2 [T e g

Die Gleichung || f||2, = || f||2 liefert das gesuchte Integral:
L L

/°° sin(€a)? dé = an

oo &
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Anwendung des Satzes von Plancherel Beispic

Aufgabe: Bestimmen Sie mit Plancherel den Wert des Integrals

ab
I = dz flr b>0.
/R<x2+a2><x2+b2> v ens

Losung: Wir erkennen und nutzen die Fourier—Transformierte

fa(z) =el o—e \/zéqj_ag = fa(f)

Plancherel transformiert ein schweres Integral in ein leichtes:

/fa e /fa e

/ ~(atb)le] gy :W/ ~(atb)r gy
T2 g 2=0

-7 [a_—l—lb e—(a+b)r}zo:0 4 j— b
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Anwendung des Satzes von Plancherel Beispie

Aufgabe: Bestimmen Sie mit Plancherel den Wert des Integrals

I / e? sin(x) do — / e? sin(x) 1 d.
r T+ a3 R x 1+ a2

Lésung: Wir erkennen und nutzen die Fourier—Transformierten

F(e) = Ty qy(x) o—e 2““@ - Fo.

g9(z) =e 7 o—e \/71_1_52 =9(§

Plancherel transformiert ein schweres Integral in ein leichtes:

I=2/<%ﬂ5 fde =2 /fm—l
/1[02]( )-e $|dx_2/x0 e dx

_ Tl fwr 23[1_ *2} —  1.35821
2[ e =0 2 e .
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