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Motivation: von Fourier–Reihe zu Fourier–Integral J101
Überblick

Die Funktion f : [−T/2, T/2]→ C zerlegen wir in ihre #Fourier–Reihe:

f(x) =

∞∑

k=−∞
ck eixk·2π/T mit ck =

1

T

ˆ T/2

x=−T/2
e−ixk·2π/T f(x) dx

Wir betrachten ξ = k∆ξ mit ∆ξ = 2π/T = ω als #diskrete Variable:

g(ξ) =

ˆ T/2

x=−T/2
e−ixξf(x) dx und f(x) =

1

2π

∑

ξ∈Z∆ξ

g(ξ) eixξ∆ξ

Für nicht-periodische Funktionen f :R→ C betrachten wir T →∞.

g(ξ) =

ˆ ∞
x=−∞

e−ixξ f(x) dx und f(x) =
1

2π

ˆ ∞
ξ=−∞

g(ξ) eixξ dξ



Fourier–Transformation J103

Definition J1A

Die #Fourier–Transformierte einer Funktion f :R→ C ist

f̂ :R→ C, f̂(ξ) :=
1√
2π

ˆ ∞
x=−∞

e−iξxf(x) dx.

Die Zuordnung F : f 7→ f̂ heißt #Fourier–Transformation.
Die #inverse Fourier–Transformation F−1 : f̂ 7→ f ist definiert durch

f :R→ C, f(x) :=
1√
2π

ˆ ∞
ξ=−∞

f̂(ξ) eiξx dξ.

Dies kürzen wir ab als #Transformationspaar f f̂ bzw. f̂ f .



Fourier–Transformation und Cauchy–Hauptwert J105

Wir setzen stillschweigend voraus, dass f :R→ C auf jedem endlichen
Intervall [−r, r] integrierbar ist. Bei Polstellen, etwa f(x) = eiux/(x− s)
in x = s, betrachten wir das uneigentliche Integral limε→0

´ s−ε
−r +

´ r
s+ε.

Als Integral über R vereinbaren wir hier den #Cauchy–Hauptwert
ˆ ∞
−∞

e−iξxf(x) dx := lim
r→∞

ˆ r

−r
e−iξxf(x) dx.

Dieses Integral existiert, wenn f auf ganz R absolut integrierbar ist,
also

´
R|f(x)|dx <∞ erfüllt, aber auch noch in weiteren Fällen.

Als Beispiel betrachten wir unten die #Spaltfunktion si :R→ R mit

si(x) =

{
sin(x)/x für x 6= 0,
1 für x = 0.

Diese ist über R nicht absolut integrierbar,
´
R|si(x)|dx =∞.

Glücklicherweise existiert noch der obige Cauchy–Hauptwert analog zur
Summierbarkeit der Leibniz–Reihe

∑∞
k=1(−1)k+1/k.



Beispiel: Rechteckfunktion Spaltfunktion J107
Beispiel

#Aufgabe: Wir betrachten ein reelles Intervall [a, b] = [c− r, c+ r].
(1) Fourier–transformieren Sie die Rechteckfunktion f(x) = I[a,b](x).
(2) Berechnen Sie aus der Transformierten f̂ die Rücktransformierte.

#Lösung: (1) Im Punkt ξ = 0 ist die Rechnung besonders leicht:

f̂(0)
Def
=

1√
2π

ˆ ∞
−∞

f(x) dx
Def
=

1√
2π

ˆ b

a
1 dx =

b− a√
2π

=

√
2

π
r

Für ξ 6= 0 berechnen wir und finden die #Spaltfunktion

f̂(ξ)
Def
=

1√
2π

ˆ ∞
−∞

e−iξxf(x) dx
Def
=

1√
2π

ˆ b

x=a
e−iξx dx

HDI
=

1√
2π

[e−iξx

−iξ

]b
a

=

√
2

π

e−iξc

ξ

eiξr − e−iξr

2i
=

√
2

π
e−iξc sin(ξr)

ξ
.



Beispiel: Rechteckfunktion Spaltfunktion J108
Beispiel

f(x) = I[−1,1]

f̂(ξ) =
√
2/π sin(1ξ)/ξ

f(x) = I[−2,2]

f̂(ξ) =
√
2/π sin(2ξ)/ξ

f(x) = I[−3,3]

f̂(ξ) =
√
2/π sin(3ξ)/ξ

f(x) = I[−4,4]

f̂(ξ) =
√
2/π sin(4ξ)/ξ

Wir sehen hier die #Unschärferelation: Ist f schmal, so ist f̂ breit.



Beispiel: Rechteckfunktion Spaltfunktion J109
Beispiel

f(x) = I[−5,5]

f̂(ξ) =
√
2/π sin(5ξ)/ξ

Wir sehen hier die #Unschärferelation: Ist f̂ schmal, so ist f breit.



Beispiel: Rechteckfunktion Spaltfunktion J110
Beispiel

(2) Die Fourier–Transformierte von f(x) = I[a,b] ist

f̂(ξ) =
1√
2π

e−iξa − e−iξb

iξ
.

Erinnerung: Mit dem Residuenkalkül berechnen wir

1

πi

ˆ ∞
−∞

eiξu

ξ
dξ = sign(u) res0

(
eiuz

z

)
= sign(u).

Zu f̂ berechnen wir damit die #inverse Fourier–Transformation:

F−1(f̂)(x)
Def
=

1√
2π

ˆ ∞
−∞

f̂(ξ) eiξx dξ
Def
=

1

2π

ˆ ∞
−∞

e−iξa − e−iξb

iξ
eiξx dξ

Lin
=

1

2πi

ˆ ∞
−∞

eiξ(x−a)

ξ
dξ − 1

2πi

ˆ ∞
−∞

eiξ(x−b)

ξ
dξ

Res
=





0 für x /∈ [a, b],
1 für x ∈ ]a, b[,
1
2 für x ∈ {a, b}.

(−1
2)− (−1

2) = 0 1
2 − (−1

2) = 1 1
2 − 1

2 = 0

Wir erhalten die ursprüngliche Funktion f , aber sprungnormiert!



Fourier–Transformation der Exponentialverteilung J111
Beispiel

−2 −1 0 1 2 3 4

0

1 f(x) für a = 1

#Aufgabe: Sei a > 0. Berechnen Sie folgende Fourier–Transformation:

0 für x < 0

e−ax für x > 0

1/2 für x = 0





= f(x) f̂(ξ) =
1√
2π

1

a+ iξ

#Lösung: Wir setzen die Definition ein und berechnen:
√

2π f̂(ξ)
Def
=

ˆ ∞
−∞

e−iξxf(x) dx
Def
=

ˆ ∞
x=0

e−iξx e−ax dx

Exp
=

ˆ ∞
x=0

e−(a+iξ)x dx
HDI
=

Refsatz:HDI

[
−e−(a+iξ)x

a+ iξ

]∞
x=0

=
1

a+ iξ



Fourier–Transformation der Exponentialverteilung J112
Beispiel

#Aufgabe: Berechnen Sie die Rücktransformation.
#Lösung: Wir verwenden den Residuenkalkül:

f(x)
Def
=

1√
2π

ˆ ∞
−∞

f̂(ξ) eiξx dξ
Def
=

1

2π

ˆ ∞
−∞

eiξx

a+ iξ
dξ

Lin
=

1

2πi

ˆ ∞
−∞

eiξx

ξ − ia
dξ

Res
=

{
e−ax für x > 0 (Residuum in ξ = ia),
0 für x < 0 (keine Sing. in CIm≤0).

Den Fall x = 0 müssen wir separat weiterrechnen:

f(0)
Def
=

1

2πi

ˆ ∞
−∞

1

ξ − ia
dξ

Def
=

1

2πi

ˆ ∞
−∞

ξ + ia

ξ2 + a2
dξ (gerader Anteil)

Lin
=

1

2π

ˆ ∞
−∞

a

ξ2 + a2
dξ

HDI
=

1

2π

[
arctan(x/a)

]∞
−∞

=
1

2



Eigenschaften der Fourier–Transformierten



Linearität der Fourier–Transformation J116

Satz J1C

Die Fourier–Transformation ist linear:

F
[
a f + b g

]
= aF (f) + bF (g)

für alle F–transformierbaren Funktionen f, g :R→ C und a, b ∈ C.

f f̂ , g ĝ =⇒ af + bg af̂ + bĝ

#Beweis: Dank Linearität des Integrals gilt:

F (af + bg)(ξ) =
1√
2π

ˆ ∞
−∞

e−iξx
[
a f(x) + b g(x)

]
dx

=
a√
2π

ˆ ∞
−∞

e−iξxf(x) dx+
b√
2π

ˆ ∞
−∞

e−iξxg(x) dx

= a f̂(ξ) + b ĝ(ξ)



Stetigkeit, Abklingverhalten, Energiegleichung J117

Satz J1D

Ist f :R→ C absolut integrierbar, also
´
R|f(x)|dx <∞, dann gilt:

Die Fourier–Transformierte f̂ :R→ C ist stetig und beschränkt:

∣∣f̂(ξ)
∣∣ ≤ 1√

2π

ˆ
R

∣∣f(x)
∣∣dx für alle ξ ∈ R.

Sie verschwindet im Unendlichen (Riemann–Lebesgue–Lemma):
∣∣f̂(ξ)

∣∣→ 0 für |ξ| → ∞.

Zudem gilt die Plancherel–Gleichung (Energiegleichung):
ˆ ∞
−∞

∣∣f(x)
∣∣2 dx =

ˆ ∞
−∞

∣∣f̂(ξ)
∣∣2 dξ.



Beweis der Stetigkeit der Transformierten J119

Sei f absolut integrierbar. Die Beschränktheit von f̂ ist dann klar:
∣∣f̂(ξ)

∣∣ =

∣∣∣∣
1√
2π

ˆ
R

e−iξxf(x) dx

∣∣∣∣ ≤
1√
2π

ˆ
R

∣∣e−iξx
∣∣

=1

·
∣∣f(x)

∣∣dx

Zur gleichmäßigen Stetigkeit von f̂(ξ) betrachten wir
∣∣f̂(ξ + η)− f̂(ξ)

∣∣ =

∣∣∣∣
1√
2π

ˆ
R

[
e−i(ξ+η)x − e−iξx

]
f(x) dx

∣∣∣∣

≤ 1√
2π

ˆ
R

∣∣e−iξx
∣∣

=1

·
∣∣e−iηx − 1

∣∣ ·
∣∣f(x)

∣∣
=:gη(x)

dx.

In jedem Punkt x ∈ R gilt e−iηx → 1 für η → 0, also gη(x)→ 0.
Zudem ist gη :R→ R beschränkt durch die integrierbare Funktion 2|f |.
Dank majorisierter Konvergenz vertauschen Integral und Limes:

lim
η→0

ˆ
R
gη(x) dx =

ˆ
R

lim
η→0

gη(x) dx =

ˆ
R

0 dx = 0

Somit gilt
∣∣f̂(ξ + η)− f̂(ξ)

∣∣→ 0, also f̂(ξ + η)→ f̂(ξ) für η → 0.



Der Umkehrsatz im Spezialfall L1 L1 J121

Satz J1E (Umkehrformel)
Sei f :R→ C absolut integrierbar mit Fourier–Transformierter

f̂(ξ) =
1√
2π

ˆ ∞
−∞

e−iξx f(x) dx.

Dann ist die Funktion f̂ stetig. Ist umgekehrt auch f̂ :R→ C absolut
integrierbar und f stetig, so gilt in jedem Punkt x ∈ R die Umkehrformel

f(x) =
1√
2π

ˆ ∞
−∞

f̂(ξ) eiξx dξ.



Der Umkehrsatz für sprungnormierte Funktionen J123

Satz J1F (Umkehrformel)
Sei f :R→ C absolut integrierbar mit Fourier–Transformierter

f̂(ξ) =
1√
2π

ˆ ∞
−∞

e−iξx f(x) dx.

Zudem sei f stückweise stetig differenzierbar und sprungnormiert,

f(x) =
f(x+) + f(x−)

2
.

Dann gilt für jeden Punkt x ∈ R die Umkehrformel

f(x) =
1√
2π

ˆ ∞
−∞

f̂(ξ) eiξx dξ.

Für solche Funktionen ist die Transformation f f̂ also umkehrbar.



Fourier–Transformation der Normalverteilung



Die Standard-Normalverteilung J126

x

ϕ(x) = e−x2/2√
2π

−2 −1 0 1 2

Insbesondere gilt: ϕ ≥ 0 und
´
R ϕ(x) dx = 1. Dies ist die sogenannte

#Wahrscheinlichkeitsdichte.

Sie spielt in der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine zentrale Rolle.
Auch für die Fourier–Transformation ist sie ein wichtiges Beispiel.



Fourier–Transformation der Normalverteilung J128

Satz J1G

Für die Normalverteilung gilt ϕ ϕ, also e−x
2/2 e−ξ

2/2.

#Aufgabe: (1) Berechnen Sie den Wert ϕ̂(0) = 1/
√

2π sowie
(2) ϕ̂′(ξ) = −ξ ϕ̂(ξ) durch Ableitung unter dem Integral.
(3) Berechnen Sie hieraus die Funktion ϕ̂(ξ) = e−ξ

2/2/
√

2π.

#Lösung: (1) Die Fourier–Transformierte ist definiert durch

ϕ̂(ξ) =
1√
2π

ˆ ∞
−∞

e−iξxϕ(x) dx =
1

2π

ˆ ∞
−∞

e−iξx e−x
2/2 dx.

Den Wert für ξ = 0 kennen wir dank des Gaußschen Integrals:

ϕ̂(0) =
1√
2π

ˆ ∞
−∞

ϕ(x) dx =
1√
2π



Fourier–Transformation der Normalverteilung J129

(2) Wir berechnen ϕ̂′ durch Differenzieren unter dem Integral:

ϕ̂′(ξ) =
1

2π

d

dξ

ˆ ∞
−∞

e−iξx e−x
2/2 dx =

1

2π

ˆ ∞
−∞

∂

∂ξ

[
e−iξx e−x

2/2
]

dx

=
1

2π

ˆ ∞
−∞

(−ix) e−iξx e−x
2/2 dx (. . . partielle Integration. . . )

=
1

2π

[
i e−iξx e−x

2/2
]∞
x→−∞

=0

− 1

2π

ˆ ∞
−∞

ξ e−iξx e−x
2/2 dx = −ξ ϕ̂(ξ)

(3) Demnach genügt ϕ̂ der Differentialgleichung ϕ̂′(ξ) = −ξ ϕ̂(ξ).
Wir trennen die Variablen gemäß ϕ̂′(ξ)/ϕ̂(ξ) = −ξ
und integrieren zu ln ϕ̂(ξ)− ln ϕ̂(0) = −ξ2/2.
Wir erhalten so die Lösung ϕ̂(ξ) = ϕ̂(0) e−ξ

2/2.
Mit ϕ̂(0) = 1/

√
2π folgt ϕ̂(ξ) = (1/

√
2π) e−ξ

2/2.



Fourier–Transformation der Normalverteilung J130

#Aufgabe: Vergleichen Sie
´ r
−r e−(x−µ)2/2σ2

dx mit
´ r
−r e−(x−µ+is)2/2σ2

dx
dank des Cauchy–Integralsatzes und zeigen Sie Gleichheit für r →∞.

Re

Im

R

−µ

−µ+ is

−µ− r −µ+ r

−µ− r + is −µ+ r + is

αβ

#Lösung: Dies sind Wegintegrale der holomorphen Funktion e−z
2/2σ2

:

0 =

ˆ
∂R

e−z
2/2σ2

dz =

ˆ r

−r
e−(x−µ)2/2σ2

dx−
ˆ r

−r
e−(x−µ+is)2/2σ2

dx

+

ˆ
α

e−z
2/2σ2

dz +

ˆ
β

e−z
2/2σ2

dz

→
ˆ ∞
−∞

e−(x−µ)2/2σ2
dx−

ˆ ∞
−∞

e−(x−µ+is)2/2σ2
dx

Die Wegintegrale längs α und β verschwinden für r →∞,
denn

∣∣´
α e−z

2/2σ2
dz
∣∣ ≤
´
α

∣∣e−z2/2σ2∣∣ · |dα| ≤ s e−Re(is−µ+r)2/2σ2 → 0.



Fourier–Transformation der Normalverteilung J131

#Aufgabe: Fourier–transformieren Sie die Normalverteilung

f(x) =
1

σ
ϕ

(
x− µ
σ

)
f̂(ξ) = e−iµξ ϕ(σξ).

#Lösung: Wir setzen die Definition ein und berechnen:

f̂(ξ)
Def
=

1√
2π

ˆ ∞
−∞

e−iξxf(x) dx

Def
=

1

2πσ

ˆ ∞
−∞

e−iξx e−(x−µ)2/2σ2
dx

qE
=

1

2πσ

ˆ ∞
−∞

e−(x−µ+iσ2ξ)2/2σ2

quadratische Ergänzung

e−iµξ−σ2ξ2/2

Rest ohne x

dx

Lin
=

1√
2π

e−iµξ−σ2ξ2/2 · 1

σ
√

2π

ˆ ∞
−∞

e−(x−µ+iσ2ξ)2/2σ2
dx

Res
=

1√
2π

e−iµξ−σ2ξ2/2 = e−iµξ ϕ(σξ)



Fourier–Transformation der Normalverteilung J133

x−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

ϕ(x) = e−x2/2/
√
2π

f(x) = 1
2ϕ(

x
2 )

f̂(x) = ϕ(2x)

x−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

ϕ(x) = e−x2/2/
√
2π

f(x) = 1
3ϕ(

x
3 )

f̂(x) = ϕ(3x)



Analytische Eigenschaften der
Fourier–Transformation



Grundlegende Rechenregeln J201

Für die Transformation f(x) f̂(ξ) = 1√
2π

´
R e−iξxf(x) dx gilt:

af(x) af̂(ξ), f(x) + g(x) f̂(ξ) + ĝ(ξ),

f(−x) f̂(−ξ), f(x) f̂(−ξ),

f(ax)
1

|a| f̂
( ξ
a

)
,

1

|a|f
(x
a

)
f̂(aξ),

f(x− a) e−iξaf̂(ξ), eiaxf(x) f̂(ξ − a),

∂xf(x) iξ f̂(ξ), x f(x) i∂ξ f̂(ξ),

(f ∗ g)(x)
√

2π · f̂(ξ) · ĝ(ξ), f(x) · g(x)
1√
2π

(f̂ ∗ ĝ)(ξ).



Streckung und Verschiebung J202

#Konjugation:

1√
2π

ˆ ∞
−∞

e−iξxf(x) dx =
1√
2π

ˆ ∞
−∞

eiξxf(x) dx.

#Streckung: Substitution mit y = ax für a 6= 0 liefert

1√
2π

ˆ ∞
−∞

e−iξxf(ax) dx =
1√
2π

ˆ ∞
−∞

e−iξy/af(y)
dy

|a| .

#Ortsverschiebung: Substitution mit y = x− a liefert

1√
2π

ˆ ∞
−∞

e−iξxf(x− a) dx =
1√
2π

ˆ ∞
−∞

e−iξ(y+a)f(y) dy.

#Phasenverschiebung: Multiplikation mit eiax liefert

1√
2π

ˆ ∞
−∞

e−iξx eiaxf(x) dx =
1√
2π

ˆ ∞
−∞

e−i(ξ−a)xf(x) dx.



Ableitung und Multiplikation J205

Satz J2A

Sei f :R→ C absolut integrierbar mit F–Transformierter f f̂ .
(1) Ist f absolut stetig und ∂xf über R absolut integrierbar, so gilt

∂xf(x) iξ f̂(ξ).

(2) Ist x f(x) über R absolut integrierbar, so ist f̂ stetig diff’bar und

x f(x) i∂ξ f̂(ξ).



Beweis: Ableitung und Multiplikation J206

#Beweis: (1) Für f ′ = ∂xf erhalten wir dank partieller Integration

f̂ ′ (ξ) =
1√
2π

ˆ ∞
−∞

e−iξxf ′(x) dx

=
1√
2π

[
e−iξxf(x)

]∞
−∞

=0

− 1√
2π

ˆ ∞
−∞

(−iξ) e−iξxf(x) dx = iξ f̂(ξ).

(2) Dank
´
R|xf(x)|dx <∞ dürfen wir ∂ξ unters Integral ziehen:

x̂f(x)(ξ) =
1√
2π

ˆ ∞
−∞

e−iξx x f(x) dx =
1√
2π

ˆ ∞
−∞

i∂ξ e−iξx f(x) dx

= i∂ξ
1√
2π

ˆ ∞
−∞

e−iξxf(x) dx = i∂ξ f̂(ξ)

Die technischen Voraussetzungen sind leider wesentlich, sonst
verwickelt sich die Rechnung leicht in verheerende Widersprüche.



Ableitung und Multiplikation: Normalverteilung J207
Beispiel

Wir betrachten erneut die Standard-Normalverteilung:

ϕ : R→ R : x 7→ ϕ(x) =
1√
2π

e−x
2/2

(1) Die Funktion ϕ erfüllt die Differentialgleichung ∂xϕ(x) + xϕ(x) = 0.
(2) Die F–Transformierte erfüllt somit ebenfalls ξϕ̂(ξ) + ∂xϕ̂(ξ) = 0.
(3) Aus ϕ̂′(ξ)/ϕ̂(ξ) = −ξ folgt durch Integration ϕ̂(ξ) = ϕ̂(0) e−ξ

2/2.
(4) Mit dem Anfangswert ϕ̂(0) = 1/

√
2π folgt ϕ̂(ξ) = (1/

√
2π) e−ξ

2/2.



Ableitung und Multiplikation: Normalverteilung J208
Beispiel

#Aufgabe:
Fourier–transformieren Sie g(x) = x e−x

2/2 und h(x) = x2 e−x
2/2.

#Lösung: (1) Wir nutzen die Multiplikationsregel:

f(x) = e−x
2/2 f̂(ξ) = e−ξ

2/2

g(x) = x f(x) i∂ξ f̂(ξ) = −iξ e−ξ
2/2

h(x) = x2 f(x) (i∂ξ)
2 f̂(ξ) = (1− ξ2) e−ξ

2/2

(2) Alternativ nutzen wir die Ableitungsregel:

f(x) = e−x
2/2 f̂(ξ) = e−ξ

2/2

g(x) = −∂x f(x) − iξ f̂(ξ) = −iξ e−ξ
2/2

h(x) = ∂2
x f(x) + f(x) (iξ)2 f̂(ξ) + f̂(ξ) = (1− ξ2) e−ξ

2/2



Faltung und Produkt J209

Satz J2B (Faltung und Produkt)
Sind f, g :R→ C absolut integrierbar, so auch ihre #Faltung

(f ∗ g)(x) :=

ˆ ∞
−∞

f(x− t) g(t) dt =

ˆ ∞
−∞

f(s) g(x− s) ds.

(1) Unter Fourier–Transformation wird sie zum punktweisen #Produkt:

(f ∗ g)(x)
√

2π · f̂(ξ) · ĝ(ξ)

(2) Umgekehrt wird das punktweise Produkt zur Faltung:

f(x) · g(x)
1√
2π

(f̂ ∗ ĝ)(ξ)



Faltung von Rechteck zu Dreieck J211
Beispiel

−3 −2 −1 0 1 2 3

0

1
g = I[−1,1]

0

1

2 h = g ∗ g

Faltung glättet! Hier ist g ist unstetig, hingegen h = g ∗ g stetig,
g ∗ g ∗ g sogar stetig differenzierbar, etc. Dies entspricht dem schnellen
Abklingen der F–Transformierten:
ĝ geht gegen Null wie 1/ξ, hingegen ĥ = ĝ2 wie 1/ξ2, dann ĝ3 sogar wie
1/ξ3, etc.



Die Fourier–Isometrie J301

Die quadrat-integrierbaren Funktionen bilden den Vektorraum

L2 = L2(R,C) :=
{
f :R→ C

∣∣ ´
R|f(x)|2 dx <∞

}
.

Auf diesem definieren wir Skalarprodukt und Norm durch

〈 f | g 〉L2 :=
´
R f(x) g(x) dx, ‖f‖2L2 := 〈 f | f 〉 =

´
R|f(x)|2 dx.

Satz J3A (Plancherel 1910)

Die Fourier–Transformation F : f 7→ f̂ definiert die Isometrie

F :L2(R,C)→ L2(R,C), 〈 f | g 〉 = 〈 f̂ | ĝ 〉, ‖f‖ = ‖f̂‖.



Anwendung des Satzes von Plancherel J303
Beispiel

#Aufgabe: Wenden Sie Plancherel an auf die Spaltfunktion

f(x) = I[−a,a]

√
2

π

sin(ξa)

ξ
und berechnen Sie

ˆ ∞
−∞

sin(ξa)2

ξ2
dξ.

#Lösung: Die linke Seite der Plancherel–Gleichung ist

‖f‖2L2 =

ˆ ∞
−∞
|f(x)|2 dx =

ˆ a

−a
1 dx = 2a.

Die rechte Seite der Plancherel–Gleichung ist

‖f̂‖2L2 =

ˆ ∞
−∞
|f̂(ξ)|2 dξ =

2

π

ˆ ∞
−∞

sin(ξa)2

ξ2
dξ.

Die Gleichung ‖f‖2L2 = ‖f̂‖2L2 liefert das gesuchte Integral:
ˆ ∞
−∞

sin(ξa)2

ξ2
dξ = aπ



Anwendung des Satzes von Plancherel J304
Beispiel

#Aufgabe: Bestimmen Sie mit Plancherel den Wert des Integrals

I =

ˆ
R

ab

(x2 + a2)(x2 + b2)
dx für a, b > 0.

#Lösung: Wir erkennen und nutzen die Fourier–Transformierte

fa(x) = e−a|x|
√

2

π

a

ξ2 + a2
= f̂a(ξ).

Plancherel transformiert ein schweres Integral in ein leichtes:

I =
π

2

ˆ
R
f̂a(ξ) · f̂b(ξ) dξ =

π

2

ˆ
R
fa(x) · fb(x) dx

=
π

2

ˆ
R

e−(a+b)|x| dx = π

ˆ ∞
x=0

e−(a+b)x dx

= π
[ −1

a+ b
e−(a+b)x

]∞
x=0

=
π

a+ b



Anwendung des Satzes von Plancherel J411
Beispiel

#Aufgabe: Bestimmen Sie mit Plancherel den Wert des Integrals

I =

ˆ
R

eix sin(x)

x+ x3
dx =

ˆ
R

eix sin(x)

x
· 1

1 + x2
dx.

#Lösung: Wir erkennen und nutzen die Fourier–Transformierten

f(x) = I[−1,1](x)

√
2

π

sin(ξ)

ξ
= f̂(ξ),

g(x) = e−|x|
√

2

π

1

1 + ξ2
= ĝ(ξ).

Plancherel transformiert ein schweres Integral in ein leichtes:

I =
π

2

ˆ
R

e−iξ f̂(ξ) · ĝ(ξ) dξ =
π

2

ˆ
R
f(x− 1) · g(x) dx

=
π

2

ˆ
R
I[0,2](x) · e−|x| dx =

π

2

ˆ 2

x=0
e−x dx

=
π

2

[
− e−x

]2

x=0
=
π

2

[
1− e−2

]
= 1.35821 . . .
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