Kapitel A

Konstruktion und Eigenschaften von
Integralen
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Inhalt dieses Kapitels

Wie misst man Flachen- und Rauminhalt?
Absolut integrierbare Funktionen
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Integration: Theorie und Anwendung

Bildquelle: wikipedia.org
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Bernhard Riemann Henri Lebesgue
(1826-1866) (1875-1941)

1 Konstruktion: Was sind und was sollen Integrale?
2 Werkzeugkasten: Welche Rechenregeln gelten?
8 Training: Wie berechnet man konkrete Beispiele?
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Eindimensionale Integration und Flacheninhalt

Grundidee: Sei Q2 = [q,b] ein Intervall und f: [a,b] — R stetig.
Das Integral ff f(x) dx misst die Flache unter dem Graphen von f.

Verallgemeinerung: Sei 2 C R” ein Quader und f: Q — R stetig.
Das Integral [, f(x)dz misst das Volumen unter dem Graphen von f.
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Hoherdimensionale Integration und Volumen

Beispiel: Wir integrieren f(z1,z2) = 1+ 2?2 — 22 Gber Q = [-1,1]2.
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Intervalle und ihre Lange

Definition AOA
Fir a < b haben wir die endlichen Intervalle

[a,0) :={zeR|a<z<b}, Ja,b[:={zeR|a<z<b},
[a,b:={zeR|a<z<b}, Ja,b):={zeR|a<z<b},
sowie die unendlichen Intervalle wie |—oco, +00[ = R und

[a,4c[:={z€R|a<z}, Ja,+oo[:={zeR|a<ua},
]—oo,b]::{xG]R}be}, ]—oo,b[::{xER|:L"<b}.

Jedem Intervall I # () ordnen wir die Lange voly(I) := sup I — inf I zu.
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Rechtecke und ihr Flacheninhalt

Zwei Intervalle I,.J C R bilden ein achsenparalleles Rechteck (Quader)
R:IXJ:{(x,y)ERQ‘wEI, yeld}.
Es hat den Flacheninhalt voly(R) := voly (1) - voly (J).
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Quader und ihr Rauminhalt

Je drei Intervalle I, J, K C R definieren einen achsenparallelen Quader
Q=IxJxK={(z,y,2)ER’|z€l,yeJ €K }.
Er hat den Rauminhalt vols(Q) := vol; (1) - vol(J) - vol; (K).
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Quader in beliebiger Dimension

Definition AOB
Eine Teilmenge @ C R"™ hei3t achsenparalleler Quader, falls

Q211XI2X-~'><In
mit Intervallen I, I, ..., I, C R. Sein n—dimensionales Volumen ist

vol, (Q) := voly (I1) - voli (I2) - - - voly (I,).

Satz AOcC (Streckung und Verschiebung)
Fira € R undv € R" gilt: vol,(aQ + v) = |a|™ vol,(Q).
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Wie misst man Flachen- und Rauminhalt?

Teilmengen A c R? wollen wir ihren Flacheninhalt vols(A) € [0, oc]
zuweisen. Problem: Welche Mengen sind messbar? Wie?
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Ebenso flir den Rauminhalt volz(A) von Teilmengen A C R3, und
allgemein fir das n—dim. Volumen vol,,(A) von Teilmengen A C R".
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Definierende Eigenschaften des Volumens

Messbare Mengen A C R™ und ihr n—dimensionales Volumen
vol(A) € [0, +o0] definiert man nach den folgenden Grundregeln:

Normierung: Das Volumen vol(A) eines n—dimensionalen Quaders
A C R ist das Produkt seiner Seitenlangen.

Additivitat: Es gilt vol(A) 4 vol(B) = vol(AU B) + vol(AN B).
Monotonie: Aus A C B folgt aus der Additivitat vol(A) < vol(B).
Einschachtelung: Git Apc A, c...cC C...C B; C By mit
vol(By ~ Ax) N\, 0, so auch vol(Ag)  vol(C) /" vol(By)

(folgt aus der Monotonie).

Ausschopfung: Insbesondere qilt fir Ag C A; C Ay C ... mit
Vereinigung A = AgU A1 U A2 U ..., dass vol(Ag) " vol(A).



A016

Grundlegende Eigenschaften

Satz AOD (Lebesgue 1901)

Mit diesen fiinf Regeln kbnnen wir jeder messbaren Teilmenge A C R"
eindeutig ihr Volumen vol(A) € [0, co] zuweisen und ausrechnen.

/\ Das Ergebnis ist eindeutig und insbesondere unabhangig vom Rechenweg.

/\ Nichtmessbare Mengen existieren!

© Alle in der Praxis betrachteten Mengen sind messbar.
@ Alle offenen und alle abgeschlossenen Mengen in R™ sind messbar.
@ Ist eine Menge A C R™ messbar, so auch ihr Komplement R™ \ A.

@ Sind Ao, Ay, Az, ... messbar, so auch [,y Ax und [, oy Ar-



Grundidee: Das Integral misst das Volumen. e

Wir wollen nun das Integral erklaren. Grundidee: Das Integral [, f soll
das Volumen unter dem Funktionsgraphen messen. Dies lasst sich
besonders leicht fir , Treppenfunktionen® wie auf diesem Bild

ausrechnen: Die Dachflache kdnnen wir uns als Funktion f:Q — Rxg
vorstellen.
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Indikatorfunktionen

Zunéchst definieren wir die Indikatorfunktion einer Teilmenge A C 2

durch
QSR Ta()=d b reed
0 faraz ¢ A.

A

Q

Das Integral misst das Volumen unter dem Funktionsgraphen, hier also

/ I4(z)dz = vol,(A) und daher / a Ix(z)dz = avol,(A).
Q Q
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Treppenfunktionen

Zu Quadern Qi C Q2 und ay € R definieren wir die Treppenfunktion

l
fl@) =) arIg, ().
k=1

Q

Das Integral misst das Volumen unter dem Funktionsgraphen, hier also

/Qf(x) dz = A(é o IQk> (z) do = éak vol ().
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Definition: messbare Funktionen und ihr Integral

Sei 2 C R™ ein Quader. Messbare Funktionen f:Q — [0, co] und ihr
Integral [, f € [0, oc] definieren wir nach folgenden fiinf Grundregeln:

(1) Normierung: FUr jeden endlichen Quader A C 2 gilt
JoIa = vol,(A).

(2) Linearitat: Fir alle a, b € R>¢ gilt [(af +bg) =a [ f+b [y
(3) Monotonie: Aus f < g folgt [, f < [, g (wegen Linearitat).

(4) Einschachtelung: Gilt fp < f1 <...<h<...< g1 <gound
Jo(gr — fr) \( 0, so gilt wegen Monotonie [, fi ./ [oh " [q gk

(5) Ausschopfung: Gilt fo < f1 < fo < ... mit f, /7 f, dann
fQ fr / fQ f.



Bedingungen (1-3) lassen sich erflillen. e

Satz AOE (Treppenfunktionen und ihr Integral)

Bedingungen (1-3) lassen sich erfillen. Die kleinste Funktionenmenge,
fir die dies méglich ist, sind die Treppenfunktionen f:Q — [0, o],

14

f=> aly, mite €RsoundQy C R™ endliche Quader.
=l

Hierauf ist das Integral eindeutig durch (1-3) bestimmt, denn es gilt

/f /[ C’“IQk] ch/IQk chvol (Qn).
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Bedingungen (1—4) lassen sich erfillen.

Satz AOF (Riemann 1854, Darboux 1875)

Bedingungen (1—4) lassen sich erflillen. Die kleinste Funktionenmenge,
fir die dies méglich ist, sind die Riemann—integrierbaren Funktionen
f:9Q — [0,00]. Hierauf ist das Integral eindeutig durch (1—4) bestimmt.

() Die Konstruktion iber Riemann—Summen kennen Sie aus der HM2.

© Diese Menge enthilt alle Treppenfunktionen und noch viel mehr,
z.B. stetige Funktionen f:Q — R>( auf kompakten Quadern © C R"™.

) Viele fir uns wichtige Funktionen sind nicht Riemann—integrierbar.

Satz AOG (Charakterisierung R-integrierbarer Funktionen)

Genau dann ist f Riemann—integrierbar, wenn f beschrankten Trager
und beschrédnkten Wertebereich hat und zudem fast (iberall stetig ist.
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Bedingungen (1-5) lassen sich erflllen.

Satz AOH (Lebesgue 1901)

Bedingungen (1-5) lassen sich erfillen. Die kleinste Funktionenmenge,
fir die dies méglich ist, sind die Lebesgue-messbaren Funktionen
f:Q — [0,00]. Hierauf ist das Integral eindeutig durch (1-5) bestimmt.

© Ganz einfach: Alle fir uns wichtigen Funktionen sind messbar!

Satz A0l

Alle Treppenfunktionen und alle stetigen Funktionen sind messbar.
Mit f,g sind f + g und f - g sowie min(f, g) und max(f, g) messbar.
Konvergiert fi, — f und sind alle f,, messbar, so ist auch f messbar.

© Die nachsten Kapitel entwickeln praktische Rechenmethoden.
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Integration Uber beliebige Bereiche

Definition AOJ
Zu jeder Funktion f: A C 2 — [0, cc] definieren wir ihre Fortsetzung

f(z) furz e A,

f:Q—=[0,00] durch f(z):= {0 iy &

Wir nennen die Funktion f messbar, wenn ihre Fortsetzung f auf
messbar ist. In diesem Falle definieren wir ihr Integral durch

/Af(:n)dz: ::/Qf(a:)d:v.
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Positive und negative Beitrage zum Integral

f | £+ £

y 'y
Wir zerlegen f = f* — f~ in Positivteil f* und Negativteil f~— geman
ff(z) = {ﬂx) falls f(z) >0, F (@) = {—f(:c) falls f(z) <0,

0 sonst, 0 sonst.

Beim Integral soll f~ negativ zahlen, also [, f := [, fT — [, [~

/\ Diese Differenz ist nur sinnvoll, wenn beide Integrale endlich sind.
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Absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral

Definition AOL

Fir jede Funktion f:Q = Rgilt f = f* — f~und |f| = fT + .
Genau dann ist f messbar, wenn f*:Q — [0, co] messbar sind.
In diesem Falle ist auch | f| = f™ + f~ messbar, und somit gilt

/Q\f(:c)\dx=/Qf+(x)da:+/gf-(x)dx.

Ist dieser Wert endlich, so nennen wir f (absolut) integrierbar.
In diesem Falle kénnen wir das Integral von f definieren durch

/Qf(:v)dx ::/Qﬁ(x)dx—/ﬂf(x)dx.
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Schreibweisen flr Integrale

Das Integral einer Funktion f:Q — [—oo, +00] schreiben wir wahlweise

/f /fdx_/f ) da.

Die Bezeichnung der Integrationsvariablen ist dabei willkirlich:

/sz/f(t)dt:/f(u)du:/f(e)dez

Speziell fiir Q@ = [a, b] C R schreibt man auch

Joi=fr= [

Fiir Q ¢ R2 schreibt man auch

/Qf:/gf(‘r’y)d(m’y):/Qf(%y)d(x,y)....

Fiir Q ¢ R3 schreibt man auch

/Af://ﬂf(w,y,z (x,y,z /f:ty, d(z,y,2)....
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Absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral

Satz AOM (absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral)
Die Menge aller absolut integrierbaren Funktionen
L' ={f:Q=R| [,|f(z)dz < +o0 }
ist ein R—Vektorraum. Hierauf ist das Integral eine R—lineare Abbildung
LY(Q) = R, e fo f(z)da.

Sie ist normiert, monoton, erfiillt Einschachtelung und Ausschépfung.

Durch diese flinf Eigenschaften ist das Integral eindeutig bestimmt.
Schrankt man das Lebesgue—Integral auf Riemann-integrierbare
Funktionen ein, so erhélt man das Riemann—Integral.
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Konstruktion und Eigenschaften von Integralen

Sei Q C R™und f:Q — [0, +0oc] eine nicht-negative integrierbare
Funktion, z.B. f stetig. Solchen Funktionen ordnen wir nach folgenden
Grundregeln ihr Integral [, f € [0, 4+00] zu:

(1) Normierung: Fir alle endlichen Quader A C Q gilt [, 14 = vol,(A).
(2) Linearitat: Fir alle a, b € R>¢ gilt [(af +bg) =a [o f+b [y 9.

(3) Monotonie: Aus f < g folgt [, f < [, g dank Additivitat.

(4) Einschachtelung: Gilt fo < f1 <...<h<...< g1 <gound

Jolgr — fr) \( 0, so gilt dank Monotonie [, fi ./ [oh " [q 9k

(5) Ausschopfung: Gilt fo < f1 < fo < ... mit fi 7 f (punktweise
Konvergenz), dann [, fi /[, f-

© Daumenregel: Das Integral ist sinnvoll definiert, wenn f Werte in
[0, +00] annimmt oder [, | f| < +oo fir f : Q@ — [—oco, +-00] gilt!
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