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Ubungsblatt 4

Im folgenden seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten der Di-
mension m bzw. n.

1. a) Zeigen Sie, dass eine Abbildung X : M — T'M, mit X (p) € T,M fiir alle
p € M, genau dann ein glattes Vektorfeld auf M ist, wenn sie beziiglich lokaler

Koordinaten (U, z) als
- d
X=a
i=1 " Oz

geschrieben werden kann, wobei a; glatte Funktionen auf U sind.

b) Sei f: M — N eine differenzierbare Abbildung. Beweisen Sie, dass dann
auch das Differential df : TM — TN eine differenzierbare Abbildung zwischen
Mannigfaltigkeiten ist.

2*. a) Seien X, Y, Z beliebige Vektorfelder auf der Mannigfaltigkeit M. Bewei-
sen Sie die sogenannte Jacobi-Identitét:

XY Z)| + [V, [Z2, X]| + [Z,[X, Y]] =0 .

b) Sei M = R? mit den Standardkoordinaten (x1,x3) und ey, es die Vek-
torfelder e; = 9/0x1, ea = 0/0x2. Berechnen Sie den Kommutator der Vek-
torfelder V = 1’%1‘261 +eyund W = 161 — m%eg auf R2.

3. Zeigen Sie, dass die Sphére S**3, fiir jede natiirliche Zahl k& > 0, drei nir-
gends verschwindende Vektorfelder hat, die in jedem Punkt linear unabhéngig
sind.

4*. a) Sei E C RP™ x R*™! die Teilmenge
E={([z],\x) | z € S", X € R}.

Zeigen Sie, dass E mit der Projektion auf den ersten Faktor ein Vektorbiindel
vom Rang 1 iiber RP" ist. Fiir n = 1 heiflt £ das Mdbiusband iiber RP! = S

b) Beweisen Sie, dass fiir n > 1 jeder (stetige oder differenzierbare) Schnitt
s: RP™ — E eine Nullstelle hat.

Bitte geben Sie Thre Losungen zu den mit einem Stern markierten Aufgaben
am Montag, den 12. November 2012 in der Ubung ab.



