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Übungsblatt 14

1. Sei E → M ein Vektorbündel mit kovarianter Ableitung ∇. Bezeichne ∇
auch die induzierte kovariante Ableitung auf End(E), definiert durch

(∇XL)(Y ) = ∇X(L(Y ))− L(∇XY ).

Beweisen Sie, dass die Krümmung gegeben ist durch

R
End(E)
XY L = [RE

XY , L],

wobei [·, ·] der Kommutator zweier Endomorphismen von E ist und RE
XY als

Endomorphismus von E interpretiert wird.

2∗. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit,X ein Killing-Vektorfeld und
Z ein beliebiges Vektorfeld. Auf M definieren wir die Funktionen f = g(X,X)
und

h =
1

2
LZLZg(X,X)− g(R(X,Z)X,Z).

Sei p ∈ M ein kritischer Punkt von f . Beweisen Sie, dass im Punkt p die
folgenden Formeln gelten:

(a) ∇XX = 0 und g(∇ZX,X) = 0.

(b) h = g(∇[X,Z]X,Z)− g(∇XX,∇ZZ)− g(∇X∇ZX,Z).

(c) h = g(∇ZX,∇ZX).

3∗. Sei (M, g) eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit und X ein Killing-
Vektorfeld. Im Punkt p ∈ M gelte Xp 6= 0. Sei A : TpM → TpM,Z 7→ ∇ZX
und E ⊂ TpM das orthogonale Komplement von Xp.

a) Zeigen Sie, dass die Einschränkung von A einen schiefsymmetrischen
Endomorphismus A : E → E definiert.

b) Beweisen Sie mit Aufgabe 2 folgenden Satz von Berger: Auf einer
kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeit gerader Dimension, deren Schnitt-
krümmung in jedem Punkt positiv ist, hat jedes Killing-Vektorfeld eine Null-
stelle.

4. Sei (M ×N, π∗MgM +π∗NgN ) ein Produkt Riemannscher Mannigfaltigkeiten.
Wir betrachten Vektorfelder X und Y auf dem Produkt, die tangential an M
und N sind. Zeigen Sie, dass ∇XY = 0 und K(X,Y ) = 0.

Bitte geben Sie Ihre Lösungen zu den mit einem Stern markierten Aufgaben
am Montag, den 4. Februar 2013 in der Übung ab.


