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1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

1.1 Topologische Mannigfaltigkeiten

Topologische Mannigfaltigkeiten sollen als spezielle topologische Rdume definiert wer-
den. Dalfiir sind zunéchst einige Grundbegriffe der Topologie zu wiederholen.

Sei M eine Menge. Ein Mengensystem O = Oy, C P(M) heisst Topologie auf M, falls
1. O MeO
2. UV eOdannist auch UNnV €O
3. U;€0,iel dannist auch J,.,U; € O

Ein Paar (M, O) heisst topologischer Raum. Eine Teilmenge heisst offen, falls U € O.
Eine Teilmenge A C M heisst abgeschlossen, falls M \ A offen.

Beispiele: (1) Die offenen Mengen der Standardtopologie auf R™ sind die Mengen
U C R™, fiir die zu jedem Punkt x € U eine kleine Kugel B, (z) existiert, die ganz in U
liegt. (2) Die diskrete Topologie auf einer Menge M ist definiert durch O = P(M), d.h.
jede Teilmenge von M ist offen. (3) Sei (M, Oyy) ein topologischer Raum und X € M
eine Teilmenge. Dann sind die offenen Mengen der Teilraumtopologie (auch induzierte
Topologie) auf X genau die Schnitte von X mit offenen Mengen in M.

Ein Mengensystem B C P(M) heisst Basis der Topologie Oy, falls die offenen Mengen
aus Oy genau die Vereinigungen der Mengen aus B sind. Insbesondere ist also B C O)y.

Beispiel: Eine (abzdhlbare) Basis der Standardtopologie auf R™ bilden die Kugeln
B,.(x) mit rationalem Radius » um Punkte z € R™ mit rationalen Koordinaten.

Eine Abbildung f: (M, Oy) — (N, Oy) heisst stetig, falls f~1(V) € Oy, fiir alle V €
Oy. Eine bijektive Abbildung f: M — N heisst Homdomorphismus falls f und f~*
stetig sind. In diesem Fall nennt man die Rdume M und N zueinander homdéomorph.

Ein topologischer Raum M heisst lokal homdomorph zu R™ (auch lokal euklidisch), falls
fiir alle p € M eine offene Menge U C M mit p € U, eine offene Menge V' C R™ und
ein Homoomorphismus ¢: U — V existieren.

Ein topologischer Raum M heisst zusammenhdingend, falls kein U ¢ M,U # 0, M
existiert, dass zugleich offen und abgeschlossen ist. Aquivalent ist, dass M nicht als
nicht-triviale Vereinigung zweier disjunkter offener Mengen dargestellt werden kann.
Eine Teilmenge X C M heisst zusammenhéngend, falls X mit der Teilraumtopologie
zusammenhéngend ist.

Ein topologischer Raum M heisst wegzusammenhdngend, falls sich je zwei Punkte in
M durch einen stetigen Weg in M verbinden lassen. D.h. fiir je zwei Punkte p,q € M
existiert eine stetige Abbildung c: [0, 1] — M mit ¢(0) = p und ¢(1) = q.

Lemma 1.1 Wegzusammenhdingende Riume sind zusammenhdngend. Zusammenhdngende,
lokal euklidische Rdume sind auch wegzusammenhdngend.
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Ein topologischer Raum M heisst hausdorff (auch T3), falls fiir alle p,q € M,p # q
offene Mengen U,V C M existieren mit p € U,qg € V und U NV = ().

Bemerkung Aus lokal euklidisch folgt nicht hausdorff.

Definition 1.2 FEine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist ein topologi-
scher Raum M mit:

1. M ist lokal homoomorph zu R™
2. M st hausdorff

3. M besitzt eine abzihlbare Basis der Topologie

Die lokalen Homdéomorphismen ¢: U C M — V C R" heissen Karten oder lokale
Koordinatensysteme von M.

Genaugenommen muss man noch iiberpriifen, dass die Dimension wohldefiniert ist, also
nicht vom Punkt abhéingig ist. Das folgt aus dem Satz von Brouwer bzw. aus dem Satz
iiber die Invarianz des Gebietes.

Satz: (Brouwer) Sei U C R"™ offen und f: U — R™ stetig und injektiv. Dann ist
f(U) C R™ offen.

Folgerung: Seien U C R™ und V' C R™ offene Mengen. Sind U und V zueinander
homdoomorph, so folgt n = m.

Beweis: Man nimmt n # m an und o0.B.d.A. auch m < n. Sei i: R™ — R" die
kanonische Einbettung i(zq,...,2y,) = (z1,...,2m,0,...,0). Dann ist ¢ stetig, injektiv
und i(R™) enthélt keine in R™ offene Menge.

Sei nun ¢: U — V der laut Voraussetzung existierende Homéomorphismus. Dann ist
auch f:=i|y o ¢: U — R stetig und injektiv. Aus dem Satz von Brouwer folgt nun,
dass f(U) =i(V) C i(R™) offen in R". Das ist ein Widerspruch und es muss also m = n
gelten. O

Im Folgenden sollen drei Beispiele topologischer Mannigfaltigkeiten vorgestellt werden.

1. Der n-dimensionale euklidische Raum M = R"™. Hier hat man eine Karte, die
durch die Identitdat gegeben ist. Analog ist auch jede offene Teilmenge M C R"
eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit.

2. Die n-dimensionale Sphire: S™ := {x € R"*'| 21+ ...+ 22, = 1}. Als Topologie
auf S C R"! wihlt man die von der Standardtopologie auf R"™! induzierte
Topologie. Dann ist klar, dass der topologische Raum S™ hausdorff ist und eine
abzéhlbare Basis der Topologie besitzt. Auf S™ kann man mittels der stereogra-
phischen Projektion zwei Karten definieren, die zeigen, dass S™ lokal homéomorph
zu R ist.

Sei Uy = S"\{e,11} und Uy = S™\{—e,,11}. Dann definiert man Homdomorphismen
gi: Uy — R", i =1,2 durch

1 1

g1(r) = ——— (21,...,Tn), g2(z) = m

1—2pu (X1, ., @p) .



3. Der n-dimensionale hyperbolische Raum: H" := {x € R"™ |22 — 22 — ... — 22 =
1,z9 > 0}. Hier reicht eine Karte, d.h. H™ ist homdomorph zu R™. Man definiert
¢: H" C R — R" durch ¢(z) = (z1,...,x,). Die (stetige) Umkehrabbildung
ist gegeben durch

¥ R" = H" ¢ R™ w(y):(\/1—|—y%+...+y%,y1,...,yn)

Bemerkung: Der Doppelkegel M = {(z,y, z) € R3|2? = 2% +y*} ist keine topologische
Mannigfaltigkeit.

Satz 1.3 FEine 0-dimensionale Mannigfaltigkeit ist eine abzihlbare Menge von Punkten
mait der diskreten Topologie.

Beweis: Sei M eine 0-dimensionale Mannigfaltigkeit und p € M. Dann existiert eine
offene Menge U C M mit p € U, die homdomorph zu R = {0} ist. Daraus folgt
U = {p}, d.h. die Punkte in M sind offene Mengen und M tragt damit die diskrete
Topologie. O

Bemerkung: Fine zusammenhéngende 1-dimensionale Mannigfaltigkeit ist homéomorph
zu S oder R!.

Satz 1.4 Sei M eine n-dimensionale und N eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit.
Dann ist M x N eine Mannigfaltigkeit der Dimension n + m.

Beispiel: Sei M = N = S', dann ist 7% = S x S! der 2-dimensionale Torus. Allge-
meiner hat man den n-dimensionalen Torus 7" = S! x ... x S

1.2 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Es soll nun fiir topologische Mannigfaltigkeiten der Begriff einer differenzierbaren Ab-
bildung definiert werden. Dazu muss zunéchst auf der topologischen Mannigfaltigkeit
eine differenzierbare Struktur eingefiihrt werden. Sei M eine topologische Mannigfaltig-
keit und sei f: M — R eine stetige Abbildung. Seien (U, x), (V,y) Karten um p € M.
Dann gilt:
foyt=(fox ") (zoy™).

Man sieht, dass fiir die Definition der Differenzierbarkeit von f mit Hilfe von Karten,
die Differenzierbarkeit der Kartenwechsel x o y~! benétigt wird.

Definition 1.5 Zwei Karten (U, x), (V,y) heissen vertraglich falls die Abbildung
roy liy(UNV)—=x(UNV)

ein Diffeomorphismus von offenen Mengen in R™ ist. Die Abbildung x o y~! heisst
Kartenwechsel. Fine Menge von Karten A = {(U,,x4)} heisst Atlas von M, falls
die Karten M tberdecken und je zwei Karten vertrdglich sind. Ein Atlas A heisst
maximaler Atlas, falls jede Karte, die mit allen Karten in A vertrdglich ist, schon in

A liegt.



Bemerkung: Sei A ein Atlas fiir M, dann definiert man
Apnaz := Menge aller Karten von M, die mit allen Karten aus A vertréglich sind.

Lemma 1.6 1. AC A
2. Az ist ein Atlas
3. Apaz ist mazimaler Atlas

4. Jeder Atlas ist in genau einem mazimalen Atlas enthalten

Definition 1.7 FEine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit ust eine n-dimen-
sionale topologische Mannigfaltigkeit zusammen mit einem maximalen Atlas.

Bemerkung: Differenzierbare Mannigfaltigkeiten nennt man auch C*°- oder glatte
Mannigfaltigkeiten. Ein maximaler Atlas definiert eine differenzierbare Struktur. Es
gibt topologische Mannigfaltigkeiten, die keine differenzierbare Strukturen zulassen.
Auf einer topologischen Mannigfaltigkeit kann es “unterschiedliche” differenzierbare
Strukturen geben.

Notation: Im Weiteren soll mit “Mannigfaltigkeit” immer “differenzierbare Mannig-
faltigkeit” gemeint sein.

Beispiele: (1) Jede offene Teilmenge U C R™ ist trivialerweise eine n-dimensionale
differenzierbare Mannigfaltigkeit. Als Atlas nimmt man hier A = {(U,id)}. (2) Die
Sphére S™ ist eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Seien (U;, g;),1 =
1,2 die oben eingefiihrten Karten. Zu iiberpriifen bleibt, ob der Kartenwechsel g; o g *
differenzierbar ist. Fiir x € go(Uy NUz) = g2(S™ \ {Fen1}) =R™\ {0} C R gilt:

. 21 1—[|z||? 1 2x 2 x
giog; () =g =TT

1+ (2] T+ [J«]]? [T (22~ 2ff=[2 [l

1+|z(]2
Damit sind die Karten (Uy, g1) und (Us, go) vertriglich. Da sie auch S™ iiberdecken
erhdlt man den Atlas A = {(U;, ;),7 = 1,2}.

Definition 1.8 Seien M, N differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Eine stetige Abbil-
dung f: M — N heisst differenzierbar, wenn es um jeden Punkt p € M Karten (U, x)
um p und (V,y) um f(p) gibt, so dass auf einer Umgebung W C z(f~*(V)NU) von
z(p) die Abbildung

yofoa ™t W Ca(fTH(V)NU) = y(V)

differenzierbar ist. Ein Diffeomorphismus ist ein Homdomorphismus f, fir den f und
f=1 differenzierbar sind. In diesem Fall nennt man die Mannigfaltigkeiten M und N
diffeomorph.



Bemerkungen: (1) Genauer kann man noch von Differenzierbarkeit in einem Punkt
und k-facher Differenzierbarkeit sprechen. Im Weiteren soll “differenzierbar” immer
“beliebig oft differenzierbar” bedeuten. Solche Abbildungen nennt man dann glatt oder
C®. (2) Ist f in p bzgl. eines Paares von Karten differenzierbar, so auch fiir alle anderen
Karten um p bzw. f(p). Den unendlich-dimensionalen Vektorraum der differenzierbaren
Funktionen auf M mit Werten in R bezeichnet man mit C*(M).

Beispiele:
1. Die antipodale Abbildung f: S™ — S™, f(y) = —y ist differenzierbar. (UA)

2. Auf R seien die Atlanten A; = {x = id: R - R} und Ay = {7: R — R, z(¢) =
t3} fixiert. Dann sind = und # keine vertriglichen Karten, da 2 o 27(¢) = ¥/t
nicht differenzierbar ist. Damit ist id: (R, A jaz) = (R, Az mey) differenzierbar,
aber kein Diffeomorphismus, denn die Abbildung id: (R, Asmaz) — (R, At maz)
ist nicht differenzierbar. Allerdings liefert die Abbildung f(t) = </t einen Diffeo-
morphismus f: (R, A1 maz) = (R, A2 maz)-

Bemerkungen:

1. Fiir n # 4 ist jede differenzierbare Struktur auf R™ diffeomorph zur Standard-
struktur A,q, zu A = {(R",id)}.

2. Auf R* gibt es iiberabzihlbar viele differenzierbare Strukturen, die paarweise
nicht diffeomorph sind (= exotische Strukturen).

3. Jede topologische Mannigfaltigkeit in Dimension 1, 2 und 3 besitzt genau eine
differenzierbare Struktur.

4. Es gibt topologische Mannigfaltigkeiten in Dimension 4, die keine differenzierbare
Struktur zulassen.

5. Es gibt fiir n > 7 Mannigfaltigkeiten, die homéomorph zu S™ aber nicht diffeo-
morph sind. Diese nennt man exotische Sphéaren. In jeder Dimension n,n > 7
gibt es hochstens endlich viele exotische Sphéren. Die Existenz einer exotischen
S4 ist ungeklirt.

1.3 Projektive Rdume

Im Folgenden soll noch ein wichtiges Beispiel differenzierbarer Mannigfaltigkeiten vor-
gestellt werden: die projektiven Rdume. Diese sind definiert als Quotientenrdaume.

Sei X ein topologischer Raum, sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X, dann bezeichne
X/ die Menge der Aquivalenzklassen. Auf dieser lisst sich eine Topologie definieren.
Dafiir bezeichne 7: X — X/, x — [z] die kanonische Projektion. Dann ist eine Menge
U C X/. genau dann offen, wenn 7~1(U) C X offen ist. Die Quotiententopologie wird
damit die groBte (feinste) Topologie auf X/, fiir die die kanonische Projektion stetig



ist. Im Allgemeinen ist X/. keine Mannigfaltigkeit, noch nicht einmal hausdorff. Die
Eigenschaften kompakt und zusammenhéingend iibertragen sich von X auf X/.. Sei Y
ein beliebiger topologischer Raum. Eine Abbildung f: X/. — Y ist genau dann stetig,
wenn fonX — Y stetig ist.

Auf S™ betrachtet man die Aquivalenzrelation  ~ —x. Dann ist der reell-projektive

Raum definiert als
RP™ = S"/.

mit der Quotientenraumtopologie. Offensichtlich ist RP™ ein kompakter, zusammen-
héngender topologischer Raum. Das RP™ eine abzéhlbare Basis der Topologie besitzt
und hausdorff ist, wird spéter gezeigt (im Zusammenhang mit Gruppenwirkungen auf
Mannigfaltigkeiten). Man kann RP™ auch mit dem Raum aller 1-dimensionalen Un-
terrdume, also aller Geraden durch die Null in R**! identifizieren. Dafiir bildet man
die Aquivalenzklasse [z] auf die Gerade durch z ab. Es ist

RP" = R"*\ {0}/

wobei x ~ y genau dann, wenn x = Ay fiir ein A\ # 0, genau dann, wenn x und y auf
einer Geraden durch die Null liegen.

Auf dem reell-projektiven Raum kann man folgendermassen Karten definieren. Sei dazu
7: R"*1\ {0} — RP" die kanonische Projektion. Man schreibt

(2o, .., Tn) = [(o,...,20)] = [mo: ... 2] .

Man betrachtet die offenen Mengen V; := {(xq,...,z,)|z; # 0} CR"™ i =0,...,n
und definiert fiir = 0,...,n Karten auf RP™ durch

U =7(Vi) = {[zo:...ixn] |z #0} = {[xo:...: 1. 1)}

mit der 1 an der (i+ 1)ten Stelle. Lokale Homomorphismen ¢;: U; — R" sind gegeben
durch
Spﬁ([x]) = (i_?’"'axizlax;tl"”’%> .

Tatséchlich sind die Abbildungen ¢; wohl-definiert, denn

[Z]=1lyl & v~y o AF0w=Xy & =0 o =0 o pi]) = eilly])

Yk Yi Ty Yi
fiir alle k, 7. Die Abbildung ¢; ist bijektiv mit der Umkehrabbildung
gp{l(yo,...,yn_l) = [yo:- o ¥Yimr iyt Y]

Offensichtlich ist damit ¢; fiir alle ¢ ein Homdomorphismus. Weiterhin ist der Karten-
wechsel ¢; 0 0;': 0;(U; NU;) — ;(U; N U;) ein Diffeomorphismus. Man findet

(903' °<Pfl)(yoa-~-ayn71) = ‘Pj([yo ety iy i yna])
— (y_o Yiol 1 oy Yi1 Yit1 ynfl)
y] 2 y] 7yj7 y] VAR | y] ) y] )t y]

Zusammenfassend ist damit der folgende Satz bewiesen
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Satz 1.9 Der reell-projektive Raum RP™ ist eine n-dimensionale kompakte, zusam-
menhdngende Mannigfaltigkeit.

Etwas allgemeiner kann man zu jedem (n+1)-dimensionalen Vektorraum V' {iber einem
Korper K einen projektiven Raum definieren:

KP™ := Menge aller 1-dimensionaler Unterrdume in V.

Diese Réume sind Quotientenrdume von V' bzgl. der Aquivalenzrelation: v ~ w genau
dann, wenn v und w linear abhéngig sind. Fiir K = C hat man den komplex projektiven
Raum CP™ und fiir K = H den quaternionisch projektiven Raum HP™.

Bemerkung: Es gilt RP! = S CP! =~ 5% HP! = S, Fiir n > 2 ist RP" # S™.

Die projektiven Radume sind mit Sphéren durch die sogenannte Hopf-Faserung verbun-
den. Das sind jeweils Abbildungen der Form (zg,...,2,) = [20: ... 2y,

S"— RP",  S§™Fl CPr, g ppn

Dabei ist das Urbild eines Punktes im reell projektiven Raumes gleich Z,, im komplex-
projektiven Raum diffeomorph zu S' und im quaternionisch projektiven Raum dif-
feomorph zu S3. Es gibt noch die Hopf-Faserung S — S® mit Urbild (= Faser)
diffeomorph zu S7.

1.4 Der Satz vom reguliren Wert

In diesem Abschnitt soll die Konstruktion differenzierbarer Mannigfaltigkeiten als Ur-
bild regularer Werte beschrieben werden. Sei f: M — N eine differenzierbare Abbil-
dung.

Definition 1.10 Seien (U, z) bzw. (V,y) Karten um p bzw. f(p). Dann ist der Rang
von f in p definiert als der Rang der Jacobi-Matriz von yo fox™!, d.h.

oy fa);

rg,(f) = Rang ( o
J

) = Rang J,;,»(y f2 ') ,

wobei Jy(r) im Weiteren die Jacobi-Matrix einer Abbildung r im Punkt p bezeichnet.

Bemerkung: Der Rang der Jacobi-Matrix Jy ) (y f ') hiingt nicht von den gewéhlten
Karten (U, z) und (V,y) ab, d.h. der Rang rg ,(f) ist damit wohldefiniert.
Beweis: Seien (U, z) und (U, %) Karten um p und (V,) und (V,7) Karten um f(p).
Dann gilt

gfet = Gy Holyfa)o(za)™".
Nun sind die Kartenwechsel §y~! bzw. #2~! Diffeomorphismen und deren Jacobi-

Matrizen damit Isomorphismen, die den Rang einer linearen Abbildung also nicht
andern. Daraus und aus der Kettenregel folgt nun

g J(§fa7) = 1g (J(gy oy fa) o J(@a™)T!) = 1gJ(yfa).
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Aus der Analysis ist bekannt, dass der Rang das lokale Verhalten von Abbildungen
bestimmt. Die entsprechenden Sétze iibertragen sich nun direkt auf Mannigfaltigkeiten.
Zunéachst iibertragt sich der Rangsatz.

Rangsatz: Sei f: M — N eine differenzierbare Abbildung, die in einer Umgebung
von p € M konstanten Rang r hat. Dann ist f bzgl. geeigneter lokaler Koordinaten um

p von der Form
R" x R®* - R" x R, (z,y) — (z,0,...,0),

wobei dim M =r+s und dim N =r +¢.

Bemerkung: Die Abbildung p — rg,(f) ist unterhalbstetig, d.h. hat f in p den Rang
r, dann gilt rg,(f) > r fiir alle ¢ in einer kleinen Umgebung von p.

Ist r ein Diffeomorphismus, dann ist J,(r) invertierbar. Die partielle Umkehrung dieser
Aussage beinhaltet der Umkehrsatz.

Umkehrsatz: Sei f: M — N eine differenzierbare Abbildung zwischen zwei Mannig-
faltigkeiten der Dimension n. Sei p € M ein Punkt mit vrg,(f) = n. Dann existiert
eine Umgebung von p, auf der f ein Diffeomorphismus ist.

Zum Beweis: ist der Rang von f in p gleich n, dann ist die Jacobi-Matrix von gy fz ™!
invertierbar und damit ist yfz~! ein lokaler Diffecomorphismus um x(p), was sich ent-
sprechend auf die Mannigfaltigkeit iibertrégt.

Den letzten Satz kann man etwas verallgemeinern, wenn man von der Jacobi-Matrix
nur noch verlangt, dass sie surjektiv sein soll. Dazu definiert man zunéchst

Definition 1.11 Sei f: M — N eine differenzierbare Abbildung. Dann heifit ein
Punkt p € M reguldr, falls vg,(f) = dim N, d.h. falls J(yfxz™"') surjektiv in x(p)
15t.

Bemerkung: (1) Ist p regulir, dann folgt dim M > dim N. (2) Ist dim M < dim N,
dann sind alle Punkte in M kritisch, d.h. nicht regulér.

Satz vom regulidren Punkt: Se: f: M — N differenzierbar und sei p € M requldr.
Dann existieren Karten (U,x) um p und (V,y) um f(p) mit f(U) CV und

1

yfa 7 (x,. . xeps) — (21,0, 20)

wobet dim M = r + s und dim N = r, d.h. in lokalen Koordinaten stimmt f mit der
kanonischen Projektion von R™* auf R" berein.

Definition 1.12 Sei f: M — N eine differenzierbare Abbildung. Fin Punkt ¢ € N
heifst regulirer Wert von f, falls jedes p € f~1(q) ein regulirer Punkt von f ist.

Bemerkung: (1) Jeder Punkt, der nicht im Bild von f: M — N liegt, ist ein reguldrer
Wert. (2) Nach dem Satz von Sard liegt die Menge der reguldren Werte dicht in N. (3)
Es gibt keine surjektive differenzierbare Abbildung f: R — R?, wohl aber stetige.
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Definition 1.13 FEine Teilmenge My C M, einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit
M nennt man k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, wenn es um jeden Punkt von My
eine Karte (U, z) von M gibt mit

z(UN M) =R na(U)

wobei RF = {(z1,...,24,0,...,0)} C R™ Die Differenz dim M — dim M, nennt man
die Kodimension von My in M.

Bemerkungen: (1) Jede Untermannigfaltigkeit ist wieder eine Mannigfaltigkeit. Un-
termannigfaltigkeiten von M der Kodimension 0 sind genau die offenen Mengen in M.
Untermannigfaltigkeiten der Dimension 0 sind genau die diskreten Teilmengen in M
(endlich, falls M kompakt). (2) Eine Teilmenge M C R ist genau dann eine Unter-
mannigfaltigkeit der Dimension k& von R", wenn M lokal diffeomorph zu einer offenen
Menge in R” ist, z.B. regulire Flichen im R3. (3) Der Satz von Whitney besagt, dass
jede m-dimensionale Mannigfaltigkeit diffeomorph zu einer Untermannigfaltigkeit von
R?" ist. Genauer kann man noch sagen:

1. Falls n eine 2er-Potenz ist, 1i8t sich RP™ nicht in R?"~! einbetten, z.B. ist RP?
nicht diffeomorph zu einer Untermannigfaltigkeit von R3.

2. Ist n keine 2er-Potenz, dann existiert fiir jede n-dimensionale Mannigfaltigkeit
eine Einbettung nach R?"~!. (Haefliger-Hirsch-Wall)

3. Orientierbare Fliachen lassen sich in R3 einbetten. Nicht-orientierbare Flichen
nur nach R*.

4. Jede kompakte, orientierbare n-dimensionale Mannigfaltigkeit besitzt eine Ein-
bettung nach R?»~ 1,

Satz vom regulidren Wert: Ist ¢ € N ein regulirer Wert einer differenzierbaren
Abbildung f: M — N, dann ist f~'(q) eine Untermannigfaltigkeit von M und es gilt

dim f~'(¢) = dim M — dim N .

Beweis: Sei p € f7!(q) ein regulirer Punkt. Dann wihlt man Karten (U, x) um p
und (V,y) um ¢, wie sie nach dem Satz vom regulidren Punkt existieren. O.B.d.A. kann
man auch noch y(q) = 0 voraussetzen. Dann gilt p € UN f~1(q) g.d.w. yfoz—t z(p) = 0.
Da man die Karten so gewéhlt hat, dass f lokal mit der kanonischen Projektion

(1, .oy Tpps) = (21, ., )

tibereinstimmt, ist dies dquivalent zu x(p); = 0 furi = 1,...,r, d.h. zuz(p) € R°*Nz(U).
Insgesamt erhilt man die gesuchte Untermannigfaltigkeitsgleichung (U N f~1(q)) =
R Nz(U). O

Der Satz vom reguldren Wert kann benutzt werden, um Mannigfaltigkeitsstrukturen
nachzuweisen. Dafiir sollen zwei Beispiele gegeben werden.
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Beispiel: Die n-dimensionale Sphdre

Fiir M = R™! und N = R betrachtet man die Abbildung f: R"*!' — R, gegeben
durch f(x) = ||z||* = >, ?. Als Jacobi-Matrix in z = (o, ..., ,) findet man J(f) =
(2, . ..,2x,). Damit folgt rg,(f) # 0 fiir alle Punkte p # 0, d.h. 1 ist ein regulérer
Wert fiir f und f~%(1) = S™ damit eine Untermannigfaltigkeit von R™*1.

Beispiel: Die orthogonale Gruppe O(n) = {A € M(n,R)| AT - A= E}

Sei M = M(n,R) = R” und sei N = Sym(n,R) = {4 € M(n,R)|AT = A} =
Rz"+D DL, N ist die Menge der symmetrischen Matrizen.

Lemma 1.14 Fiir die Abbildung f: M(n,R) — Sym(n,R), A — AT A ist die Ein-
heitsmatriz E ein requlirer Wert. Damit ist die orthogonale Gruppe O(n) = f~1(E)
eine Mannigfaltigkeit der Dimension in(n — 1).

Beweis: Zu zeigen ist, dass die Jacobi-Matrix der Abbildung f in jedem Punkt p €
J7YHE) = O(n) surjektiv ist. Dafiir nutzt man die Definition der Jacobi-Matrix als
Abbildung (Richtungsableitung) und berechnet fiir v € R™:

J(fpr = %‘tzo f(p+tv)
= 4| (p+tv)T(p+tv)
= 4| _, 0T+ tpTv + tvTp + t2Tw)
= pTv + UTp

Fiir B € Sym(n,R) und p € O(n) = f~(F) definiert man v := $pB und berechnet

plo+olp = 1prB + 1BTQDT]D = 1B + lBT =DB.

2 2 2 2
D.h. die Jacobi-Matrix der oben definierten Abbildung f ist surjektiv in allen Punkten
von f~1(E) und die Einheitsmatrix E ist damit ein regulirer Wert von f. Nach dem
Satz vom reguldren Wert ist damit die orthogonale Gruppe O(n) als Urbild der Ein-
heitsmatrix £ unter f eine Mannigfaltigkeit, ndmlich eine Untermannigfaltigkeit von
R™ der Dimension %n(n —1). a
Bemerkungen: (1) Die spezielle orthogonale Gruppe SO(n) ist eine offene Teilmenge
von O(n) und daher eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension 0. (2) Die Man-
nigfaltigkeit O(n) zerféllt in zwei Zusammenhangskomponenten. (3) Die klassischen
Matrizengruppen GL(n), U(n),SU(n), Sp(n) sind alles Mannigfaltigkeiten. Zusatzlich
sind die Gruppenoperationen differenzierbare Abbildungen. Solche Gruppen nennt man
Lie-Gruppen.

1.5 Immersionen, Submersionen, Einbettungen

Mit Hilfe des Ranges lassen sich zwei Klassen von differenzierbaren Abbildungen cha-
rakterisieren.
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Definition 1.15 Sei f: M™ — N" eine differenzierbare Abbildung. Die Abbildung
f heift Submersion, wenn rg,(f) = dim N fir alle p € M gilt. Die Abbildung f
heif$t Immersion, wenn rg,(f) = dim M fir alle p € M gilt. Die Abbildung f heifst
Einbettung, wenn f(M) C N eine Untermannigfaltigkeit und f: M — f(M) ein
Diffeomorphismus ist.

Submersionen und Immersionen lassen sich durch weitere dquivalente Bedingungen
beschreiben.

Lemma 1.16 FEine Abbildung f: M™ — N™ ist genau dann eine Submersion, wenn
die Jacobi-Matriz J(yfz~') in allen Punkten p € M bzgl. von Karten (U,x) um p
und (V,y) um f(p) surjektiv ist. Weiter ist f eine Submersion genau dann, wenn f in
lokalen Koordinaten von folgender Form ist: (x1,...,%m) — (T1,...,2y) .

Lemma 1.17 FEine Abbildung f: M™ — N™ ist genau dann eine Immersion, wenn
die Jacobi-Matriz J(yfz~') in allen Punkten p € M bzgl. von Karten (U,x) um p und
(V,y) um f(p) injektiv ist. Weiter ist f eine Immersion genau dann, wenn f in lokalen
Koordinaten von folgender Form ist: (xq,...,2m) — (T1,...,Tm,0,...,0) .

Bemerkungen: (Ubungsaufgaben)

1. Immersionen sind i.A. nicht injektiv, injektive Immersionen sind i.A. keine Ein-
bettungen.

2. Einbettungen sind Immersionen, die ein Homéomorphismus auf ihr Bild sind.

3. Sei M kompakt und f: M — N eine injektive Immersion, dann ist f eine Ein-
bettung.

4. f ist ein lokaler Diffeomorphismus genau dann, wenn f Immersion und Submer-
sion ist.

5. Diffeomorphismen sind bijektive lokale Diffeomorphismen.
6. Submersionen sind i.A. nicht surjektiv.
7. Submersionen sind offene Abbildungen.

8. Sei f: M — N eine Submersion, M kompakt und N zusammenhéingend, dann
ist f surjektiv.

14



2 Der Tangentialraum

2.1 Die geometrische Definitionen des Tangentialraumes

Sei f: R"™ — R™ eine differenzierbare Abbildung. Dann ist eine lineare Approximation
von f in x gegeben durch das Differential df,: R® — R™, d.h. die lineare Abbildung

df, = J.(f) mit f(z +v) = f(z) + df.(v) + ¢(v) und lim,_,o p(v)/||v]| = 0. Es gilt

dfa(v) = L = v(f)e = —| [lz+tv),
=0
wobei J,(f) die Jacobi-Matrix von f bezeichnet. Die partiellen Ableitungen von f

entsprechen genau den Bildern der Basisvektoren e; der kanonischen Basis im R™ unter
der Abbildung df,, also den Spalten der Jacobi-Matrix.

Nun mochte man analog Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten approximieren. Da-
zu definiert man zu jedem Punkt p der Mannigfaltigkeit M einen abstrakten Vektor-
raum 1,M, den Tangentialraum in p, und dann definiert man zu jeder Abbildung
f: M — N eine lineare Abbildung df,: T, M — Ty, N, das Differential von f in p.

Fiir Untermannigfaltigkeiten M C RY hat man eine anschauliche Definition des Tan-
gentialraumes, als Menge der Tangentialvektoren an Kurven in M:

T,M = {%(0) |v: (—e,e) = M differenzierbar, y(0) = p} .

Im Allgemeinen hat man aber keine kanonische Einbettung und mufl daher den Tan-
gentialraum 7, M durch innere Eigenschaften von M definieren. Dazu definiert man auf
der Menge der Kurven in M eine Aquivalenzrelation: zwei Kurven «, 8: (—¢,e) — M
mit a(0) = p = F(0) heiflen dquivalent, o ~ 3, falls fiir eine und damit fiir jede Karte
(U, z) um p gilt:

(z 0 )(0) = (z 0 £)(0) .

Tatséichlich gilt zoa = (z27') Zoa und damit 4| _ zoa(t) = d(zi™!) 4| _ Zoalt).

Die Gleichung der Aquivalenzrelation bzgl. der neuen Karte # ergibt sich also durch
Anwendung des Isomorphismus d(zz~!). Die Definiton

Definition 2.1 Tangentialvektoren an M im Punkt p € M sind Aquivalenzklassen
bzgl. ~ von Kurven in M durch p. Der Tangentialraum von M in p ist die Menge all
dieser Aquivalenzklassen:

T,M = {vy: (—e,e) = M differenzierbar,v(0) = p}/~ .

Fiir die Aquivalenzklasse einer Kurve v in M nutzt man folgende Schreibweisen:

— t) .
o tzov()

Lemma 2.2 Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, p € M. Dann ist der Tan-
gentialraum T, M ein n-dimensionaler reeller Vektorraum.
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Beweis: Sei (U, z) eine Karte um p, dann definiert man:
dz,: T,M —R",  [y]— (z07)(0) .

Diese Abbildung ist wohldefiniert nach Definition der Aquivalenzrelation ~ bzw. des
Tangentialraumes T, M. Man zeigt nun, dass dx,, bijektiv ist. Injektivitéit ist wiederum
klar nach der Definition. Um die Surjektivitdt zu zeigen, definiert man fiir einen Vektor
v € R™ die Kurve (t) := 7 (z(p) 4+ tv). Man wihlt ¢ so klein, dass z(p)+tv fiir [t| < €
in 2(U) liegt. Dann folgt

d

= G| et ) = L) )+ o) =

dzy(11) i,

Die Vektorraumstruktur auf 7, M wird nun so definiert, dass dz, eine lineare Abbildung
wird. Also z.B. fiir v,w € T,M definiert man:

v+ w = (day) " (day(v) + day(w)) -

Zu zeigen bleibt noch, dass die Vektorraumstruktur auf 7,,M nicht von der gewéhlten
Karte abhéngt. Die Abbildung dz, ist das Differential der Kartenabbildung  im Punkt
p (siehe unten). O

Bemerkung: Die kanonische differenzierbare Struktur auf R™ ist definiert durch die
Karte (R",x = id). Daher liefert dz, hier die kanonische Identifizierung

¢: T,R" - R", [aof = &(0),

die nach Definition ein linearer [somorphismus ist. In der umgekehrten Richtung ordnet
man einem Vektor v € R™ die Klasse [a] zu mit «(t) = p + tv. Dabei ist o eine Kurve
durch p mit &(0) = v.

Definition 2.3 Sei f: M — N eine differenzierbare Abbildung. Dann ist das Diffe-
rential von f in p definiert durch

dfy: T,M — Ty N, [yl = [for].

Man schreibt auch: df,(5(0)) = f o 4(0).

Die Eigenschaften des Differentials fiir Funktionen zwischen Euklidischen R&aumen
iibertragen sich jetzt direkt auf Mannigfaltigkeiten.

Lemma 2.4 Das Differential st wohldefiniert, d.h. unabhdngig von der Wahl der Re-
prasentanten, linear und erfillt die Kettenregel.

Beweis: Seien av und & zwei dquivalente Kurven auf M durch p, d.h es gilt 2 (0) =
za&(0). Dann folgt

dysplfoal = %|t:0 yfo = %‘t:o (yfr Dza = d(yfz=")za(0) = d(yfr=")za(0)
= dysp)[f o ]
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Es war schon gezeigt worden, dass die Abbildung dy bijektiv ist und somit folgt die
Gleichung [f o a] = [f o @], d.h. die Definition des Differentials df ist unabhéngig
vom gewéhlten Repréasentanten des Tangentialvektors. Die Kettenregel folgt aus einer
formalen Rechnung:

dg o df[a] = dg(df]a]) = dg[foa] =[go foa] =d(go f)la] .

Das Differential dz der Kartenabbildung ist nach Definition linear. Hierbei nutzt man
die kanonische Identifikation ®: T,R™ = R"™, [a] + &(0) und unterscheidet nicht zwi-
schen dw,: T,M — T, R" und dem vorher eingefiihrten dw,: T,M — R". Schreibt
man nun f =y o (yfz!)ox folgt nach der Kettenregel df = (dy)~'od(yfax~")odx,
d.h. man hat ein entsprechendes kommutatives Diagramm. Das Differential ist damit
als Verkniipfung linearer Abbildungen linear. O

Bemerkungen: (1) (didy), = idg,a. (2) Ist f ein Diffeomorphismus, dann ist df,
fiir alle p ein Isomorphismus. (3) Ist df, ein Isomorphismus, dann ist f lokal um p ein
Diffeomorphismus. (4) Da die Jacobi-Matrix von yfx~! nur eine andere Beschreibung
des Differential d(yfx~") ist, folgt fiir den Rang einer differenzierbaren Abbildung f
im Punkt p € M auch die Gleichung rg ,(f) = rg,(df,).

2.2 Die algebraische Definition des Tangentialraumes

Den Tangentialraum in einem Punkt p kann man identifizieren mit dem Raum der
Derivationen auf Funktionskeimen um p. Das soll im Folgenden genauer erklart werden.
Dieser Zugang verallgemeinert den Begriff der Richtungsableitung aus der Analysis.

Zwei Funktionen f und h definiert auf einer Umgebung U von p heiflen dquivalent,
f ~ h, falls eine Umgebung V' C U von p existiert, so dass f|y = h|y gilt.

Definition 2.5 Die Aquivalenzklassen bzgl. ~ differenzierbarer Funktionen, definiert
auf Umgebungen von p € M nennt man Funktionskeime in p. Man schreibt C;°(M)
fiir den Raum der Funktionskeime in p.

Bemerkung: Man kann Funktionskeime addieren und multiplizieren, z.B. definiert
man [f] - [g] = [f - g]. Damit wird C;°(M) eine reelle Algebra, d.h. ein Vektorraum mit
einer vertraglichen Multiplikation.

Lemma 2.6 Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Dann ist: C°(M) = C5°(R™) .

Beweis: Sei (U, x) eine Karte um p mit z(p) = 0, dann wird die Isomorphie definiert
durch die Abbildung [f] + [f o z71]. O

Definition 2.7 Eine Derivation auf C;°(M) ist eine lineare Abbildung v: C;°(M) — R
mat

v([f1lg]) = v([fDg(p) + Fp)v(lg)) -
Die Menge der Derivationen auf C°(M) wird mit D,(M) bezeichnet.
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Bemerkung: (1) D,(M) ist ein reeller Vektorraum. (2) D,(M) = Dy(R"). Dieser
Isomorphismus ist folgendermassen definiert: Sei v eine Derivation in Dy(R"), dann
definiert die Abbildung f +— v(f o z™!) eine Derivation in D,(M)

Beispiel: Jeder Vektor v = (vy,...,v,) € R™ definiert durch die Richtungsableitung
eine Derivation auf C3°(R"):

olf) = | Tt m) = dh) = G f) = 3o 5L

Dabei entsprechen also die Vektoren e; der kanonischen Basis, den partiellen Ablei-
tungen %,i = 1,...,n. Im folgenden Satz wird gezeigt, dass auch umgekehrt jede
Derivation von dieser Form ist, d.h. man hat eine Isomorphie R" = D, (R") fiir einen
beliebigen Punkt =, € R™. Insbesondere gilt dann auch D, (M) = R™.

Satz 2.8 Jede Derivation § auf Cg°(R™) schreibt sich, angewendet auf [f] € C3°(R™),
als

o) =D oles)) 5
— ilo
7j=1
Insbesondere hat der Raum der Derivationen auf C§°(R™) die Dimension n, mit den
Derivationen a -1 =1,...,n, als Basis.

Beweis: Die Aussage des Satzes folgt aus einem fundamentalen Lemma, das zuerst
bewiesen werden muss.

Lemma 2.9 Se: f: U — R eine differenzierbare Funktion auf einer konvexen Umge-
bung U von 0 € R™. Dann kann [ geschrieben werden als:

0) + Z zj hj(z)

of

fiir gewisse differenzierbare Funktionen h; mit h;(0) = 2,

Beweis des Lemmas: Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und
der Kettenregel folgt

f(x)—f(()):/ / 28% (tz) x; dt = Xn: J/Olg—;j(tx)dt.

0 ] 1

Um den Beweis des Satzes abzuschliessen, muss man noch bemerken, dass Derivationen
auf konstanten Funktionen verschwinden. Es geniigt dies fiir die konstante Funktion
f = 1 nachzuweisen: Sei 0 eine Derivation, dann folgt §(1-1) = §(1) + (1) und somit
d(1) = 0. Sei nun [f] ein Funktionskeim in 0 € R™ und 0 eine beliebige Derivation.
Schreibt man f wie in dem oben angefithrten Lemma und wendet ¢ darauf an, so folgt

Zéx] a_xj
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Die Abbildung [f] — % , also die partielle Ableitung nach z; im Punkt 0, ist eine
ilo

Derivation, die wie iiblich mit 5= bezeichnet wird und, wie gezeigt, den Raum der

Derivationen aufspannen. Offensmhthch sind sie auch linear unabhéngig, bilden also
eine Basis in Dy(R™). O

Definition 2.10 Seiv € T,M und f € C>(M). Dann ist die Lie-Ableitung von f in
Richtung v definiert als:

L(f) =v(f) = dfpw) = 2| Fla@)) |

dt|,_,
wobei a: (—e,e) — M eine glatte Kurve in M ist mit «(0) = p und &(0) = v. Auf
Funktionskeimen definiert man die Lie-Ableitung durch L,([f]) = [L,(f)].

Satz 2.11 Die Abbildung & — L¢ definiert eine lineare Isomorphie zwischen T, M und
dem Raum der Derivationen auf C;°(M), d.h.

T,M =~ D,(M) .

Beweis: Sei (U,z) eine Karte um p € M mit z(p) = 0 € R”, sei £ € T,M ein
Tangentialvektor mit dz,(§) = v = (v1,...,v,) € R™. Dann folgt

L) = d5(€) = U~ 0y (€) = d(fz o dayl) = o(fa)0) = 3 v = (0)

Jj=1

Aus dieser Formel folgt sofort, dass die Zuordnung £ — L. injektiv ist. Denn gilt
Le(f) = 0 fiir alle f dann auch fir f = z;, woraus dann v; = 0 und schliefllich
auch £ = 0 folgt. Die Zuordnung ist bijektiv aus Dimensionsgriinden: dim 7, M =n =
dim Dy(R"™) = dim D, (M). O

Bezeichnung: Sei f € C*°(M) und sei (U, z) eine Karte um p € M. Dann schreibt
man

af OF () = 0 Ofx~1

Ox; Ox; Ox;
Genaugenommen betrachtet man f auf der Kartenumgebung U von p bzw. geht zu
dem Funktionskeim [f] in p tiber.

(f) =

p

(z(p)) -

Bemerkungen:
% ,j = 1,...,n bilden eine Basis in D,(M) = T,M, d.h.

jeder Tangentialvektor § € T,,M schreibt sich eindeutig als

1. Die Derivationen

= 0
SZZU]‘— , UjER.
1 ax]’p
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ij, bestimmen sich die Koeffizienten v; durch v; = L¢(z;) = dz;(§) .

Insbesondere gilt:

Oz __ ¢
.Daaxj—(S

0

oz | (dxy) "' (ey) -

p

. Die Derivationen %‘ € T,M entsprechen den Kurven
J
p

a;(t) = v (z(p) + te;) .

. Seien (U, z) und (V,y) zwei Karten um p. Dann gilt:

8y]
(991:z Z o0x; 8yj

. Sei f: M — N eine differenzierbare Abbildung und seien (U, z), (V,y) Karten
um p bzw. f(p). Dann gilt:

of, 0
(8@) Z Ox; Oy;

wobei f; die Komponentenfunktion f; = y; o f bezeichnet.
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2.3 Das Tangentialbiindel

Definition 2.12 Das Tangentialbiindel T'M einer Mannigfaltigkeit M ist definiert als
die disjunkte Vereinigung aller Tangentialrdume:

™ = | T,M .

peEM

Satz 2.13 Sei M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann trégt
TM die Struktur einer 2n-dimensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeit. Die Fufs-
punktabbildung w: TM — M st surjektiv und differenzierbar.

Beweis: Man definiert die kanonische Projektion als die FuBpunktabbildung:
m: TM — M, (&) =p falls £ e T,M .
Sei (U, x) eine Karte von M, dann definiert man
¢: 71 U) = z(U) x R" C R*™
O(&) = (wom(§), drx(g)(£))

Es ist klar, dass ® eine bijektive Abbildung ist. Die Topologie auf T'M wird durch die
Forderung definiert, dass alle Abbildungen ® Homoomorphismen sind.

Nun ist noch der Kartenwechsel zu berechnen. Dafiir seien (U,x), (V,y) Karten um
p € M mit den assoziierten Karten (7~ 1(U), ®), (7~ *(V), ¥). Dann gilt

Vodl: z(UNV)xR*" = y(UNV)xR"
(q,0) = (yoz~'(q) dlyz™")gv) .
Denn fiir £ = ®*(q,v) folgt 7(&) = 27 (g) und v = day e (§), wobei z(m(£)) = q.
Wendet man darauf W an, so ergibt sich
Vo &7 (g, v) = W(€) = (y o m(€), dyx(e)(€)) = (y27"(0), dYn(e) © (dne)) "'0) ,
der Kartenwechsel ist also differenzierbar und die Karten (7='(U), ®) definieren eine

differenzierbare Struktur auf 7M. |

Offensichtlich hat TM eine abzéhlbare Basis der Topologie und 7: TM — M ist
differenzierbar, denn

zomo® 1 x(U) x R" = x(U), (x1,...,29,) = (T1,...,7,) .

Es bleibt noch, die Hausdorff-Eigenschaft zu zeigen. Dafiir seien (p,a) und (g,b) zwei
verschiedene Punkte in T'M, mit a € T,M und b € T, M.

1. Fall: Sei p # ¢. Dann existieren offene Umgebungen U,V von p,q mit U NV = 0.
Dann sind aber auch 7=1(U) und 7~ (V) disjunkte offene Umgebungen von (p, @) und
(4,0).

2. Fall: Sei p = q,a # bin T,M. Sei (U, z) eine Karte um p mit der Karte ®: 7= 1(U) —
z(U) x R" fiir TM und ®(a) = (x(p),v), (b) = (z(p),w). Sind V, W offene Mengen in
R mit v € V;w € W und VNW = (), dann sind & (2(U) x V) und &1 (z(U) x W)
disjunkte offene Umgebungen von a, b.
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2.4 Vektorbiindel

Das Tangentialbiindel 7'M ist ein Beispiel fiir ein reelles Vektorbiindel. Diese sind
folgendermassen definiert.

Definition 2.14 Seien E und B differenzierbare Mannigfaltigkeiten, m: E — B eine
differenzierbare Abbildung. Ein Vektorbiindel vom Rang n ist ein Tripel (E,m, B) mit:

1. 7 st surjektiv
2. Es existiert eine offene Uberdeckung {U;}ier von B und Diffeomorphismen
hi: w1 (U;) — U; x R™
mat:

o hi(rl(x)) = {z} x R"

e )0 h;li (Uz N UJ) X R" — (U'Z N UJ) X Rn, (x,v) — (x,gij(w)v)
fir differenzierbare Abbildungen g¢;;: U; N U; — GL(n,R).

Bemerkungen:

1. Das Urbild E, = 7 '(x) heiBt Faser iiber z € B. Die Fasern E, sind fiir alle =
Vektorrdume isomorph zu R”.

2. Die Mannigfaltigkeit £ nennt man Totalraum, B die Basis und h; die lokalen
Trivialisierungen des Vektorbiindels m: F — B.

Beispiele: (1) Das Tangentialbiindel w: TM — M einer n-dimensionalen Mannigfal-
tigkeit M ist ein Vektorbiindel vom Rang n. (2) Das triviale Biindel iber B ist definiert
als 7m: = B x R" — B, wobei 7 die Projektion auf den ersten Faktor ist.

Definition 2.15 FEine differenzierbare Abbildung s: B — E heifft Schnitt des Vek-
torbiindels, falls
mos=idp,

d.h. falls s(x) € E, fir alle + € B. Den unendlich-dimensionalen Vektorraum der
Schnitte in E bezeichnet man mit I'(E).

3 Vektorfelder

Definition 3.1 FEin Vektorfeld ist ein Schnitt des Tangentialbiindels, d.h. eine diffe-
renzierbare Abbildung X : M — TM mit mo X =idyy, also X, = X(p) € T,M fiir alle
pe M.
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Beispiel: Sei M = S™ dann schreibt sich der Tangentialraum in einem Punkt p € S
als T,5" = p+ = {v € R""!|(v,p) = 0}. Ein Vektorfeld auf S™ ist also eine glatte
Abbildung v: S™ — R™ mit (v(p),p) = 0 fiir alle p € S™. Interessant ist die Frage,
ob es Vektorfelder ohne Nullstellen gibt, also ohne p mit v(p) = 0. Auf der S***1 148t
sich leicht ein Beispiel dafiir angeben:

U(JT(), e axQn—i—l) = (—I’l, Loy ooy —T2n+1, szn) .
Der Satz vom Igel in allgemeiner Fassung besagt nun:
Satz: Jedes Vektorfeld auf S?” hat eine Nullstelle.
Bemerkung:

1. Sein+1 = (2r+1)2¢" mit 0 < ¢ < 3. Dann gibt es auf der S™ genau
2¢ + 8d — 1 punktweise linear unabhéngige Vektorfelder, die also insbesondere
keine Nullstellen haben.

2. S™ hat n linear unabhéngige Vektorfelder genau dann, wenn n = 1,3 oder 7.

3. Gibt es auf einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M die maximal mogliche An-
zahl von n linear unabhingigen Vektorfeldern, so sagt man, dass M parallelisier-
bar bzw. das Tangentialbiindel trivial ist.

4. Den unendlich-dimensionalen Vektorraum der Vektorfelder auf M bezeichnet
man mit x(M) bzw. I'(T'M).
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3.1 Vektorfelder als Derivationen

Tangentialvektoren kann man identifizieren mit Derivationen auf Funktionskeimen.
Analog kann man Vektorfelder identifizieren mit Derivationen auf dem Raum C*°(M)
der glatten Funktionen auf M. Die Identifikation wird wieder durch eine Lie-Ableitung
gegeben.

Definition 3.2 Fine Derivation 0 auf C>(M) ist eine lineare Abbildung 6: C*°(M) —
C>(M) mit der Produktregel:

o(f-9)=0(f)-g+fdg)-
Der Raum der Derivationen auf M wird mit D(M) bezeichnet.

Beispiel: Jedes Vektorfeld X € x (M) definiert durch die Lie-Ableitung Lx : C*°(M) —
C>°(M) eine Derivation auf M. Dabei ist Lx(f)(p) := Lx,[f] = dfp(X)).

Satz 3.3 Die Abbildung X — Lx wvon I'(T'M) nach D(M) ist ein Isomorphismus
unendlich-dimensionaler Vektorrdume.

Beweis: Klarist, dass X — Ly eine lineare Abbildung ist, und dass die Lie-Ableitung
L x tatsachlich eine Derivation auf M definiert.

Als erstes soll gezeigt werden, dass X +— Ly injektiv ist, d.h. fir X € x(M) mit X #0
ist Lx # 0 zu zeigen. Dafiir sei X # 0 ein Vektorfeld auf M, d.h. es existiert ein
p € M mit X, = X(p) # 0. Nun war aber schon gezeigt worden, dass die Abbildung
X, € T,M — Lx, € D,(M) injektiv ist. Damit existiert eine Funktion f, definiert auf
einer Umgebung U von p mit Lx,[f] = df,(X,) # 0.

Man kann nun f zu einer auf ganz M definierten Funktion fortsetzen. Dafiir wahlt man
eine Funktion ¢ € C>(M) mit supp (¢) C U und ¢|,, = 1 auf einer Umgebung V C U
von p. Dann ist f - ¢ die gewiinschte Fortsetzung von f, deren Lie-Ableitung nach X
nicht verschwindet:

LX(f : (b)(p) = d(f ) ¢)p<Xp) = dfp(Xp) #0.

Die Existenz der sogenannten Abschneidefunktion ¢ bleibt noch zu zeigen.

Als zweites ist zu zeigen, dass X — Lx surjektiv ist. Zunédchst bemerkt man, dass
sich mit Hilfe von Abschneidefunktionen jeder Funktionskeim einer lokal definierten
Funktion als Keim einer global definierten Funktion auffassen 148t. Sei nun ¢ eine Deri-
vation auf M. Dann definiert 6,,: f +— §(f)(p) eine Derivation auf den Funktionskeimen

C;e(M). Wie schon gezeigt wurde, schreibt sich 9, als 0, = > 7, d,(z;) % . Damit
erhélt man ein Vektorfeld X auf M: in jedem Punkt p € M definiert man X, als
den Tangentialvektor, der zur Derivation 6, gehort. Es gilt dann Lx = 4. In lokalen

Koordinaten (U, z) schreibt sich X als

. 0
Xy =2 8es) -
j=1
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womit gezeigt ist, dass X ein glattes Vektorfeld ist.
Zur Konstruktion der Abschneidefunktion ¢:

Lemma 3.4 Sei R > 0, dann ezistiert eine glatte Funktion ¢: R™ — R mat

Olmm =1 und  Plpupyzr) =0

3.2 Die Lie-Algebra der Vektorfeldern

Die Verkniipfung zweier Derivationen ist i.A. keine Derivation. Es gilt:

0102(f - g) = (0102f) - g+ 02f - 619+ 01f - 029 + [ - 01029 -
Insbesondere hat man damit gezeigt:

Lemma 3.5 Seien 1,02 zwei Derivationen auf C*. Dann ist 61 09 — 0o 07 wieder eine
Derivation.

Definition 3.6 Seien X,Y Vektorfelder auf M. Dann ist [X,Y] das eindeutig be-
stimmte Vektorfeld mit
L[X7y] = LX (¢] Ly - Ly [¢] LX .

Man nennt [X,Y] die Lie-Klammer bzw. den Kommutator der Vektorfelder X,Y . Die
Lie-Ableitung von Y nach X ist definiert als LxY = [X,Y].

Lemma 3.7 Die Vektorfelder X,Y € x(M) seien lokal gegeben als X = Zaia%i und
Yy => bia%i. Dann gilt

X,Y] = S po .
[ ’ ] Z (ajal'j b](?xj> ('3332

,j=1

Beweis: Man schreibt das Vektorfeld [X,Y] lokal als [X,Y] = 3" ¢; 2. Die Koeffizi-
enten ¢; bestimmen sich durch

¢ = [X,Y)(xi) = Lx(Ly (20))~ Ly (Lx (2)) = Lx (b) =Ly (@) = Z“ﬂ'%_z b§7 |

J

a

Satz 3.8 Seien X,Y,Z Vektorfelder auf M, a,b reelle Zahlen und f eine differenzier-
bare Funktion auf M, dann gilt:

1. [X,)Y]=-[Y,X], (Schiefsymmetrie bzw. Antikommutativitit)
2. [aX +bY,Z] =alX,Z] + ]Y, Z] , (Linearitit)
8. XY, Z|+ Y, 2, X]]+ [Z,[X,Y]] =0, (Jacobi-Identitit)
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4. XY= XY =Y (HX, X fY] = FIX Y]+ X()Y .

Bemerkung: Eine reelle Lie-Algebra ist ein reeller Vektorraum V' mit einer Abbildung
[,]]: V xV — V| die die Eigenschaften 1,2, 3 erfiillt. Die Lie-Klammer [-,] ist also
eine bilineare schiefsymmetrische Abbildung, die die Jacobi-Identitéat erfiillt.

Der Raum y (M) der Vektorfelder iiber einer Mannigfaltigkeit M zusammen mit dem
Kommutator ist eine unendlichdimensionale reelle Lie-Algebra.

3.3 Das Bild von Vektorfeldern unter Diffeomorphismen

Definition 3.9 Sei f: M — N ein Diffeomorphismus, dann ist das Bild des Vektor-
feldes X € x(M) unter f ein Vektorfeld auf N definiert durch

([ X)q = df p-1(9)(Xy=1(g)) -

Zwei Vektorfelder XY nennt man f-verkniipft, falls es einen Diffeomorphismus f gibt
mitY = f.X.

Satz 3.10 Sei f: M — N ein Diffeomorphismus und X € x(M). Dann ist f.X ein
glattes Vektorfeld auf N und es gilt:

1. Lp.x(¢) = Lx(¢o f)o f7
2. LIX Y] =X, f.Y]

wobei ¢ eine beliebige reell-wertige Funktion auf N ist.

3.4 Vektorfelder und Differentialgleichungen

Sei X € x(M) ein Vektorfeld auf M und (U, x) eine Karte um p € M. Dann schreibt
sich X eingeschrankt auf U als:

& 0
X = ; a; o
fiir glatte Funktionen a;: U — R. Man sucht nun glatte Kurven c: (—¢,&) — M mit
1. c(0)=p
2. é(t) = Xe fir alle t € (—¢,¢)

Der Tangentialvektor ¢(t) schreibt sich in der Karte (U, z) als ¢(t) = >, c'i(t)%
wobei ¢; definiert ist durch ¢; ;= z; o ¢: R — R. Gleichung (2) ist damit dquivalent zu

éi(t) = ai(c(t)) = (a2 (cr(t), ..., ca(t)) fir i=1,...,n.

Zur Bestimmung der Kurve c erhélt man also n gewohnliche Differentialgleichungen
fir die Funktionen ¢;,7 = 1,...,n mit den Anfangsbedingungen ¢;(0) = x;(p).
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Definition 3.11 Fine Kurve c: (—e,e) — M heifit Integralkurve des Vektorfeldes
X € x(M) durch p, falls c(0) = p und ¢(t) = X fiir allet € (—¢,¢€).

Aus dem Satz iiber die lokale Existenz und Eindeutigkeit der Losungen gewohnlicher
Differentialgleichungen bzw. dem Satz iiber die differenzierbare Abéngigkeit von den
Anfangswerten ergeben sich die folgenden Eigenschaften der Integralkurven:

Satz 3.12 Fir alle p € M existiert ein Intervall I, C R um 0 und eine eindeutig
bestimmte Kurve c,: I, — M mit

c(0)=p und ep(t) = Xew

fir alle t € I,, d.h. die Integralkurven von X sind (lokal) eindeutig bestimmt und
existieren lokal.

Satz 3.13 Fir alle p € M existiert eine offene Umgebung U von p und ein Intervall
I um Null, so dass fiir alle ¢ € U die Kurve ¢ auf I definiert ist. Die Abbildung

I xU— M, (t,q) = cq(t)

ist differenzierbar.

Folgerung 3.14 Durch jeden Punkt der Mannigfaltigkeit M geht genau eine Integral-
kurve von X, d.h. insbesondere, dass sich Integralkurven nicht schneiden.

Definition 3.15 Die Abbildung (t,q) — c,(t) heifit der lokale Flufl des Vektorfeldes
X. Die Integralkurven von X nennt man auch FluBlinien von X. Der Fluf§ definiert
auch fir alle hinreichend kleinen Parameter t eine lokale Abbildung ¢,: U C M — M

durch i(q) = cq(t).

Satz 3.16 Die Abbildungen ¢, sind lokale Diffeomorphismen und es gilt

Pt © Ps = Pt+s

fir alle Parameter t,s, fir die @, s und @iy definiert sind. Man sagt: {p} ist eine
1-parametrige Gruppe (lokaler) Diffeomorphismen.
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Beweis: Aus der Definition der Flu}-Abbildung ¢, folgt:

SOH-S(q) = Cq(t + 3) = ch(8)<t) = 90t<cq<3)) =Pt ©° QOS((])

Insbesondere folgt aus dieser Gleichung id = ¢g = ¢y () = @1 0 Yy, also ¢, L=,
Damit ist ¢, invertierbar und die Umkehrabbildung ist wieder differenzierbar, d.h. ¢,
ist ein (lokaler) Diffeomorphismus. O

Beispiel: Sei M = R und X das Vektorfeld X, = :132% fiir z € R. Die Integralkurve

von X durch x ist gegeben durch ¢(t) = . Denn:
-1 x?

wobei TR mit R identifiziert wird. Die Integralkurve von X durch z ist fiir folgende
Parameter ¢ definiert:

1 1
t e (—o0,—) falls x>0, te(—,00) falls = <0.
T

T
Der FluB} ist also definiert auf I, = (—ﬁ, |71\) und es folgt, dass I, immer kleiner wird
fiir z — +o0.

Definition 3.17 Fin Vektorfeld X € x(M) hat kompakten Triger, falls der Abschluf
der Menge {p € M | X, # 0} kompakt ist.

Satz 3.18 Ist X ein Vektorfeld mit kompaktem Trager, so ist sein Fluf§ @, fir alle
t € R definiert und jedes p,: M — M ist ein globaler Diffeomorphismus.

Bemerkung: Die Voraussetzung des Satzes ist zum Beispiel fiir kompakte Mannig-
faltigkeiten erfiillt. Ist der lokale Flufl von X fiir alle ¢ definiert, so nennt man X
vollsténdig.

Beweis: Fiir alle p € M existieren offene Umgebungen V' von p und ein Intervall
I, = (—¢,¢), so dass der Flul ¢,(q) fiir alle ¢ € V.t € I, definiert ist. Endlich viele
dieser Mengen iiberdecken den Tréger K = supp (X): Vi,...,V,, d.h.

X, =0 fiir alle qGM\UV;.

i=1
Durch Punkte ¢ € M mit X, = 0 existiert immer die konstante Integralkurve c(t) = ¢.

Seien (—¢&;, ;) die Definitionsbereiche der Fliisse auf V; und € := min ;. Dann ist ¢;(q)
definiert fiir alle ¢ € M und ¢t € (—¢,¢). Sei T' € R beliebig und |T'| = k5 + 7, mit
k€ Nund r € (0, 5). Man definiert nun

op = (p)* -, fir T >0 und o7 = (go,%)k cp fiir T <0.

2

Mit dieser Definition wird {¢;} ein global definierter Fluf§ des Vektorfeldes X. a
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3.5 Lie-Ableitung von Vektorfeldern

Die Lie-Ableitung von Funktionen und Vektorfeldern kann man auch mit Hilfe des
lokalen Flufles beschreiben. Sei X ein glattes Vektorfeld auf M mit dem lokalem Flufl
@i M — M. Dann ist X nach Definition tangential zu den FluBlinien ¢,(t) = ¢.(p),
woraus folgt:

LX(f)p = dfy(X,) = %L:O flpi(p)) = limyo %(f(@t(ﬁ)) - f(p))
= lim;0 s (97 f)(p) — [(p)) -

wobei das Zuriickzichen von Funktionen f € C*°(M) mittels ¢; durch Verkniipfung
definiert ist, d.h. (¢ f)(p) = f(¢:(p)). Analog, also unter Benutzung des lokalen Flufies
kann man nun auch die Lie-Ableitung anderer Objekte beschreiben. Fiir Vektorfelder
definiert man das Zuriickziehen mittels der lokalen Diffeomorphismen ¢, durch

(@:Y)p = ((Sp—t>*Y)p = (d@—t)%(p)ysot(p) .

wobei ¢, ' = ¢_, und dy_;: T, ;M — T,M.
Satz 3.19 Secien X,Y beliebige glatte Vektorfelder auf M. Dann gilt inp € M :
LxY, = [X,Y], = lm3((¢]Y), = Yp) = lim3(Y, = (0.Y),) -

t—0 ¢ t—0 ¢

Beweis: Beim Ubergang von ¢f zu ¢,, geht ¢ in —t iiber, daher stimmen die beiden
Grenzwerte in der Formel fiir LxY offensichtlich iiberein.

Sei f: M — R eine glatte Funktion. Dann definiert man f(¢,p) := f(¢:(p)) — f(p). Es
existiert eine glatte Funktion g mit f(¢,p) =t g(t,p). Insbesondere folgt:

9(0,p) = lim g(t, p) = ‘ﬂ%@D=¥%03=Lxﬁ

dt

Die Existenz der Funktion g ist ein Spezialfall des Lemmas 2.9. Unmittelbar aus der
Definition des Differentials ergibt sich nun die folgende Rechnung

(@IY)p(f) = (do-t)oum)Yern) (f)

= Yo (fowv)

= Yo, (f(=t,-) + f)
= —t Y, (9, ") + Yo, (f)

=Y(Heutn) = 1Yot (9(t. )

Fiir den Grenzwert folgt also:

lime o (1Y )y — Y () = limiso 2V (Flo) — Y () = limgso Yo (98, )
=Mm<m<» Y, (X(f))
X,(Y () = V(X (f))
XYL
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3.6 Erginzungen zu Vektorfeldern

Satz 3.20 Sei X ein Vektorfeld auf M mit X, # 0 fir ein p € M. Dann ezistiert eine
Karte (U,y) um p mit

X =— auf U .
Oy /

Beweis: Die Aussage ist lokal, kann also mittels Karten auf die entsprechende Situa-
tion im R™ zuriickgefithrt werden. Somit sei 0.B.d.A. M = R"™ mit den Standardkoor-

dinaten x = (x1, ..., x,), weiter sei p = 0 und X, = = e;. Dies letzte Eigenschaft

0
oz 0
kann man immer durch eine lineare Koordinatentransformation erreichen.

Man nutzt folgende Idee fiir die Konstruktion der geeigneten Karten: durch den Punkt
(0,as, ...,a,) existiert eine eindeutig bestimmte Integralkurve von X. Jeder Punkt auf
dieser Kurve ist eindeutig festgelegt durch die bendétigte Zeit.

Sei ¢, der lokale Flu von X, dann definiert man durch

W(ay, ..., a,) = @a,(0,a9,...,a,)

eine Abbildung v auf einer hinreichend kleinen Umgebung von 0 € R™. Man mdochte
nun zeigen, dass ¢ ein lokaler Diffeomorphismus ist. Dazu berechnet man di) im Punkt

a=(ay,...,a,):

a (%) ) (D) = 3% (Fow)
~limy ! tf(Wlar+t,az,... a0)) — f(4(a))]
= 1m0 1 [f(Parte(0, a9, ., an) — f(¥(a))])
= lim, 0 1 [f(e(¥(a))) = f((a))]
= X(f)v(a)
Analog berechnet man nun im Punkt 0 und fiir ¢ > 2 das Differential von ¢ auf den
Basisvektoren 8?% .
a (5] )) (D =& (Feow)
= hmt_m T f@(0,...,t,...,0)) — f(0)]
=limyo 1 [f(0...,¢,...,0) — f(0)]
_ of
Rz
0

Da Xy = 5| folgt diog = Id. Damit ist ¢ ein lokaler Diffeomorphismus und man kann
Lo

Y= w ! als neue Koordinaten um die 0 € R™ einfiihren. In diesen Karten gilt dann:
X = y . Denn wie schon gezeigt ist

0 df o
Xo(f) = dv (a— M)) (=22t
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Nach Definition der partiellen Ableitung in einer Karte (U, x) gilt andererseits:

D[ gy Ao
ayl b 61:1 »=1(b) '

|

Im Folgenden soll LxX = 0 gezeigt werden. Das folgt zwar direkt aus der Definition
der Lie-Klammer, 148t sich aber auch mit Hilfe des lokalen FluBles ¢; von X zeigen.
Tatséchlich gilt (¢ X), = X, fir alle p € M und alle ¢, fiir die ¢, definiert ist: Der

Vektor X, ,(,) ist der Tangentialvektor an die Kurve s — ¢,(p) fiir s = —t bzw. der
Tangentialvektor an die Kurve c(s) := ¢s_+(p) fiir s = 0. Daher folgt:

d d d
(PeX)p = don(Xo_ i) = doe | B cs) ) = - » props—(p) = - » ps(p) = X,

Aus der Definition der Lie-Ableitung als Ableitung Ly X der Kurve (¢:,.X), erhélt man
damit nochmal LxX = 0.

Lemma 3.21 Sei ¢ ein Diffeomorphismus und X ein Vektorfeld auf M mit dem lo-
kalem Fluf o;. Dann hat das Vektorfeld 1. X den Fluf 1) o @, 0o p~ 1.

Beweis: Sei f ein beliebiger Funktionskeim um ¢ € M. Dann ergibt sich die Aussage
des Lemmas aus folgender Rechnung;:

(¢*X)q(f> = dlb(Xw*l(q))(f) = Xy-1(fo Y) = %’t:o (fo ¢)(¢t(¢_l(Q>>)
= Glo f(Wowiov™(q)) .
Man sieht, dass das Vektorfeld ¥, X in einem Punkt ¢ tangential an die Kurve ¢ o ¢, o
1 "1(q)). Die Menge dieser Kurven bilden damit den lokalen Flul von v, X. O

Folgerung 3.22 Sei i : M — M ein Diffeomorphismus und X ein Vektorfeld auf M
mat dem lokalen Fluf$ p,. Dann gilt:

VX =X genau dann, wenn Yo =1 op; .

Beweis: Die Vektorfelder X und 1, X stimmen genau dann iiberein, wenn ihre lokalen
Fliisse gleich sind. Nach dem obigen Lemma bedeutet das: ¢; = ¢ o o, 0 )™ 1. O

Das folgende Lemma gibt eine naheliegende Charakterisierung der Bedingung [X, Y] =
0: zwei Vektorfelder kommutieren genau dann, wenn ihre Fliisse kommutieren.

Lemma 3.23 Sei X ein Vektorfeld mit dem lokalem Fluf$ o, und sei'Y ein Vektorfeld
mat dem lokalem Fluf 1. Dann gilt:

(X,Y]=0 genau dann, wenn Yo = s 0y

wobet die rechte Gleichung fiir alle s und t erfillt sein soll, fir die die entsprechenden
Fliisse definiert sind.
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Beweis: Sei zunéchst vorausgesetzt, dass die Fliisse kommutieren dann folgt nach
Folgerung 3.22 ¢.,.Y =Y fiir alle ¢, fiir die der Fluf} definiert ist. Nach Ableiten erhélt
man daraus LxY = 0.

Fiir den Beweis der umgekehrten Richtung hat man in allen Punkte ¢ € M die Voraus-
setzung: limg 0 1 (Y, — (pY)g) = 0 (*). Man definiert nun eine Kurve ¢ : (—¢,¢) —
T,M durch ¢(t) = (pnY),. Die Berechnung des Tangentialvektors an ¢ im Punkt ¢(¢)
ergibt:

¢(t) = limgo t[e(t +s) — c(t)]

= liIns—>0 %[So(tJrs)*Y - Sot*y]p

= limy o [dee(@oY )p_ur) — A2 Yo )]
= dgy (limeo 2[(9s:Y )o_vtp) — Yooutm))
-0

Fiir die letzte Gleichung nutzt man die Voraussetzung (*) im Punkte ¢_;(p). AuBer-
dem verwendet man die offensichtliche Beziehung (f o ¢).X = f.(9.X). Damit ist
c(t) konstant also ¢(t) = ¢(0), d.h. ¢Y = Y und die Behauptung ergibt sich aus
Folgerung 3.22. O

In Satz 3.20 wurde gezeigt, dass man fiir ein Vektorfeld X mit X, # 0 Karten (U, y)
um p finden kann, fiir die X ein Koordinatenvektorfeld auf U ist. Man betrachtet
nun folgendes Problem: gegeben sind zwei Vektorfelder X und Y, die in einem Punkt
p € M, und damit in einer kleinen Umgebung von p, linear unabhéngig sind. Ist es dann
moglich Karten zu finden, in denen X, Y Koordinatenvektorfelder sind? Aus dem Satz
von Schwarz folgt, dass der Kommutator von je zwei Koordinatenvektorfeldern ver-
schwindet, d.h. [X, Y] = 0 ist eine notwendige Bedingung dafiir, dass es die gesuchten
Koordinaten gibt. Tatséchlich ist diese Bedingung auch hinreichend.

Satz 3.24 Seien Xi,..., Xy Vektorfelder auf einer Umgebung V von p € M, die in
jedem Punkt von V' linear unabhdingig sind und es gelte [X,, Xp| =0 fir 1 < a,b < k.
Dann ezistiert eine Karte (U, x) um p mit:

X, = 0 auf U fir a=1,...,k.
oz,

Beweis: 0O.B.d.A. kann man wieder annehmen: M = R",p = 0 und X, = fiir

a=1,...,k. Sei ¢f der lokale Flufl zum Vektorfeld X,, dann definiert man

0
Oxq 0

v(ay, ... a,) = goclll(cpfu(. .. (gpgk((), ey 0y apst, oy an)) ),

Wie im Beweis von Satz 3.20 berechnet man das Differential von ¢ und erhélt:

0
e (8x~

0

) Xi(0) = a?ci

0

ox;

0
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Somit ist 1 wieder auf einer Umgebung der Null ein Diffeomorphismus und man kann
eine neue Karte durch y = ¢! definieren. Analog zum Beweis von Satz 3.20 findet
man auf dieser Kartenumgebung

x =2
Iy
Aus Lemma 3.23 folgt nun, dass man die Reihenfolge der gbii’s in der Definition von 1
vertauschen kann. Schreibt man nun ¢ = ¢}, (...), so folgt firi = 1,... k
X; = 0 )
dy;

4 Integral-Mannigfaltigkeiten

Ziel dieses Abschnitts ist eine Verallgemeinerung des Begriffs der Integralkurven, sowie
eine geometrische Interpretation von gewissen Systemen partieller Differentialgleichun-
gen. Die Darstellung folgt dem entsprechenden Abschnitt im Buch von M. Spivak.

Definition 4.1 Eine k-dimensionale Distribution auf M ist eine Zuordnung p — A,
mat

1. A, CT,M ist ein k-dimensionaler Unterraum

2. Fir alle p € M existiert eine Umgebung U von p und auf U definierte Vektor-
felder Xy, ..., Xy mat:

A, =span{Xi(q),..., Xik(¢)} firalle qeU .

Sei X ein Vektorfeld auf M. Man sagt, dass X ein Vektorfeld in A ist, falls X, € A,
fiir alle p € M gilt.

Bemerkung: Aquivalent kann man Distributionen auch als Unterbiindel A ¢ TM
definieren. Vektorfelder in A sind dann genau die Schnitte von A.

Sei £ — M ein Vektorbiindel iiber M. Eine Teilmenge F' C E heifit Unterbiindel von
E, falls ' — M ein Vektorbiindel ist und F), fiir alle p € M ein Unterraum von FE), ist.
Es folgt, dass F' eine Untermannigfaltigkeit von E ist.

Definition 4.2 Fine Integral-Mannigfaltigkeit einer Distribution A ist eine Unter-
mannigfaltigkeit i : N — M mit:

di(I,N) = A,  firalle pe N .
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Bemerkung: Der Begriff der Untermannigfaltigkeit ist hier in dem schwécheren Sinne
zu benutzen, d.h. N C M ist eine Untermannigfaltigkeit, falls N eine Mannigfaltigkeit
ist und eine injektive Immersion ¢ : N — M existiert. Im Allgemeinen existieren
keine Integral-Mannigfaltigkeiten (noch nicht einmal lokal). Als Beispiel betrachtet
man folgende 2-dimensionale Distribution auf R3.

Beispiel: In p = (a, b, ¢) sei die Distribution A gegeben als:

A, = span{ & ’—l—b

+br(%p | r,s € R} .

0z

o =g

Es soll nun gezeigt werden, dass zu A keine Integral-Mannigfaltigkeit existiert. Der
Beweis 148t sich direkt geometrisch erbringen oder auch, indem man die folgende all-
gemeinere Situation betrachtet.

Sei A C R3? eine 2-dimensionale Distribution definiert in p = (a, b, ¢) durch
+ [rf(a,b) + sg(a,b)] |}

:span{ |+fab) ,gy

A, = {Ta%} +sa%

+ g(a,b) 5 ‘}

Inp = (a,b,c) ist A, die Ebene mit der Gleichung z—c = f(a,b)(z—a)+g(a,b)(y—b).
Da f und g nicht von ¢ abhéngen ist die Ebene A, ) parallel zur Ebene A 0.

Sei N lokal um p eine Integral-Mannigfaltigkeit von A. Da kein Vektor in A, also kein
Tangentialvektor an N, senkrecht zur x y—Ebene ist, 148t sich NV lokal als Graph einer
Funktion schreiben. Denn als Kodimension-1 Untermannigfaltigkeit ist /V lokal von der
Form h~1(0) fiir eine Funktion A : R* — R. Der Tangentialraum an N in einem Punkt
p ist dann gegeben als das orthogonale Komplement von (gradh),. Die Bedingung
es & A, = T,N liefert also

(e3, grad h) = 2 £ 0

und aus dem Satz iiber implizite Funktionen folgt die Existenz einer Funktion a mit
h(z,y,a(z,y)) = 0 in einer kleinen Umgebung von p. Somit 1a8t sich in dieser Umge-
bung die Integral-Mannigfaltigkeit als Graph der Funtion « schreiben:

N = {(z,9,2) € R*| 2z = a(z,y)} .

Damit ist ®(z,y) := (x,y, a(z,y)) eine Parametrisierung von N und der Tangential—
raum an N im Punkt p wird aufgespannt von den Vektoren D;® = 22 und D,® =
also den beiden Spalten der Jacobi-Matrix von ®. Es folgt in p = (a b a(a,b)):
0 aa o) Jda
T,N = span{ 5~ ‘—l— (a,b) 2 }p,a—yp—i— (a,b) |}

Somit gilt T,N = A, genau dann, wenn

fla,b) = §2(a,b),  g(a,b) = §2(a,b) . (4.1)
Sei nun « eine Losung von (4.1), dann folgt aus dem Satz von Schwartz:

o _ : 3f

920y — Oyoz und damit 82: .

Tatséchlich gilt auch die Umkehrung:
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Satz 4.3 Eine Lisung von (4.1) existiert genau dann, wenn gf 6—g erfillt ist.

Beweis: Sei w := fdx + gdy definiert als 1-Form auf R3, dann erhiilt man fiir das

Differential von w die Gleichung dw = (g—i — —)d.r A dy. Weiter gilt da = a"‘ Sodr + 5% 9a dy

Offensichtlich ist « eine Losung von (4.1) genau dann, wenn w = do. Aus w = dao folgt
dw = d*a = 0 und damit g—?’; ag = 0. Umgekehrt folgt aus dieser Gleichung dw = 0. Das
Lemma von Poincare liefert nun die Existenz einer Funktion o mit w = da. (Genauere
Erklarungen der benutzten Begriffe folgen spiiter.) O

In dem ersten Beispiel einer 2-dimensionalen Distribution A in R? hatte man f(a,b) = b
und g(a,b) = 0, also g—i =1 und % = 0. Damit ist die Bedingung aus Satz 4.3 nicht
erfiillt, das System (4.1) hat also keine Losung und es existiert keine (lokale) Integral-
Mannigfaltigkeit von A.

Das allgemeinste Beispiel einer 2-dimensionalen Distribution in R? ergibt sich, wenn
man f, g als Funktionen auf ganz R?® betrachtet, also in p € R? definiert:

Ay ={r 5|, +5 5 ot

rfw)+s9)] 2,3 = span{ G|, +1 ) 52, 55| +o(0) 3, }-
Falls eine Integral-Mannigfaltigkeit NV von A existiert, kann man sie wieder lokal als
Graph einer Funktion realisieren, d.h. N = {(z,y, 2) | z = a(z,y)}. Wie oben wird T, N

aufgespannt von 8%‘1) + g—‘; %‘p und a%‘ + g—z % b Daraus folgt, dass die Bedingung

T,N = A, dquivalent ist zu folgendem System partieller Differentialgleichungen:

fla,b,a(a, b)) = g—‘;‘(a, b), g(a,b,a(a, b)) = gZ(a b) . (4.2)

Wieder liefert der Satz von Schwartz eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit des
Systems (4.2)

of 8f da _ O*a _ %o __ Oy . Oa
Oy + 8z Oy  Oydwx  Oxzdy Oz + 0z Oz ° (43)

Diese Formeln folgen aus der Kettenregel: Sei wie oben ® : R? — R3 die Abbildung
(z,y) — (z,y,a(x,y)). Dann berechnet sich die Jacobi-Matrix der Verkniipfung f o ®
durch D(fo®) = DfoD® = grad(f)- (D,®, Dy®). Fiir die Ableitung von f o ® nach
der zweiten Variablen findet man dann

of(x,y,o(x, o o

el = (gad £, D0:0) = (G 5. 50 O LG = 5+ - 55
Mit Hilfe von Gleichung (4.2) kann man in (4.3) noch « eliminieren und erhélt so die
Bedingung;:

8f+8f g_ax %.f. (4.4)

Wie schon im vorigen Beispiel stellt sich erneut heraus, dass diese notwendige Bedin-
gung auch schon hinreichend ist fiir die Losbarkeit von (4.2).

Die Bedingung (4.4) kann man nun noch geometrischer interpretieren. Seien dafiir
X =2 4 fo 5, und Y = a + 97, 9 die beiden Vektorfelder, die die Distribution A
aufspannen Unter der Vomussetzung7 dass eine Integral-Mannigfaltigkeit von A exis-
tiert zeigt sich (siehe unten), dass auch der Kommutator [X,Y] zu A gehéren muf.
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Die Vektorfelder X, Y sind definiert auf R3, aber tangential an N (sieche unten). Durch
eine kurze Rechnung findet man

XY= (2+rE-4-95H2.

Wie schon bemerkt, sind die Tangentialvektoren an N also die Vektoren in A niemals
senkrecht zur xy-Ebene, d.h. a % , € A, ist nur fir a = 0 moglich. Es folgt also

[X,Y], € A, genau dann, wenn die Bedingung (4.4) erfiillt ist.

4.1 Der Satz von Frobenius in der Analysis

Satz 4.4 Sei U x V C R™ x R" offen und U C R™ eine Umgebung der Null. Seien
wester f; : U xV = R" fir j =1,...,m glatte Funktionen. Dann existiert fiir jedes
x € V hichstens eine Funktion o : W — V| definiert auf einer Umbebung W C R™
der Null mit:

1. a(O):x
2. 37‘?@) = fi(t,a(t)) fir allete W,5=1,....,m .

Eine Losung o existiert genau dann, wenn

n n
ot; + oxy, fl - 8tj + oxy, f]
k=1 k=1

auf einer Umgebung von (0,z) € U X V' fir alle 1 <1i,j < m erfillt ist.

Notation:

1. x = (x1,...,x,) bezeichnet Punkte im R"” und t = (¢4, ...,t,,) bezeichnet Punkte
in R™

2. % bezeichnet die ite Spalte der Jacobi-Matrix von f
3. % bezeichnet die (m + i)te Spalte der Jacobi-Matrix von f

4 fy=(fh o )

Im Beispiel war m =2,n=1und f, = f, fo = g.
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4.2 Integrable Distributionen

Sei N C M eine Untermannigfaltigkeit und seien X,Y zwei Vektorfelder auf M.
Durch Einschrankung auf N erhélt man zwei Vektorfelder auf N. Es soll zunéchst
gezeigt werden, dass der Kommutator dieser eingeschrankten Vektorfelder gleich der
Einschrénkung von [X, Y] auf N ist. Das ist nicht offensichtlich, da der Kommutator
auf M mehr Ableitungen enthélt.

Definition 4.5 Sei f : N — M eine differenzierbare Abbildung. Zwei Vektorfelder
X € xX(N) und Y € x(M) nennt man f-verkniipft, falls

Yf(p) - df(Xp)

fur alle p € M erfullt ist.

Bemerkung: Zwei Vektorfelder X € x(N),Y € x(M) sind genau dann f-verkniipft,
wenn

Y(¢)o f=X(¢of)
fiir alle Funktionen (bzw. Funktionskeime) ¢ auf M gilt.

Lemma 4.6 Sei f: N — M eine Immersion und Y € x(M) ein Vektorfeld mit

Yf(p) < Im(dfp) .

Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Vektorfeld X auf N, so dass X und Y f-
verkniipft sind.

Beweis: Man definiert X, durch die Gleichung Yy, = df(X,). Der Vektor X, de-
finiert nach Voraussetzung und ist eindeutig bestimmt, da f eine Immersion, d.h. df
injektiv ist.

Da f eine Immersion ist existieren Karten (U, z) bzw. (V,y) um p bzw. f(p) mit

yofoxYay,...,a,) = (a1,...,an,0,...,0).

In diesen Karten gilt dann

af (5

_ 0
p)_ 9y

fo)
Sei nun Y = > aia%- mit glatten, auf V' definierten, Funktionen a;. Dann ist notwen-
digerweise X = 3" b;-2-, wobei b; = a; o f wieder glatte Funktionen sind und X damit

1 9z,

ein glattes Vektorfeld. O

Beispiel: Sei N eine Untermannigfaltigkeit von M und ¢ : N < M die Inklusionsab-
bildung, weiter sei Y € x(M) ein Vektorfeld mit Y, € di(1,N) fiir alle p € N. Das
wie oben beschriebene, eindeutig bestimmte Vektorfeld X € x(N) mit di(X) =Y, ist
dann genau die Einschréinkung von Y auf N.
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Lemma 4.7 Sei f : N — M eine differenzierbare Abbildung und seien X; € x(N)
bzw. Y; € x(M),1 = 1,2 zwei Paare von f-verknipften Vektorfeldern. Dann sind auch
die Kommutatoren [X1, Xs| und [Y1,Ys] f-verkniipft.

Beweis: Sei g eine Funktion (bzw. Funktionskeim) auf M. Dann gilt nach Voraus-
setzung fiir i = 1, 2:

Yi(g) o f = Xi(go f)

Damit berechnet man

[Y1,Y2](g) o f = Y1(Ya(g)) o f — Ya(Yi(g)) o f
= Xi1(Ya(g) o f) — X2(Yi(g) o f)
= X1(Xa(go f)) — Xa(Xi(go f))
= [X1, Xa](g o f)
O

Anwendung: Sei N eine Integral-Mannigfaltigkeit einer Distribution A und seien
X,Y zwei Vektorfelder von A. Wie oben beschrieben existieren eindeutig bestimmte
Vektorfelder X,Y € x(N) mit X, = di(X,),Y, = di(¥,), dh. X = X|,,Y = Y]|,.
Damit folgt di([X,Y],) = [di(X),di(Y)] = [X,Y],, d.h.

[X’N7Y’N] = [X’Y”N :

Da X und Y Vektorfelder auf N sind, gilt dies auch fiir ihren Kommutator [X, Y]. Nach
Voraussetzung, da N eine Integral-Mannigfaltigkeit ist, folgt daraus di([X,Y]) € A,.
Also, wie oben gezeigt, auch [X,Y], € A,. Damit ist gezeigt: existiert eine Integral-
Mannigfaltigkeit fiir die Distribution A, dann liegt mit zwei Vektorfeldern X,Y in A
auch deren Kommutator in A.

Definition 4.8 FEine Distribution A heif$t integrabel (oder auch involutiv), falls fir je
zwei Vektorfelder X,Y in A auch [ X, Y] ein Vektorfeld in A ist.

Satz 4.9 Seien Xi,..., Xy Vektorfelder definiert in einer Umgebung U wvon p mit
A, =span{Xi(q), ..., Xk(q)} fir alle ¢ € U. Dann ist A integrabel genau dann, wenn
Funktionen ci; € C*(U) existeren mit

X0 X =) X, .

T

Beweis: Ist die Distribution integrabel, dann ist die obige Bedingung trivialerweise
erfiillt. Sei nun die Bedingung erfiillt und X,Y zwei beliebige Vektorfelder in A, dann

existieren lokal Funktionen a; und b; mit: X = > ¢;X; und Y = > b;X;. Berechnet
man nun den Kommutator, so folgt:

(X, Y] = Z[%‘Xi; b X;] = Z(aibj[Xia Xj] + aiX;(b;) X — 0;X;(ai) X;) -

1,5 ]
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Unter der Voraussetzung, dass sich der Kommutator [X;, X;] fiir alle 1 <4,j < k als
Linearkombination der Verktorfelder X; schreiben lait, folgt damit, dass dies auch fiir
[X, Y] gilt, d.h. der Kommutator [X, Y] liegt wieder in der Distribution A. O

Die Anwendung von Lemma 4.7 besagt also, dass aus der Existenz von Integralmanni-
galtigkeiten folgt, dass die Distribution integrabel ist. Der Satz von Frobenius besagt
nun, dass auch die Umkehrung gilt.

4.3 Satz von Frobenius fiir Distributionen

Satz 4.10 Sei A eine k-dimensionale integrable Distribution auf M. Fir jeden Punkt
p € M existieren Karten (U, x) mit

l’(p):07 ZL‘(U):<—€,€)X...X(—5,8) )
so dass fir alle apyy,...,a, mit |a;| < e firi=k+1,...,n die Menge
Ny :={q € Ulai+1(q) = g1, - .-, a(q) = an}

eine Integral-Mannigfaltigkeit von A auf U ist und jede Integral-Mannigfaltigkeit auf
U sich in dieser Form beschreiben lijst.

Beweis: Da es um eine lokale Aussage geht, kann man o0.B.d.A. annehmen, dass

M =TR'p=0und Ay = Span{aitl’ 8%‘ } C TyR* = RF. Sei 7 : R* — R
0 0
die Projektion m(xy,...,2z,) = (x1,...,xx). Dann ist nach Voraussetzung dm : Ay —

ToR" ein Isomorphismus. Aus Stetigkeitsgriinden ist dann auch dr : A, — T,R* ein
[somorphismus fiir alle ¢ in einer Umgebung U der Null. Damit existieren eindeutig
bestimmte Vektorfelder X7, ..., Xy € x(U) mit X1(q), ..., Xx(¢) € A, und

d.h. die Vektorfelder X; und % fiir « = 1,...,k sind w-verkniipft auf der Umgebung
U. Da % Koordinatenvektorfelder sind und mit Lemma 3.23 folgt

00
ot, Ot

dr([Xi, Xjlg) = |

Da nun dr ein Isomorphismus auf A, ist (fir alle ¢ € U) und da aufgrund der Inte-
grabilitdaat [X;, X;]|, € A, gilt folgt [X;, X;] = 0. Nach Satz 3.24 findet mal also ein
Koordinatensystem (U, z) um Null mit

X, =2 fir i=1,....k.

Man {iiberzeugt sich nun, dass (U, x) das gesuchte Koordinatensystem ist. Sei dazu
® : U — R"* die Abbildung ¢ — (2341(q), - - -, zn(q)). Als Teil einer Kartenabbildung
ist ® eine Submersion und jeder Punkt im Bild von & ist ein reguldrer Wert. Nach dem
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Satz vom regulidren Wert ist also N, = ®(ap,1,...,a,) eine Untermannigfaltigkeit
mit

T,N, = kerd®, = span{aim, e %}q = span{Xi(q),..., Xx(q)} = A, ,
d.h. wie behauptet ist N, eine Integral-Mannigfaltigkeit der Distribution A.
O
Anwendung: Seien f;-' firi=1,...,n, 7 =1,...,k, k <ndifferenzierbare Funktionen

auf R", so dass in jedem Punkt die Matrix ( f;) den Rang k£ hat. Man betrachtet
folgendes System partieller Differentialgleichungen auf R"”

Xi(w) =D figs o Xelw) =) S (4.5)

Man sucht nun die maximale Losungsmenge von (4.5), also Funktionen uy, ..., U,k
fiir die die Vektofelder grad uq, ..., grad u,_, punktweise linear unabhéngig sind.

Aus dem Satz von Frobenius fiir Distributionen folgt, dass das System (4.5) genau
dann eine Losung hat, wenn Funktionen ¢j; existieren mit

Xi(Xj(w) = X;(Xi(u) = Y Xp(u)  fiiralle 1<é,j<k. (4.6)

Gleichung (4.6) bedeutet genau, dass die von Xj,..., X} aufgespannte Distributi-
on A integrabel ist. Nach dem Satz von Frobenius folgt die Existenz von Integral-
Mannigfaltigkeiten und von speziellen Karten (U, x). In diesen Karten definiert man
ui(q) == wyi(q) fiir i = 1,...,n — k und erhélt:

(Xi)q(uy) = %L:o uj(cy(t)) =0,

dabei ist ¢, eine Kurve in der Integral-Mannigfaltigkeit durch ¢, d.h. die Funktion wu;
ist konstant auf c,.

Definiert man u : R® — R durch u(q) = (u1(q), ..., u,_x(q)) dann sind nach Vor-
aussetzung die Vektorfelder graduq,...,grad u,_; linear unabhéngig, d.h. u ist eine
Submersion und u ' (agy1, ..., a,) eine Untermannigfaltigkeit mit

Tou ' (agys, - - -, a,) = kerdu = span{X,..., X;,}

Somit sind die Niveauflichen der Losungen genau die Integral-Mannigfaltigkeiten der
Distribution. Die Lésungen der Gleichung 4.5 sind also Funktionen auf den Niveauflédchen.
Verschiedene Losungen entsprechen verschiedenen Integral-Mannigfaltigkeiten. Dies en-
spricht dem Fixieren verschiedener Integrationskonstanten.
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4.4 Bliatterungen

Definition 4.11 FEine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit N einer Mannigfaltigkeit
M heifit Blatterung von M, falls jeder Punkt von M in einer Zusammenhangskompo-
nente von N liegt und es um jeden Punkt p € M Karten (U, x) gibt mit:

1. z(U)=(—¢c,¢) x ... X (—¢,¢)
2. Die Zusammenhangskomponenten von N NU sind alles Mengen der Form
{g € Ulapn(@) = arsr, - 20(q) = an}
fir gewisse a; € R mit |a;| < €.

Im Allgemeinen ist die Bldtterungs-Mannigfaltigkeit N nicht zusammenhdngend. Die
Zusammenhangskomponenten von N nennt man auch Blatter der Blitterung. Man sagt
M st gebldttert durch N.

Bemerkung: Unterschiedliche Komponenten von N N U konnen zum gleichen Blatt
einer Blatterung gehoren.

Satz 4.12 Sei A eine k-dimensionale integrable Blditterung auf M. Dann ist M ge-
blittert durch eine Integral-Mannigfaltigkeit von A. Jede Zusammenhangskomponente
nennt man maximale Integralmannigfaltigkeit von A.

Beweis: siehe Spivak O

Bemerkung: Aus diesem Satz folgt also, dass durch jeden Punkt p € M eine eindeutig
bestimmte maximale Integral-Mannigfaltigkeit geht. Diese sei mit N (p) bezeichnet und
es gilt

N(p) ={q € M|3c:[0,1] = M glatt, c(0) = p,c(1) = q,¢(t) € Aoy} -

Aus dieser Beschreibung folgt auch, dass eine Abildung f : M — M mit der Eigenschaft
df (Ap) = Ay fiir alle p € M, die maximalen Integral-Mannigfaltigkeiten permutiert,

d.h. es gilt f(N(p)) = N(f(p)).

Satz 4.13 Sei N C M ein Blatt einer Bldtterung auf M und sei f : B — M eine
glatte Abbildung mit f(B) C N. Dann ist auch die Abbildung f : B — N glatt.

Beweis: siehe Spivak O
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5 Lie-Gruppen

Definition 5.1 FEin Gruppe G heifst Lie-Gruppe, falls G eine Mannigfaltigkeit ist und
die Abbildung G x G — G, (g, h) — gh™! differenzierbar ist.

Bemerkung: Die zweite Bedingung ist dazu dquivalent, dass die Abbildung ¢g + ¢!

und die Gruppenoperationen (g, h) — gh differenzierbar sind.

Beispiele: Die klassischen Matrizengruppen sind Lie-Gruppen, z.B. GL(n,R),O(n)
oder U(n). Auch R™ mit der Vektoraddition ist eine Lie-Gruppe.

Definition 5.2 Die Links- bzw. Rechtstranslation auf G sind fiir jedes fixiertes g € G
definiert durch:

Bemerkung: Die Abbildungen [ 4, 7, : G — G sind Diffeomorphismen. Tatséchlich gilt
I;* = ;-1 und analog fiir 7.

Definition 5.3 Ein Vektorfeld X € x(G) heifit links-invariant, falls fir alle g € G
[ X =X,

d.h. X st l,-verkniipft zu sich selbst.

Bemerkung:

1. Ein Vektorfeld X ist links-invariant genau dann, wenn dl (X)) = X, fir alle
g,h € G. Denn nach der Definition des push-forwards folgt

(lgeX)n = (dlg)lgl(h)Xlgl(h) = (dlg)g=1nX g1 -
2. Links-invariante Vektorfelder sind bestimmt durch den Wert in einem Punkt:
X, =dl, (X.) .

dabei ist e das Einselement der Gruppe G. Die Abbildung X € T.G + X € x(G)
mit X, = dly(X) definierte eine Bijektion zwischen T.G und dem Raum der links-
invarianten Vektorfelder. Die Umkehrabbildung ist gegeben durch X — X..

3. Links-invariante Vektorfelder sind automatisch differenzierbar.

4. Lie-Gruppen G sind parallelisierbar, d.h. es existiert die maximal mégliche Anzahl
von dim GG punktweise linear unabhéngigen Vektorfeldern: Man setzt eine Basis in
T.G fort zu links-invarianten Vektorfeldern auf GG. Insbesondere sind Lie-Gruppen
orientierbar.

5. Analog zu links-invarianten kann man auch rechts-invariante Vektorfelder defi-
nieren.

42



6. Sind G, H Lie-Gruppen, so auch G x H.

Es war schon gezeigt worden, dass der Raum x (M) der Vektorfelder auf einer Mannig-
faltigkeit M eine Lie-Algebra ist. Neben dieser unendlich-dimensionalen Lie-Algebra
gibt es auch endlich-dimensionale Beispiele, z.B. End (V') mit [A,B] := Ao B—Bo A
oder R? mit [v,w] := v x w, wobei x das Vektorkreuzprodukt bezeichnet. Es soll nun
gezeigt werden, dass zu jeder Lie-Gruppe eine eindeutig bestimmte Lie-Algebra gehort.
Die letzten beiden Beispiele sind Spezialféille davon.

Satz 5.4 Sei G eine Lie-Gruppe und bezeichne g die Menge aller links-invarianten
Vektorfelder auf G. Dann gilt:

1. Die Menge g ist eine reeller Vektorraum, der isomorph zu T.G ist. Insbesondere
gilt dim G = dim g.

2. Der Kommutator zweier links-invarianter Vektorfelder ist links-invariant, d.h. g
ist eine Lie-Algebra. Fir X,Y € T.G gilt:

(X, Y] = [Xay]e = [X, Y]e .

Beweis: Die erste Aussage, also die [somorphie zwischen dem Raum der links-invarianten
Vektorfelder und T.G wurde schon gezeigt. Zum Beweis der zweiten Aussage bemerkt
man zuerst, dass sich jedes links-invariante Vektorfeld als X fiir ein X € T.G schreiben
1aBt. Wie schon bemerkt sind links-invariante Vektorfelder [ -verkniipft zu sich selbst.
Damit sind auch die entsprechenden Kommutatoren [ ,-verkniipft und es folgt

—_—

dlg([Xaf/]e) = [Xa?]g - [Xv Y]g .

Der Kommutator von X und Y ist also wieder links-invariant und es gilt die behauptete
Gleichung, denn nach Definition ist dl,(Z) = Z, fiir ein Z € g.
O

Definition 5.5 Die Lie-Algebra g einer Lie-Gruppe G ist definiert als der Raum der
links-invarianten Vektorfelder bzw. der Tangentialraum an G in e, mit dem Kommu-
tator von Vektorfeldern als Lie-Klammer. Man schreibt auch g = Lie(G).

Beispiel: Sei G = GL(n,R), dann ist g = gl(n,R) = M (n,R). Die Lie-Klammer auf g
stimmt mit dem iiblichen Kommutator von Matrizen iiberein: [A, B] = A- B — B - A.

5.1 Die Lie-Algebra - Lie-Gruppe Korrespondenz

Sei H C G eine Lie-Untergruppe, d.h. eine Untergruppe von G, die auch eine Unter-
mannigfaltigkeit von G ist. Sei ¢ : H — G die Inklusionsabbildung. Dann identifiziert
man 7, H mit dem Unterraum di(7.H) von T.G. Jeder Vektor X € T.H definiert ein
links-invariantes Vektorfeld X5 auf G und ebenso ein links-invariantes Vektorfeld Xy
auf H. Diese beiden Vektorfelder sind i-verkniipft und da i o [f = % o folgt:

diXpg(a) = diodl?(X) =dIf o di(X) = Xg(a) .
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Sind nun X,Y € T.H, dann sind auch die Kommutatoren i-verkniipft, d.h. es gilt
[XGa YG]e = dZ[XHa YH]e .

Damit ist T,H C T.G eine Lie-Unteralgebra, d.h. ein Untervektorraum, der abgeschlos-
sen unter der Lie-Klammer ist. Auflerdem ist 7, H mit der induzierten Lie-Klammer
von G genau die Lie-Algebra von H. Insbesondere ist die Lie-Klammer auf der Lie-
Algebra einer beliebigen Lie-Untergruppe von GL(n,R) immer die Einschriankung des
iiblichen Kommutators von Matrizen.

Zu jeder Untergruppe H C G gehort also eine Unteralgebra h C g Es zeigt sich nun,
dass auch die Umkehrung gilt.

Satz 5.6 Sei G eine Lie-Gruppe und b C g eine Lie-Unteralgebra. Dann existiert
eine eindeutig bestimmte zusammenhdngende Lie-Untergruppe H C G mit Lie-Algebra
Lie(H) = b. D.h. man hat eine bijektive Beziehung zwischen zusammenhdingenden Lie-
Untergruppen von G und Lie-Unteralgebren von g.

Beweis: Man definiert durch A, = {X, = dl,(X)| X € b} C T,G eine Distribution
auf G. Die Schnitte in A sind also genau die links-invarianten Vektorfelder X zu Vek-

—~——

toren X € h. Nach Satz 5.4 gilt aber [X,Y] = [X,Y]. Da b C g eine Lie-Unteralgebra
ist, muf mit X,Y € b auch der Kommutator [X,Y] in b liegen und damit ist [X,Y]
wieder ein Schnitt in A. Die Distribution A ist also integrabel. Man definiert H als die
eindeutig bestimmte maximale Integral-Mannigfaltigkeit von A durch e, die nach dem
Satz von Frobenius bzw. Satz 4.12 existiert. Es bleibt nun zu zeigen, dass H C G eine
Untergruppe ist und dass die Gruppenoperationen glatt sind.

Sei b € G dann folgt dl,(A,) = Ay, aus der Definition von A. Daher permutiert die
Links-Translation [, die verschiedenen maximalen Integral-Mannigfaltigkeiten von A.
Ist zum Beispiel ¢ eine Kurve durch a in der Integral-Mannigfaltigkeit durch a. Dann
ist ¢(t) € Ay und ly(c) ist eine Kurve durch ba mit Tangentialvektoren dl,(¢(t)) €
dly(Acr)) = Avery. Damit mul die Kurve be(t) aber in der Integral-Mannigfaltigkeit
durch ba liegen.

Sei b € H dann ist [,-1(H) die maximale Integral-Mannigfaltigkeit durch [,-1(b) = e,
also -1 (H) = H. Daraus folgt b=! € H, aber auch a-b € H, fiir a,b € H. Somit ist
H C G eine Untergruppe.

Es bleibt zu zeigen, dass die Abbildung (a,b) — a-b~! eine glatte Abbildung von H x H
nach H ist. Das ergibt sich daraus, dass sie glatt als Abbildung nach G ist und dass H
definiert ist als Blatt einer Blatterung auf G (siehe Spivak). O

Bemerkung:

1. Nach dem Theorem von Ado ist jede Lie-Algebra isomorph zu einer Lie-Unteralgebra
der Lie-Algebra von GL(n,R). Nach dem gerade gezeigtem ist also jede Lie-
Algebra isomorph zur Lie-Algebra einer Lie-Untergruppe von GL(n, R). Fiir Lie-
Algebren mit trivialem Zentrum folgt die Aussage trivialerweise aus der Existenz
der adjungierten Darstellung (siehe unten).
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2. Nach dem Clartan-Kriterium ist eine abgeschlossene Untergruppe H C G au-
tomatisch eine Lie-Untergruppe von G, ist also eine Unter-Mannigfaltigkeit von

G.

5.2 Homomorphismen

Lemma 5.7 Sei ¢ : G — H ein Homomorphismus von Lie-Gruppen, dann ist dp ein
Lie-Algebren-Homomorphismus, d.h. es gilt

de([X,Y]) = [dp(X), dp(Y)]
fur alle XY € g=T.G.

Beweis: Nach Definition der Lie-Klammer auf den Lie-Algebren von G bzw. H hat
man fiir beliebige X,Y € g = T.G die folgende Gleichung zu zeigen

—_—

d@([Xv Y/]E) = [d(,O(X), dw(y)]e )

dabei bezeichnet X das links-invariante Vektorfeld zum Vektor X € T.G, d.h. das
Vektorfeld X ist definiert dqrch X, =dl,(X). Da ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist,
gilt ¢ oly =l ) o p. Nach Ubergang zum Differential folgt daraus

dp o dly = dly o dp .

Diese Gleichung wendet man auf X € T.G an und erhélt

dip(Xy) = dp(X)

w(g) ?

—_—

d.h. die links-invarianten Vektorfelder X und dip(X) sind @-verkniipft. Seien X,V be-
liebige Vektoren in T,.G dann sind auch die entsprechenden Kommutatoren ¢-verkniipft
und es folgt

ng([X, ?]e) = [d(p(X), d@(y)]e )
Das war aber genau die Gleichung, die zu zeigen war und somit ist dip ein Lie-Algebren-
Homomorphismus. O

Beispiel: Sei G = H = R dann existieren iiberabzéhlbar viele Homomorphismen
¢ : R — R, da R ein unendlich-dimensionaler Vektorraum iiber Q ist und jede Q-
lineare Abbildung ist ein Homomorphismus. Sei ¢ ein differenzierbarer Homomorphis-
mus (tatsdchlich ist stetig ausreichend) dann folgt ¢(t) = ct fiir ein geeignetes c. Denn
leitet man ¢(s +t) = ¢(s) + ¢(t) nach s in s = 0 ab, dann folgt ¢(t) = ¢(0), also
©(t) = ct mit ¢ = $(0).

Homomorphismen ¢ : R — S = R/Z sind alle von der Form ¢(t) = e'“*.

Bemerkung: Es existiert kein nicht-trivialer Lie-Gruppen-Homomorphismus ¢ : ST —
R. Denn ¢(S') wire eine kompakte Untergruppe in R, was nicht méglich ist: Sei G C R
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eine kompakte Untergruppe, dann ist G beschréinkt, aber mit jedem g € G liegt auch
ng € G fir alle n € N, was aber der Beschréanktheit widerspricht.

Man sieht also, dass es Lie-Algebren-Homomorphismen g — b gibt, die sich nicht als
Differential eines Lie-Gruppen-Homomorphismus G — H ergeben. Mit dem folgenden
Satz hat man aber wenigstens ein lokales Resultat.

Satz 5.8 Seien G, H Lie-Gruppen und sei ® : g — b ein fizierter Lie-Algebren-
Homomorphismus. Dann existiert eine Umgebung U von e € G und eine glatte Ab-
bildung ¢ : U — H mit

1. p(a-b) = p(a) - ¢(b) falls a,b,a-beU
2. do(X) = ®(X) firalle X €eg=T.G

3. Sind p,v : G — H zwei Lie-Gruppen-Homomorphismen mit dp = diyp = & und
ist G zusammenhdngend, dann folgt p = ).

Beweis: (nach Spivak) Die Idee des Beweises ist, dass man eine Abbildung durch
ihren Graphen beschreiben kann. Dieser ist fiir Homomorphismen eine Untergruppe
bzw. Unteralgebra.

Man definiert € := {(X,®(X)) | X € g} C gx b = Lie(G x H), d.h. £ ist der Graph von
® und die Voraussetzung, dass ® ein Lie-Algebren-Homomorphismus ist, ist dquivalent
dazu, dass € C g x b eine Unteralgebra ist:

(X1, ®(X1)), (Xa, B(X2))] = ([X7, Xo, [R(X7), D(X)]) = ([X1, Xof, ©([X3, X)) € £

Nach Satz 5.6 existiert eine eindeutig bestimmte Lie-Untergruppe K C G x H mit
t = Lie(K).

Sei m : G x H — G die Projektion auf den 1. Faktor. Dann ist w := m|, : K = G
ein Lie-Gruppen-Homomorphismus und

dw(X,®(X)) = X .

Damit ist dw : T, . K — T.G ein Isomorphismus. Es folgt, dass eine Umgebung V' von
(e,e) existiert, auf der w ein Diffeomorphismus ist. Sei U := w(V'), dann ist U eine
Umgebung von e € G.

Sei my : G x H — H die Projektion auf den 2. Faktor. Dann definiert man auf U:

cp:zﬂgow_l.

Die Bedingung 1 ist erfiillt, da m5 und w™! Gruppen-Homomorphismen sind. Auch die
Bedingung 2 ist erfiillt, da

dp(X) = m(X,P(X)) = D(X) .

Bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Seien also ¢, : G — H zwei Homomorphis-
men mit dp = dip = . Man definiert den injektiven Gruppen-Homomorphismus
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0:G—-GxH, a—(a,¢(a)).
Sei G = 0(G) ¢ G x H das Bild von 6, also der Graph von . Dann ist G eine

zusammenhéngende Lie-Untergruppe von G X H mit Lie-Algebra Lie(é) = t. Es gilt
namlich df(X) = (X, ®(X)). Aus Satz 5.6 folgt nun G = K. Die Untergruppe K ist

eindeutig durch ® bestimmt. Somit stimmen die Graphen von ¢ und v {iiberein, d.h.
©=1. 0

Bemerkung: Der Gruppen-Homomorphismus aus Satz 5.7 ist auf ganz G definiert,
falls G einfach-zusammenhéngend ist. Unter dieser Voraussetzung hat man also ein bi-
jektive Beziehung zwischen Lie-Gruppen-Homomorphismen G — H und Lie-Algebren-
Homomorphismen g — b.

Folgerung 5.9 Zwei Lie-Gruppen mit isomorphen Lie-Algebren sind lokal isomorph.
Die Isomorphie ist global, falls beide Gruppen einfach-zusammenhdngend sind.

Folgerung 5.10 FEine zusammenhdngende Lie-Gruppe mit abelscher Lie-Algebra ist
abelsch. Dabei heifit eine Lie-Algebra abelsch, falls alle Lie-Klammern Null sind.

Beweis: Eine abelsche Lie-Algebra g = Lie(G) ist isomorph zu R"™. Nach Folge-
rung 5.9 ist G dann lokal isomorph zu R". Es gilt also a - b = b - a fiir alle a,b in einer
hinreichend kleinen Umgebung von e € (G. Jede solcher Umgebungen erzeugt aber die
ganze Gruppe, d.h. jedes Gruppenelement 1483t sich als Produkt von Elementen aus
dieser Umgebung schreiben. Damit ist die ganze Gruppe G abelsch. O

Bemerkung:

1. Alle zusammenhéngenden Lie-Gruppen mit der gleichen Lie-Algebra werden von
der gleichen einfach-zusammenhéngenden Lie-Gruppe iiberlagert.

2. Die Lie-Algebra einer Lie-Gruppe G ist gleich der Lie-Algebra der Zusammen-
hangskomponente der Eins in G. Zum Beispiel ist Lie(O(n)) = Lie(SO(n)).
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5.3 Die Exponential-Abbildung

Satz 5.11 Links-invariante Vektorfelder sind vollstindig, d.h. fir ein links-invariantes
Vektorfeld X auf einer Lie-Gruppe G ist der Fluf$ oy fiir alle Zeiten t € R definiert.
Weiter gilt v:(g) = g-¢+(e) fir alle g € G undt € R, d.h. die Kurve a(t) := g-exp(tX)
ist die maximale Integralkurve von X durch g.

Beweis: Sei X ein links-invariantes Vektorfeld auf &, dann gilt X = [, X und das
bedeutet fiir die Fliisse ¢, = l;0p.0 lg_l. Angewandt auf ein beliebiges Gruppenelement
g folgt die Gleichung ¢,(g) = g-¢:(e). Damit geniigt es zu zeigen, dass die Integralkurve
von X durch e fiir alle Zeiten definiert ist.

Sei € > 0 so gewahlt, dass ¢¢(e) fiir alle t € (—¢, ¢) definiert ist. Es gilt

psri(e) = @s(pile)) = @ile) - ps(e) (5.7)
fiir alle s, klein genug. Man schreibt s = k5 + ¢ fiir £ € Z und [t| < 5 und definiert
zum Beispiel im Fall & > 0:

o(s) = (p5)" - ple)

Die Behauptung ist nun, dass ¢ die Integralkurve von X durch e ist. Das ergibt sich
aus folgender Rechnung;:

d _d _d
ds s=k5+to C(S) — dt ‘t:to C(k% + t) - E‘t:to (90% (e))k ’ gpt(e)
= dly ) (Xpy @) = Xes)

a

Folgerung 5.12 Sei cx : R — G die Integralkurve durch e eines links-invarianten
Vektorfeldes X. Dann ist cx ein Lie-Gruppen-Homomorphismus, d.h.

cx(0)=e und  cx(s+t) =cx(s) - cx(t)
fir alle s,t € R. Weiterhin gilt
csx(t) = cx(st) .

Beweis: Es ist cx(t) = ¢;(e) und damit folgt die Homomorphismuseigenschaft von
Cx aus Gleichung (5.7).

Es bleibt noch zu zeigen, dass t — ¢(t) := cx(st) die Integralkurve des links-invarianten
Vektorfeldes sX ist. Dazu berechnet man:

%’t:to C<t> - %‘t:to CX(St) - SéX(StO) = SXCX(Sto) = SXC(to)'
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Definition 5.13 Sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Die Abbildung
exp:g— G, exp(X):=cx(1),

heifit Exponentialabbildung der Lie-Gruppe G. Hierbei ist cx wieder die maximale
Integralkurve von X mit cx(0) = e.

Bemerkung:
1. Es gilt fiir alle ¢ die Gleichung exp(tX) = cix(1) = cx(t) = ¢(e).
2. Homomorphismen R — G nennt man auch I-parametrige Untergruppen.
3. Die Abbildung R — G,t — exptX ist der eindeutig bestimmte glatte Gruppen-
homomorphismus v : R — G mit 4(0) = X.

Beweis: Der Homomorphismus v : R — G definiert eine glatte Kurve in G
mit y(0) = e und 4(0) = X. Zu zeigen ist, dass 7 die Integralkurve des links-
invarianten Vektorfelds X ist. Auf Grund der Eindeutigkeit der Integralkurven
folgt dann v(t) = exptX. Man berechnet den Tangentialvektor an v zu einer
beliebigen Zeit s:

%‘t:swt) - %‘t:07(8+t) - %’t:OlW(S)V(t)
= dly7(0) = dly) X = Xy -

Beispiel: Die Exponential-Abbildung fir G = GL(n,R).
Man definiert fiir eine beliebige Matrix A € gl(n,R) = M (n,R):

L (tA)F
exptA = et = Z ( k‘) .
k=0 ’

Diese Reihe konvergiert absolut und gleichméfig auf jeder beschrinkten Menge in
gl(n,R). Auf Grund der Beziehung

det(e) = ")

liegt das Bild der Abbildung A + e# wirklich in GL(n, R) in der Menge der invertier-
baren Matrizen und die Abbildung ist somit wohl-definiert. Dabei nutzt man, dass fiir
die Endomorphismen-Norm auf GL(n,R) die Abschéitzung ||A™]| < ||A[|™ gilt.

Es bleibt noch zu zeigen, dass A — e“ die Exponential-Abbildung von GL(n,R) be-
schreibt. Dafiir sei c(t) = e“‘.~ Zu zeigen ist, dass c¢ die Integralkurve durch e des
links-invarianten Vektorfeldes A ist. Man berechnet

%Lﬁ:to C(t) = AetOA = etOAA - lc(to)A = dlc(to)A = Ac(to) s

wobei die fiir Matrixgruppen richtige Beziehung dl, X = g - X benutzt wurde.

Fiir die Exponential-Abbildung fiir GL(n, R) kann man folgende Eigenschaften unmit-
telbar aus der Reihen-Definition ableiten:
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1. Fiir alle A, B € gl(n,R) gilt AB = B A, so auch eA*8 =¢e4.¢B.
2. Fiir alle B € GL(n,R) und A € gl(n,R) gilt: ~BeA B! = ¢BAB™

Aus der ersten Eigenschaft folgt auch noch mal, dass ¢t — et ein Gruppenhomo-

morphismus R — GL(n,R) ist und damit wirklich die Exponential-Abbildung von
GL(n,R) beschreibt. Im folgenden Abschnitt werden beide Aussagen auf beliebige Lie-
Gruppen verallgemeinert.

Satz 5.14 Die Exponential-Abbildung exp : g — G ist beliebig oft differenzierbar und
ein lokaler Diffeomorphismus um 0 € g. Weiter gilt:

1. exp(0) =e
2. exp((t + s)X) = exp(sX) exp(tX)
3. exp(—X) = exp(X)~?! fiir alle X € g

Beweis: Die Glattheit der Abbildung X ~— exp(X) folgt aus den Standardsitzen
iiber die glatte Abhéngigkeit der Losungen linearer DGLs von den Anfangswerten.

Die Aussagen 1. und 2. folgen direkt aus der Homomorphismus-Eigenschaft der Expon-
ential-Abbildung. Zusammen ergeben sie Aussage 3., wenn man in 2. s durch —t ersetzt.

Noch zu zeigen bleibt, dass die Exponential-Abbildung ein lokaler Diffeomorphismus
um 0 € g ist. Dazu zeigt man d exp, = Idr, . Sei X € g ein links-invariantes Vektorfeld,
dann folgt

dexpy(X) = exp(tX) =X .

il
dt 1t=0
d

Bemerkung: Mit Hilfe der Exponential-Abbildung lassen sich spezielle Koordinaten
definieren. Sei V(0) C g eine bzgl. 0 sternformige Umgebung, auf der exp ein Diffeo-
morphismus ist. Dann definiert man

W(e) :=exp(V(0)), W(g):=1,(W(e)), z,:=exp 'ol—1:W(g) = V(0)Cg=R"

Offensichtlich ist dann (W (g),z,) eine Karte um ¢g. Man nennt W(g) eine Normale-
numgebung von g und x, die Normalkoordinaten um g.

Bemerkung: Im Allgemeinen ist die Exponential-Abbildung nicht surjektiv.

Sei G = SL(2,R) die Menge der Matrizen mit Determinante Eins. Die Lie-Algebra
ist die Menge der spurfreien 2 x 2-Matrizen. Fiir diese Gruppe ist die Exponential-
Abbildung nicht surjektiv. Zum Beispiel liegt B = diag(—%, —2) nicht im Bild der
Exponential-Abbildung. Denn wire B = exp X, so wiirde folgen

B=expX = exp(%X + %X) = exp %X - exp %X = (exp %X)2 .

Es existiert aber keine Matrix A € SL(2,R) mit B = A% aus dem Satz von Cayley-
Hamilton

A2 —trA-A+E=0.
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Nimmt man die Spur von dieser Gleichung erhiilt man trA% > —2. Die Spur von B ist
aber kleiner als —2.

Spéter wird gezeigt, dass die Exponential-Abbildung auf kompakten zusammenhéngenden
Lie-Gruppen surjektiv ist.

Satz 5.15 Sei p: G — H ein Lie-Gruppen-Homomorphismus. Dann gilt

p(exp X) = exp(dip(X))
fir alle X € g = Lie(G), d.h. man hat das folgende kommutative Diagramm
dyp

exp

— >

o)

g
expl
G —

Beweis: Sei ¢(t) = ¢(exptX). Dann ist ¢(0) = ¢(eq) = ey und

=

é(t) = d@(XeXth) =dpo dleXth(Xec)

= dlyexpex) © dp(Xeg)

d.h. ¢(t) ist eine Integralkurve von dp(X..) durch ey und somit folgt

c(1) = p(exp X) = exp(dp(X)) .

O

Folgerung 5.16 Jeder injektive glatte Homomorphismus ¢ : G — H ist eine Immer-
sion und p(G) C H ist damit eine Lie-Untergruppe von G.

Beweis: Sei X € g =T.G und sei X das dazugehorige Vektorfeld, d.h. f(g = dly(X).
Ist nun fiir ein g das Differential von ¢ nicht injektiv, also z.B. dp(X,) = 0, dann folgt

0= dpodly(X) = dl g do(X)

und da dl,; ein Isomorphismus ist erhélt man dp(X) = 0. Wendet man darauf die
Exponential-Abbildung an, so ergibt sich

e =expdp(tX) = p(exptX)

was aber im Widerspruch steht zur Annahme, dass ¢ injektiv ist. Damit muss also dg
auch injektiv sein, d.h. ¢ ist eine Immersion. O

Lemma 5.17 Seii: H — G eine Lie-Untergruppe und sei X € g. Dann gilt
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1. X € di(h) dann folgt exptX € i(H) C G fir alle t € R.

2. Gilt exptX € i(H) fir alle t in einem Intervall I, dann folgt X € di(h).

Beweis: Sei zundchst X € di(h), es existiere also ein Xy € h mit X = di(Xj). Dann
folgt exptX = expdi(tXy) = i(exptXy) und somit exptX € i(H) fiir alle t € R.

Fiir den Beweis der umgekehrten Richtung betrachtet man die glatte Abbildung I C
R — G,t — exptX. Nach Voraussetzung liegt das Bild dieser Abbildung in i(H).
Daher existiert eine glatte Abbildung o : I — H mit exptX = i(a(t)). (Diese Aussage
bleibt noch zu zeigen.) Sei nun X das links-invariante Vektorfeld auf H zu ¢(0). Dann

gilt di(X) = X und somit X € di(h). O

Satz 5.18 Sei ¢ : G — H ein Homomorphismus von Lie-Gruppen. Dann ist ker ¢
eine abgeschlossene Untergruppe von G und es gilt:

Lie(ker ¢) = ker(dyp) .

Beweis: Sei X € g dann ist, nach dem vorherigem Lemma, X € Lie(ker ¢) genau
dann, wenn exptX € ker ¢ fiir alle t € R, d.h. ¢(exptX) = e bzw. exp dp(tX) = e fiir
alle t € R. Da exp aber in einer Umgebung der Null ein lokaler Diffeomorphismus ist,
ist das nur moglich, wenn dp(X) = 0, also X € ker(dy), was zu zeigen war. a

Der verbleibende Teil dieses Abschnittes enthélt noch weitere Anwendungen der Expon-
ential-Abbildung auf die Struktur topologischer Gruppen. Details finden sich in Spivak.

Folgerung 5.19 Sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g und sei p : R — G ein
stetiger Gruppen-Homomorphismus. Dann existiert ein X € g mit p(t) = exp(tX) fir
alle t € R. Insbesondere ist jeder stetige Gruppen-Homomorphismus R — G schon
glatt.

Beweis: Sei W = exp V(0) eine Normalenumgebung um e € G. Da ¢ : R — G stetig
ist, mit p(0) = e, existiert ein € > 0 mit ¢(¢) € W fiir alle ¢t mit |¢| < 2e. Sei nun
Y € V(0) der Vektor mit exp(Y) = ¢(e). Man definiert X := 1Y. Man mdchte nun
zeigen

o(t) = exp(tX) =: f(t) fir alle teR.

Sei K C R definiert durch K := {t € R| f(t) = ¢(t)}. Nach Definition gilt 0, €
K. Da f und ¢ stetige Gruppen-Homomorphismen sind, ist K eine abgeschlossene
Untergruppe von R. Fiir nicht-triviale abgeschlossene Untergruppen K C R gibt es
zwei Moglichkeiten: K = R oder K = K; = {n-d|n € Z}, wobei d die kleinste
positive Zahl in K ist. Es soll nun K = R gezeigt werden. Annahme es gilt K = Kj.
Dae € K und € > 0 folgt 2¢ > d, d.h. ¢ < . Da ¢ und f Homomorphismen sind

2
erhalt man

(f(

N

))* = exp(§X)* = exp(dX) = f(d) = p(d) = (#(5))" .
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Wendet man auf diese Gleichung exp~! an, so ergibt sich

2exp ! f(4) =exp ! f(£)? =exp ()’ =2exp ' p(2)

und damit f(£) = ¢(%). D.h. d war nicht das kleinste Element in K, im Widerspruch
zur Annahme, also muss K = R gelten, was zu zeigen war. O

Satz 5.20 Sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g = V1 @& ... ® V.. Dann ist die
Abbildung

P:Vid..dV, -G, vi+...+v.—exp(vy)-... exp(v,)
ein lokaler Diffeomorphismus um 0 € g.

Beweis: Man zeigt wieder, dass d®y = Id, gilt, womit ® nach dem Umkehrsatz ein
lokaler Diffeomorphismus um 0 € g ist. Fiirt=1,...,r sei X; € V;, dann gilt

ddy(X;) = %‘t:o O(tX;) = %L::o exp(0) ...exp(tX;)...exp(0) = %‘tzo exp(tX;) = X, .
O

Folgerung 5.21 Jeder stetige Homomorphismus ¢ : G — H ist schon glatt.

Beweis: Sei Xi,..., X, eine Basis in T,G. Fiir ¢ = 1,...,n definiert man stetige

Gruppen-Homomorphismen
iR — H, t—(exptX;) .

Nach Folgerung 5.19 existieren Y; € T, H mit ¥ (exptX;) = exptY; firi=1,...,n. Es
folgt
Ylexpt1 Xy« ... expt,X,) =expt1Yy-...-expt,Y, . (5.8)

Nach Satz 5.20 ist die Abbildung ® : g — G definiert durch
@(thl + ...+ tan> = eXpt1X1 L eXptan

auf einer Umgebung U von 0 € g ein Diffeomorphismus. Sei V' = ®(U) die entspre-
chende Umgebung von e € G. Auf V' schreibt man ) als

b= (pod)od .
Mit Gleichung (5.8) schreibt sich ¢ o ® als
Yod:(ty,...,t,) —>exptiY]-...-expt,Y, ,

d.h. ¥ o @ ist glatt auf U und v ist damit glatt auf V. Der Homomorphismus 1) ist also
glatt auf einer Normalenumgebung W(e) C G von e € G, doch damit ist ¢ glatt auf
ganz G. Denn auf W (g) = [,(W (e)) schreibt man

¢|W(g) = lyg) © 77/}|W(e) olg-1.
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Folgerung 5.22 Fine lokal-euklidische topologische Gruppe mit abzdhlbarer Topologie
besitzt hochstens eine differenzierbare Struktur bzgl. der sie eine Lie-Gruppe wird.

Beweis: Man betrachtet die Identitit, diese ist stetig und damit auch differenzier-
bar und wiirde dann einen Diffeomorphismus zwischen zwei fixierten differenzierbaren
Strukturen definieren. O

Bemerkung: Das 5. der Hilbert-Probleme war die Frage, ob jede lokal-euklidische
Gruppe eine Lie-Gruppe ist. Die positive Antwort wurde 1952 von Montgomery und
Zippen erbracht
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5.4 Die adjungierte Darstellung
Definition 5.23 Sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Eine Darstellung von G
auf einem Vektorraum V' ist ein Gruppen-Homomorphismus
p:G— GL(V) = Aut(V)
d.h. es gilt p(g1 - g2) = p(g1) - p(g2) fiir alle g1, 9> € G.
Fine Darstellung von g auf V' ist ein Lie-Algebren-Homomorphismus
v:g— gl(V)=End (V)

d.h. es gilt o([X,Y]) = p(X) 0 o(Y) = p(Y) 0 p(X).
FEine Darstellung heifit treu, falls p bzw. ¢ injektive Abbildungen sind.

Bemerkungen:

1. Sei p : G — GL(V) eine Darstellung von G, dann ist ¢ = dp : g — gl(V') eine
Darstellung von g.

2. Eine Darstellung p : G — GL(V) heiit orthogonal bzw. unitdr, falls (V, (-,-)) ein
euklidischer bzw. unitarer Vektorraum ist und

(p(g)v, p(g)w) = (v, w)

fiir alle g € G und v,w € V, d.h. das Skalarprodukt (-,-) auf V ist G-invariant
und damit p(G) C O(n) bzw. p(G) C U(n), falls n = dim V.

3. Sei p : G — GL(V) eine Darstellung einer kompakten Lie-Gruppe G. Dann
existiert auf V' ein G-invariantes Skalarprodukt. Man definiert

(0, w) = /G (p(9)0, plg)w)y

Dann ist (-, ) ein G-invariantes Skalarprodukt, falls w, eine rechts-invariante Vo-
lumenform und (-, -) ein beliebiges Skalarprodukt ist.

Satz 5.24 Sei p: G — GL(V) eine Darstellung einer Lie-Gruppe G und sei (-,-) ein
G-invariantes Skalarprodukt auf V', dh.

{p(g)v, p(g)w) = (v, w) (5.9)
fiir alle g € G und v,w € V.. Dann gilt
(dp(X)v,w) + (v, dp(X)w) =0 (5.10)

fir alle X € g und v,w € V. Ist G zusammenhdngend, dann sind (5.9) und (5.10)
dquivalent.
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Beweis: Sei X € g und v,w € V, dann folgt aus Gleichung 5.9
(v, w) = (p(exptX)v, plexp tX)w) = (!4 X)y, ety

Die Ableitung nach ¢ in t = 0 liefert dann Gleichung 5.10.

Sei G zusammenhéngend, dann wird G erzeugt von einer Normalenumgebung von e.
Die Gleichung 5.9 folgt also aus

(plexptX)v, plexp tX)w) = (v, w)
fiir alle X € g und v,w € V. Man definiert eine Funktion F' durch
F(t) := (p(exptX)v, plexp tX)w) = (! Xy, tdr(Xy)
Die Ableitung von F' nach t berechnet sich als
F(t) = (dp(X)e¥ry, et X)) 4 (e dp(X) et X))

Nach Gleichung 5.10 ist also F'(t) = 0 fiir alle t € R, d.h. F ist konstant und somit
F(t) = F(0) = (v,w), was genau die zu beweisende Gleichung 5.9 ist. O

Sei g € G, als Konjugation mit g € G bezeichnet man den Gruppen-Homomorphismus
ay:G— G h—g-h-g ' dh a, =1, o0r, . Tatsichlich gilt

agn(a) = gh-a-(gh)™' =gh-a-h'g™' = az0an(a) .

Die Konjugation ist ein Automorphismus von G, d.h. ein Gruppen-Isomorphismus auf
G. Man sagt oy ist ein innerer Automorphismus. Das Differential Ad(g) = da, : g — g
ist dann ein Automorphismus von g, d.h. ein Lie-Algebren-Isomorphismus auf g:

Ad(g)[X, Y] = [Ad(9)X,Ad(9)Y],  Ad(g)™" = Ad(g™")
fiir alle X, Y € g und alle g € G. Aus der Definition folgt auch direkt:
Ad(gh) = day, = d(oy 0 ap) = day o doy, = Ad(g) o Ad(h) ,

d.h. Ad : G — GL(g) ist ein Homomorphismus. Sei X € g und ¢ hinreichend klein,
dann gilt

Ad(9)X =1 exp ' (ay(exptX)) =1 exp '(g-exptX -g7") .

Das folgt aus der Gleichung ¢(exp tX) = exp(dptX) fiir den Homomorphismus ¢ = ay.
Man erhélt, dass die Abbildung Ad ein stetiger und damit auch differenzierbarer Lie-
Gruppen Homomorphismus ist. Damit hat man den folgenden Satz bewiesen:

Satz 5.25 Die Abbildung Ad : G — GL(g), 9 — Ad(g) = do, ist eine Darstellung von
G, d.h. ein Lie-Gruppen-Homomorphismus. Man nennt Ad die adjungierte Darstellung
von G.
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Satz 5.26 Fir das Differential ad = dAd : g — gl(g) gilt : ad(X)Y = [X, Y] fir alle
X, Y € g. Man nennt ad die adjungierte Darstellung von g.

Beweis: Sei X ein links-invariantes Vektorfeld, dann sind seine Integralkurven durch
g € G gegeben als ¢,(t) = g - exptX. Somit schreibt sich der lokale Fluf§ von X als

©t(g) = Texprx (g). Es gilt nun
ad(X)Y =dAd(X)Y = (4|,_,Ad(exptX))Y
= 4| _ (drep—ix dlegix Y)
= %‘t:O (drexp —txffexptx>

= il (d%p—tf@t (e))
= [X,Y]. = [X,Y]

Bemerkungen:

1. Fiir Matrizengruppen G C GL(n,R) gilt:
Ad(g)A=gAg™ firalle geG,Aeg

2. Es gilt gexp Xg~! = exp Ad(¢) X, d.h. man hat das kommutative Diagramm:

Ad(g)=doy

g g
expl lexp
¢ 2 @

Speziell fiir Matrizengruppen erhélt man die schon erwéahnte Gleichung:

BeABfl — eBAB_l )
3. Es gilt Ad(exp X) = €*(X) d.h. man hat das kommutative Diagramm:

g =% End(g) = gl(n, R)

exp J{ J/ exp

G 24, GL(g) @ GL(n,R)
4. Die Jacobi-Identitét iibersetzt sich in folgende Gleichung
ad(2)[X,Y] = [ad(2)X,Y] + [X,ad(2)Y] .
Man sagt ad(Z) ist eine Derivation von g, d.h.

ad(Z) € Der(g) = {¢ : g — g linear und ¢ ([X,Y]) = [v(X),Y] + [X,¢(Y)]}
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5. Der(g) = Lie(Aut(g))

6. Man hat das folgende kommutative Diagramm

g _ad Der(g) C End (g)

exp l l exp

G 24 Aut(g) ¢ GL(g)

Das Zentrum Z(G) C G von G bzw. Z(g) C g ist definiert als

Z(G)={g9eG|gh=nhgftirallehe G} Z(g)={X €gl|[X,Y]=0firalleY € g}
Beispiel: Z(O(n)) = Zy, Z(SU(n)) =2Z,, Z(GL(n,R))={cE|c#0}

Satz 5.27 Das Zentrum Z(G) C G ist eine abgeschlossene Lie-Untergruppe und es gilt
Z(G) C ker Ad. Fir zusammenhdngende Gruppen G gilt Z(G) = ker Ad und aufSerdem
Lie Z(G) = Z(g).

Beweis: Offensichtlich gilt ¢ € Z(G) genau dann, wenn o, = Idg. Somit folgt un-
mittelbar Z(G) C ker Ad, denn Ad(g) = do, und dldg = 1d,.

Sei nun G zusammenhéngend und g € ker Ad. Da die Gruppe G von einer Normale-
numgebung der Eins erzeugt wird, geniigt es, die folgende Aussage zu beweisen

ag(exptX) =exptX firalle X €g,teR.

Betrachtet man nun den Homomorphismus R — G, t — a,(exptX), dann existiert
nach Folgerung 5.19 ein Y € g mit exptY = o (exptX) fiir alle t € R. Bildet man die
Ableitung in ¢t = 0 und nutzt g € ker Ad, also Ad(g) = Idy, so findet man

Yo = 4],y 0(exptX) = day(X,) = Ad(g)(X.) = X, .

Also X =Y und o, =1d, d.h. g € Z(G).
Die Lie-Algebra des Zentrums Z(G) berechnet man mit Hilfe von Satz 5.18:

Lie(Z(G)) = Lie(ker Ad) = ker(dAd) = ker(ad) = Z(g) .

Folgerung 5.28 FEine zusammenhdingende Lie-Gruppe ist genau dann abelsch, wenn
ihre Lie-Algebra abelsch ist.

Folgerung 5.29 Seien X,Y € g mit [X,Y] =0, dann gilt

exp(X +Y)=expX -expY .
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Beweis: Sei a := span{X,Y} C g, dann ist a eine abelsche Unteralgebra von g. Sei
A C G die zusammenhéngende Untergruppe mit Lie-Algebra a. Dann ist nach der
letzten Folgerung A eine abelsche Lie-Gruppe. Man definiert eine Kurve a : R — G
durch «(t) := exptX - exptY, dann ist, da A abelsch ist, & : R — A C G ein glatter
Homomorphismus. Nach Folgerung 5.19 existiert ein Z € g mit a(t) = exptZ, wobei
7 = &(0). Berechnet man die Ableitung von «a(t) = exptX - exptY in ¢ = 0, so erhilt
man andererseits &(0) = X + Y. Insgesamt folgt

exptX -exptY = a(t) =expt(X +Y) .
O

Bemerkung: Ist g eine Lie-Algebra mit Z(g) = {0}, dann besitzt g eine treue Dar-
stellung
ad: g — End(g) ,

d.h. g ist isomorph zu einer Lie-Algebra einer Lie-Gruppe. Das beweist das Theorem
von Ado im Spezialfall von Lie-Algebren mit trivialem Zentrum.

Eine weitere Anwendung der adjungierten Darstellung betrifft das Verhéltnis von Nor-
malteilern und Idealen in Lie-Gruppen bzw. Lie-Algebren.

Satz 5.30 Sei H C G eine zusammenhdngende Lie-Untergruppe einer zusammen-
hingenden Lie-Gruppe G. Dann ist die Gruppe H genau dann ein Normalteiler in G,
wenn b = Lie(H) ein Ideal in g = Lie(G) ist.

Beweis: Sei zuerst h C g ein Ideal von g, d.h. [h,g] C h. Sei Y € h, X € g und
= exp X. Dann gilt nach den oben angegebenen Vertauschungsregeln

g-expY g7l =expAd(g)Y
= exp XY
=exp(Y + [X, Y]+ 3(adX)?Y +...)
=exp/
Da nach Voraussetzung alle Kommutatoren in h liegen, konvergiert die Reihe gegen

einen Vektor Z € h. Damit folgt g-expY -¢g~! € H. Aber H und G werden von einer
Normalenumgebung erzeugt und es folgt, dass H C GG ein Normalteiler ist.

Fiir die umgekehrte Richtung sei H C G ein Normalteiler und wieder Y € h, X € g
und g = exptX. Wie oben folgt

g-expsY - g7t =expAd(g)sY = exp se™XYy .

Da H ein Normalteiler ist, gilt fiir alle s € R die Inklusion g - expsY - g~! C H. Das
bedeutet wiederum XY € p fiir alle t € R. Damit ist ¢ — XY =YV +¢[ X, V] +. ..
eine glatte Kurve in b mit Tangentialvektor [X,Y] in t = 0, also [X,Y] € b, womit
gezeigt ist, dass ) C g ein Ideal ist. O
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5.5 Die Killing-Form

Definition 5.31 Sei g eine Lie-Algebra. Die Bilinearform
By:gxg—R, (X,Y)— Tr(ad(X)ocad(Y))

heifst Killing-Form von g. Fualls g die Lie-Algebra einer Lie-Gruppe G ist, dann nennt
man By auch Killing-Form von G.

Satz 5.32 Sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g und Killing-Form By. Seio : g —
g ein Lie-Algebren Isomorphismus. Dann gilt

By(o(X),0(Y)) = By(X,Y)
fiir alle X,Y € g. Insbesondere gilt fiir die adjungierten Darstellungen
By(Ad(9)X,Ad(9)Y) = By(X,Y)
By(ad(X)Y, Z) + By(Y,ad(X)Z) = 0
fiir alle g € G und alle X,Y, 7 € g.

Beweis: Sei o ein Automorphismus von g, d.h. o([X,Y]) = [0(X),o(Y)], oder anders
geschrieben: ¢ o ad(X) = ad(c(X)) o g, also

ad(cX)=coad(X)oo ' .
Diese Beziehung setzt man nun in die Definition der Killing-Form ein und erhélt

By(0X,0Y) =Tr(ad(6X)oad(cY)) =Tr(coad(X)oad(Y)oo™)
= Tr(ad(X) cad(Y))

= By(X,Y) .
Die Killing-Form ist also invariant unter Automorphismen von g und die beiden rest-
lichen Aussagen ergeben sich aus dem Spezialfall 0 = Ad bzw. Satz 5.24. O
Beispiele:

1. Ist g abelsch, dann gilt By = 0.
2. Fir g = gl(n,R) ist By(X,Y) = 2nTr(X - Y) — 2Tr(X) Tr(Y).

3. Ist h C g ein Ideal, d.h. gilt [h, g] C b dann ist die Killing-Form von b gleich der
Einschrankung der Killing-Form von g auf b:

By = Bg’hxh :
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4. Die Lie-Algebra sl(n,R) = {X € gl(n,R)|Tr(X) = 0} ist ein Ideal in gl(n,R).
Es folgt fiir die Killing-Form von sl(n, R):

Bunr)(X,Y) =20 Tr(X Y) .

5. Die Lie-Algebra so(n) = {X € gl(n,R)| X + X7 = 0} ist kein Ideal in gl(n,R).
Fiir die Killing-Form von so(n) findet man:

Boon)(X,Y) = (n—2)Tr(XY) .

Bemerkung: Lie-Algebren mit nicht-ausgearteter Killing-Form, z.B. sl(n, R) oder
s0(n) nennt man halb-einfach. Aquivalent dazu ist, dass halb-einfache Algebren di-
rekte Summe von einfachen Lie-Algebren sind, also Algebren, die nur triviale Ideale
besitzen. Halbeinfache Lie-Algebren sind vollstandig klassifiziert.

Satz 5.33 Sei G eine kompakte Lie-Gruppe. Dann ist ihre Killing-Form negativ semi-
definit.

Beweis: Da G eine kompakte Lie-Gruppe ist, existiert, wie schon bemerkt, auf der
Lie-Algebra g = Lie(G) ein Ad-invariantes Skalarprodukt (-, -) und nach Satz 5.24 folgt

(ad(X)Y, Z) + (Y, ad(X)Z) =0 ,

d.h. ad(X) ist schiefsymmetrisch bzgl. dem Skalarprodukt (-,-). Sei ej,...,e, eine
Orthonormal-Basis bzgl. (-, ) in g, dann gilt:

By(X, X) = Tr(ad(X) o ad(X)) = Y (ad(X) oad(X)es, e;) = — Y [Jlad(X)es]|> <0 .

|
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6 Transformationsgruppen und homogene Mannig-
faltigkeiten

Definition 6.1 FEine Lie-Gruppe G wirkt, oder auch operiert, von links auf einer Man-
nigfaltigkeit M, falls eine glatte Abbildung

O:GxM—=M  (9,p) =g -p:=2gp)
existiert, die die folgenden FEigenschaften hat:
1. Fiir alle p € M und g,h € G gilt: (g-h)-p=g-(h-p)

2. Fiir allep € M gilt: e-p=p

Bemerkung:

1. Es folgt sofort, dass die Links-Translation {; : M — M,p — g - p ein Diffeo-
morphismus ist: lg_1 = lg—1. Manchmal ist dies auch Teil der Definition einer
Gruppenwirkung von G auf M.

2. Aquivalent kann man eine Gruppenwirkung auf M definieren, als eine Darstellung
¢ : G — Diff(M), g — [, , wobei Diff(M) die Gruppe der Diffeomorphismen
von M bezeichnet.

3. Jede Darstellung einer Gruppe G auf einem Vektorraum V' definiert eine Wirkung
von G auf V.

Definition 6.2 Sei G eine Lie-Gruppe, die von links auf einer Mannigfaltigkeit M
wirkt. Dann definiert man:

1. Die Bahn (auch Orbit) von G durch p € M : O, =G-p={g-plgeG}.

2. Die Standgruppe (auch Isotropiegruppe oder Stabilisator gemannt) von p € M:
Gp:={9€Glg-p=rp}

3. G wirkt transitiv auf M, wenn fir alle Punkte p,q € M ein Gruppenelement
g € G existiert mit ¢ = g-p. Aquivalent dazu ist, dass M aus einer Bahn besteht:
M = O, fiir ein und damsit fiir alle p € M.

4. G wirkt frei auf M, wenn fir alle g € G, g # e die Links-Translation l, fizpunkt-
frei ist.

5. G wirkt effektiv auf M, wenn l, = Idy nur fiir g = e erfillt ist, d.h. die Darstel-
lung ® : G — Diff (M) ist treu.

Definition 6.3 Fine Mannigfaltigkeit M, auf der eine Lie-Gruppe G transitiv wirkt
nennt man homogen. Man sagt auch M ist ein homogener Raum.
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Beispiele:

1. Eine Lie-Gruppe G wirkt durch Gruppen-Multiplikation auf sich. Diese Wir-
kung ist transitiv. Damit sind Lie-Gruppen eine spezielle Klasse von homogenen
R&umen.

2. GL(n,R) wirkt auf R": (A,v) — A -v. Diese Wirkung ist transitiv auf R\ {0}.

3. O(n) wirkt transitiv auf S"~! C R™ mit der Standgruppe O(n)., = O(n — 1),
dabei ist e; der erste Vektor der kanonischen Basis von R”. Damit sind Sphéren
homogene Mannigfaltigkeiten.

Im Weiteren soll gezeigt werden, dass der Raum der Nebenklassen G/H eine homogene
Mannigfaltigkeit ist und das jeder homogene Raum sich so darstellen 1a8t. Sei G eine
Lie-Gruppe und H C G eine abgeschlossene Untergruppe. Auf G definiert man die
Aquivalenzrelation: g; ~ g <+ g; ‘g2 € H. Die Aquivalenzklassen der Relation ~ sind
die Nebenklassen

l9] ={ghlhe H} =gH CG .

Der Faktorraum G/H ist dann der Raum der Nebenklassen: G/H = Uyeqlg] = G/ ~.
Die Topologie auf G/H wird so definiert, dass genau die Mengen offen sind, deren
Urbild unter 7 offen in G ist. Die natiirliche Projektion

m:G—G/H, g~ gH

wird damit eine stetige Abbildung wird. Dariiber hinaus ist die Projektion 7 eine offen
Abbildung, d.h. das Bild offener Mengen ist wieder offen. Denn ist W C G eine offene
Menge, dann ist auch
@) = Jw-n
heH

als Vereinigung von offenen Mengen wieder offen. Die so definierte Topologie auf G/H
ist hausdorff, d.h. man kann je zwei Punkte durch offene Mengen trennen. Um dies
einzusehen, betrachtet man die durch die Relation ~ definierte Menge

R = {(o,7)€GxG|3h€eH : o=7-h} = a(H) C GxG,

wobei a : G X G — G definiert ist durch a(o,7) = 771 - 0. Da « stetig und H C G
abgeschlossen ist, folgt, dass R abgeschlossen und G x G\ R somit offen ist. Seien o H
und 7H zwei verschieden Punkte in G/H. Dann sind die Gruppenelemente o und 7
nicht dquivalent, d.h. (o,7) € (G x G) \ R. Also existiert eine offene Umgebung V' von
o und W von 7 mit

VAW=0 ud VxWcC(GxG)\R.

Es folgt, dass 7(V') und m(W) die gesuchten disjunkten, offenen Umgebungen von o H
und 7H sind. Angenommen gH € 7(V)N7(W), dann exisiert ein v € V und einw € W
mit gH = vH = wH und somit (v,w) € (V x W) N R, was aber ein Widerspruch zur
Voraussetzung ist.
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Mit Hilfe der kanonischen Projektion 7 : G — G/H projiziert sich eine abzahlbare
Basis der Topologie von G zu einer abzihlbaren Basis der Topologie von G/H. Damit
ist G/H eine topologische Mannigfaltigkeit. Es bleibt noch zu zeigen, dass sich auf
G/H eine differenzierbare Struktur einfithren 148t.

Satz 6.4 Sei H C G eine abgeschlossene Untergruppe einer Lie-Gruppe G. Dann exis-
tiert auf dem Faktorraum G/H eine eindeutig bestimmte Struktur einer differenzierba-
ren Mannigfaltigkeit mit

1. Die natiirliche Projektion m : G — G/H st eine glatte Submersion.
2. Der Faktorraum G /H ist ein homogener Raum bzgl. der G-Wirkung
GxG/H—G/H, (g,a])— [ga] .

3. Zu jeder Aquivalenzklasse [a] € G/H eistiert eine Umgebung W ([a]) € G/H
und eine glatte Abbildung sy : W ([a]) = G mit

m 0 5po) = Idw(ja) -
Man sagt die Abbildungen sy sind lokale Schnitte der Faserung m: G — G/H.

zum Beweis: Hier sollen nur einige Anmerkungen zum Beweis gemacht werden. Einen
vollstdndigen Beweis findet man bei H. Baum oder F. Warner.

Wie schon gezeigt, ist G/H mit der Faktorraum-Topologie ein Hausdorff-Raum mit
einer abzéhlbaren Basis der Topologie. Es soll nun erklart werden, wie man Karten um
jeden Punkt [g] € G/H konstruiert. Dazu sei g = h @ m, wobei m ein Vektorraum-
Komplement von h = Lie(H) ist. Sei ® definiert durch

P:g=hoom—->G, X+Y—»expX- -expY .

Wie schon gezeigt, ist ® ein Diffeomorphismus auf einer Umgebung W = Wy, x Wy von
0 € g, dabei ist W, C m und W), C b jeweils eine Umgebung der Null in m bzw. h. Man
kann nun zeigen, dass man nach geeigneter Verkleinerung von W folgende Bedingungen
erfiillen kann:

exp(Wu \ {0}) N H = (), expW - (expW) ' C d(W) .
Damit zeigt man, dass die Abbildung
@ i=molgoexp: Wy =G =G —= G/H

ein Homéomorphismus auf das Bild ist. Als Karte um [¢g] € G/H wihlt man nun
(011 (W), go[_g]l). Die Kartenwechsel sind glatt, denn man kann leicht iiberpriifen, dass

80[;]1 o pp(X)=pryo®'ol, - 0expX
fiir alle X € Wy, gilt. In der Tat mufl man dafiir folgende Gleichung zeigen:

[b-exp X] = [a - exp(pry 0 @~ olg-1, 0 exp X)] .
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Man schreibt zunéchst [,-1,0exp X = exp X - exp X, fiir gewisse Xy € h und X, € m.
Es folgt exp(pr,, 0o @1 ol, 1, 0exp X) = exp Xy, und damit

la-exp(pr, o @ ' ol,~1,0exp X)] = [a-exp Xy
= [a - exp Xy - Xj]
= la - lo-1 0 exp X]
= [b-exp X]

Um die Glattheit der kanonischen Projektion 7 : G — G/H zu zeigen, betrachtet man
Karten ([,®(W),(l; 0o ®)™!) um g € G und (go[g](Wm),go[_g]l) um [g] € G/H. Damit

schreibt sich 7 in lokalen Koordinaten als
g 0ol o P(X) = pi ([g-exp(Xm) - exp(Xp)]) = ¢y ([9-exp(Xw)]) = X = Pro(X)

fur alle X € [, ®(IW). In lokalen Koordinaten ist 7 also genau die Projektion pr,, von
g auf m und damit glatt. Insbesondere sicht man auch, dass 7 eine Submersion ist.
Analog zeigt man auch, dass die G-Wirkung auf G/H glatt ist. Offensichtlich ist die
G-Wirkung transitiv.

Zum Schlufl miissen noch die lokalen Schnitte si; auf W([g]) = ¢j(Wn) definiert
werden. Man setzt

S[g) := lg 0 exp ogo[’g}1 :
In lokalen Koordinaten ist s gegeben als X + (X,0) bzgl. der Zerlegung g = m @ b,
d.h. die Abbildung s, ist glatt. Nun bleibt noch zu zeigen, dass s(, ein lokaler Schnitt

ist, also die Beziehung 7 o spy) = Id erfiillt ist. Dazu sei [a] € W([g]), dann existiert ein
eindeutig bestimmtes X, € W, mit

[a] = @1g)(Xn) = 71y exp(Xun) = 7y exp oy [a] = 70 s9([a]) -

Bemerkungen:
1. dimG/H = dim G — dim H
2. kerdn = b und TiqgG/H = dpyg(m) Zm

3. Eine Abbildung f : G/H — N ist genau dann differenzierbar, wenn for : G — N
differenzierbar ist. Zur Begriindung bemerkt man, dass sich f eingeschréankt auf

die Umgebung W([g]) schreibt als
Flwgy = fomosy -

4. Seit, : G/H — G/H die G-Wirkung 7,([a]) = g[a] = [ga]. Dann gilt wol, = 7,0,
d.h. man hat das folgende kommutative Diagramm

a —“5 ¢

wl lw

G/H —— G/H
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Es gilt nun auch die Umkehrung von Satz 6.4, d.h. jede homogene Mannigfaltigkeit ist
von der Form G/H fiir geeignete Lie-Gruppen G und H.

Satz 6.5 Sei G eine Lie-Gruppe, die transitiv von links auf einer Mannigfaltigkeit M
wirkt. Fiir jedes p € M st die Abbildung

V:G/G,— M, Jal—a-p

ein G-dquivarianter Diffeomorphismus, d.h. es gilt fir alle g € G und [a] € G/G, die
Gleichung
V(g - la]) = g-¥([a]) .

Insbesondere ist die Bahn O, diffeomorph zu G/G, und jeder G-homogene Raum M
schreibt sich als M = G/H fiir eine abgeschlossene Lie-Untergruppe H C G.

Beweis: Zuniichst zeigt man, dass W wohldefiniert ist. Denn aus [a] = [b] folgt a~'b €
G)p und somit a - p = b - p. Die Aquivarianz folgt direkt aus der Definition von ¥ bzw.

der G-Wirkung auf G/G,,.

Sei f:=WVom dh. f:G— M,B(g) = g-p. Die Abbildung 5 ist offensichtlich glatt,
als Teil der G-Wirkung auf M und nach Bemerkung 4 ist damit auch ® glatt.

Es bleibt zu zeigen, dass dV¥ : TiyG/G, — Tya)M ein Isomorphismus ist. Dafiir
geniigt es, dV in [e] zu berechnen, denn dW¥ o dl, = dl, o d¥. Der Tangentialraum an
G/G, in [e] ist gegeben als

T[E]G/Gp = dgo[e] (m) .

Sei X € m dann berechnet man
dV(dpp) (X)) = d(¥omoexp)(X) =d(Boexp)X = dFX

Der Tangentialvektor dyy (X) liegt also genau dann im Kern von d¥, wenn X € ker df
also, wie man leicht sieht, wenn X € Lie(G,) = h. Damit liegt aber X im Durchschnitt
h Nm und mufl damit verschwinden. Man hat also gezeigt, dass dV¥ injektiv ist. Da
aber dim G/G, = dimm gilt, ist d¥ auch surjektiv und somit ein Isomorphismus. O

6.1 Beispiele homogener Mannigfaltigkeiten

1. Jede Lie-Gruppe G ist ein homogener Raum: G =G x G/G = G/{e}.

2. Die Gruppe SO(n + 1) wirkt durch Matrizenmultiplikation transitiv auf der Ein-
heitssphire M = S™ C R""!. Die Standgruppe von e; (und von jedem anderen
Punkt auf der Sphére) ist isomorph zu SO(n). Damit hat man folgende Darstel-
lung von S™ als homogenen Raum:

S" = SO(n +1)/S0(n) = O(n + 1)/O(n) .
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3. Auf der Einheitssphire S?"*1 c C"*! wirkt SU(n + 1) transitiv. Die Standgrup-
pe von e; (und von jedem anderen Punkt) ist isomorph zu SU(n). Damit hat
die Sphire S?"*1 eine weitere Moglichkeit als homogener Raum geschrieben zu
werden:

St — SU(n +1)/SU(n) = U(n + 1)/U(n) .

4. Auf der Einheitssphiire S4*3 C H"" wirkt Sp(n + 1) transitiv. Die Standgrup-
pe von e; (und von jedem anderen Punkt) ist isomorph zu Sp(n). Damit hat
die Sphire S*"*3 eine weitere Moglichkeit als homogener Raum geschrieben zu
werden:

449 = Sp(n +1)/Sp(n) .

5. Die (effektiven) transitiven Wirkungen von Lie-Gruppen auf den Sphéiren wurden
von Montgomery/Samelson bzw. Borel klassifiziert. Es sind die oben genannten
Beispiele und

S® = G,/SU(3), S™ = Spin(7) /G, S' = Spin(9)/Spin(7) .

Dabei ist Go die 14-dimensionale exzeptionelle einfache Lie-Gruppe und Spin(n)
bezeichnet die Spin-Gruppe, eine zweifache Uberlagerung der speziellen orthogo-
nalen Gruppe.

6. Die einzigen Sphéren mit der Struktur einer Lie-Gruppe sind

St =80(2) = U(1), S? = Sp(1) = SU(2) = Spin(3) .

7. Auf dem komplex projektiven Raum CP™ = (C"*!\ {0})/~, wobei ~ definiert ist
durch z ~ Az, A € C\ {0}, z € C""! wirkt die Gruppe SU(n + 1) transitiv, durch
Alz] = [Az]. Die Standgruppe von [1 : 0 : ... : 0] ist isomorph zu der Gruppe
S(U(1) x Un)) = {(N,A)|X € U1),A € Un),Adet A = 1}. Der komplex
projektive Raum hat daher folgende Darstellung als homogener Raum

CP" = SU(n +1)/S(U(1) x U(n)) = U(n + 1)/U(1) x U(n) .

Die Gruppe SU(n + 1) wirkt nicht effektiv. Der Nichteffektivitatskern, also die
Menge der Gruppenelemente, die als Identitdt wirken, berechnet sich als

Zos1 = Z(SU(n + 1)) = {diag (\,..., \) [\"F1 =1} |

Damit wirkt die projektive unitire Gruppe PSU(n+1) = SU(n+1)/Z,1 effektiv
auf dem komplex projektiven Raum.

8. Folgende S!- bzw. S3-Faserungen werden als Hopf-Faserungen bezeichnet:
S+l =U(n+1)/Un) — CP"=Un+1)/U(1)x U(n),
S48 =Sp(n+1)/Sp(n) — HP" = Sp(n+ 1)/Sp(1) x Sp(n) .

9. Allgemeiner seien H und K abgeschlossene Untergruppen in G mit H C K C G.

Dann erhélt man eine Faserung 7 : G/H — G/ K mit Faser K/H, d.h. das Urbild
unter 7 von Punkten in der Basis G/ K ist diffeomorph zu K/H.
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10. Sei G = U(n) die Gruppe der unitéiren Matrizen mit der Lie-Algebra
g=u(n)={Ae Mn,C)|A+ AT =0} =2R" .

Die Gruppe G wirkt durch die adjungierte Darstellung auf ihrer Lie-Algebra, d.h.
fiir Matrizen-Gruppen durch

Gxg—g (9,4) > Ad(g)A=gAg".
Matrizen in u(n) sind schief-hermitesch und insbesondere normal, lassen sich al-
so diagonalisieren. Sei A € u(n), dann existiert ein ¢ € U(n) mit gAg™' =
diag (A1, ..., \,), d.h. der Orbit O4 durch A enthélt die Matrix D := diag (A1, ..., \)

und besteht aus der Menge aller schief-hermiteschen Matrizen mit den Eigenwer-
ten A\1,...,\,. Sei Gp die Standgruppe der Diagonalmatrix D, dann findet man

GD:U(Tl)X...XU(T’k)

mit r; + ... 4+ r, = n. Damit hat man bewiesen

Satz 6.6 Sei A € u(n) mit den Eigenwerten Ay, ..., Ay mit den geometrischen
Vielfachheiten ry, ... ,r,. Dann gilt fir den Orbit durch A:

Os=U(n)/U(ry) x...x U(rg) .

68



7 Differentialformen

Sei V' ein n-dimensionaler reeller Vektorraum und sei V* = Hom (V,R) der Dualraum
von V, d.h. der Raum der linearen Abbildungen V' — R. Spéter wird V ersetzt durch
T,M.

Definition 7.1 Fine k-Form auf V ist eine multilineare, alternierende Abbildung

w:V x. XV —R.

Die Zahl k nennt man die Grad der k-Form w.

Dabei ist w alternierend genau dann, wenn eine der folgenden vier dquivalenten Bedin-
gungen erfiillt ist:

(Xo)s - Xow)) = sgn(o) w(Xy, ..., Xy) Voes,

(X X, ) =—w L, XL X

3. w(Xy,...,X,) =0 falls es i, j gibt mit @ # jund X; = X
(X1,...,X,) =0 falls  Xi,..., X, linear abhingig sind.

Bemerkung: Die Menge der k-Formen auf V' bildet einen reellen Vektorraum, der
bezeichnet wird mit

AV
Man setzt A°V* = R und fiir ¥ > n gilt offensichtlich A*V* = {0}, falls V ein n-

dimensionalen Vektorraum ist. Denn in V' sind dann k& Vektoren fiir £ > n immer
linear abhéngig. Addition und skalare Multiplikation sind definiert durch

(wl+w2)(X1,...,Xk) = wl(Xl,...,Xk)+CU2(X1,...,Xk),
QW) (X1, X)) = Aw(Xy,..., Xk) .

Beispiele:

1. 1-Formen: A'V* = V* = Hom (V,R). Insbesondere gilt dim A'V* = n, falls V

ein n-dimensionaler Vektorraum ist.

2. 2-Formen: A2V* = Menge der schief-symmetrischen bilinearen Abbildungen w :
V xV =R, dh. esgilt w(X,Y) = —w(Y, X) fiir alle Vektoren X,Y € V.

Lemma 7.2 AN V* 2 50(V)=2{Ae M(n,R)|AT = —A}

Beweis: Sei (-, -) ein Skalarprodukt auf V. Man definiert die Identifikation durch
A?V* = End (V),w — @ mit (0(X),Y) = w(X,Y). O

69



Folgerung 7.3 dim A2V* = (72‘)

3. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und sei w eine n-Form auf V. Sei ey, ..., e,
eine fixierte Basis in V', bzgl. der man Vektoren vy, ..., v, € V als Spaltenvektoren
betrachtet. Dann gilt:

w(vg, ..., v,) =det(vy, ..., o) wler, ..., e,)

Damit folgt A"V* =R - det = R.

Definition 7.4 Die dufere Algebra von V st definiert als A(V*) := @p_, AFV*,
d.h. als die Menge der Formen von beliebigem Grad auf V. Die Vektorraumstruktur
kommt von den einzelnen Summanden A*V*, die Produktstruktur ist definiert durch
das Dachprodukt:

A ARV ATV — ARV (0, B) = a A B

dabei ist \ definiert durch

(@AB)(X1,- o X)) = = Y sgn(0) a(Xoq), - Xowy) - BXoen)s - Xoen)

Bemerkung: Der Raum der (0, k)-Tensoren auf V' ist definiert als der Vektorraum der
k-fach multilinearen Abbildungen:

TORY* .= IXN:V x. .. xV — R multilinear} .

-+ k mal -

Das Tensorprodukt auf der Tensoralgebra T'(V*) = @, T (V*) ist definiert durch
A@p) (X1, o, X)) = MX1, 0, X)) - (X, - X))

Das Dach-Produkt ergibt sich als Projektion des Tensorproduktes auf den Unterraum
ARV C TORYV* Man definiert die Abbildung Alt : TORV* — A*V* durch

AL (X1, X)) = ) sgn(o) MX o, Xo) -

ocESk

Fiir eine Bilinearform \ € TO2V* gilt also: ~ Alt(\)(X,Y) = A(X,Y) = AV, X) . In
dieser Notation kann man fiir das Dachprodukt von a@ € A*V* und g € A'V* auch
schreiben:

1
Beispiele:

1. Seien o und § zwei 1-Formen auf V' dann gilt:

(@A B)X,Y) = a(X)B(Y) —aY) B(X)
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2. Sei « eine 1-Form und g eine 2-Form auf V', dann gilt:
(aAB) XY, Z) = a(X)B(Y,2) — aY) (X, Z) + a(Z) B(X,Y)
=a(X)B(Y,Z) + a(Y)B(Z,X) + a(Z) B(X,Y) .
Allgemeiner sei « eine 1-Form und f eine k-Form, dann gilt

(A B)(Xo, ..., Xp) = Z (—1) (X)) B(Xo, s Xiy oo Xi)

)

Dabei bedeutet )A(i, dass der entsprechende Eintrag weggelassen wird.

Lemma 7.5 Das Dachprodukt von Formen hat folgende Figenschaften:
1. anB=(-DFBAa fir alle o € AFV* B e A'V* |
2. wAw=0 fiir alle Formen w wvon ungeradem Grad,
3. A+ ub) ANy = aAvy+pb Ay fir alle \u€eR, a, 8,y € AV*),

4. (aNBYANy=aNA(BAY) fir alle o, B,y € A(V*)

7.1 Das Verhalten unter Abbildungen

Sei f : V — W eine lineare Abbildung zwischen Vektorraumen V und W. Man definiert
f* - Ak(f) : AkW* — AkV*? (f*w)(vla s 7/Uk> = UJ(f’Ul, R ka) :

fiir Vektoren vy, ...,v, € V und w € A¥IWV*. Man nennt die von f induzierte Abbildung
f* das Zuriickziehen von Formen. Die Zuordnung V ~— A*V* f — f* definiert also
einen kontravarianten Funktor auf der Kategorie der Vektorrdume.

Lemma 7.6 Das Zuriickziehen hat folgende FEigenschaften:
1. (gof) =[fog"
2. fr(anB) = (fa) A(fB)
3. det(f) = f*: A"V* — A"V falls dimV =n
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7.2 Eine Basis im Raum der Formen

Sei ey, ..., e, eine Basis in V und sei €', . . ., " die dazugehérige duale Basis in V*, d.h.
es gilt e'(e;) = d;;, bzw. €'(v) = v; falls v = Y v;e;. Dann ist

LA LN e 1<y <...< 1, <n

7777 1k

Insbesondere gilt ~ dim A*V* = (7) und =~ AFV* =2 AnTRY

Lemma 7.7 Seien wy,...,wx € V* und vy,...,vx € V, dann gilt

wi(vy) ... wi(vg)

(wi Ao Awg)(vr, ..., v) = det :
wi(vg) ... wi(vg)

Insbesondere gilt wy N ... ANwr = 0 falls die Linearformen wy,...,wx in V* linear
abhdngig sind.

Beispiel: Seien wq,ws zwei 1-Formen auf V' und X,Y € V. Dann gilt

wi(X) wa(X)

(w1 Aw2)(X,Y) = det ( wi(Y) wa(Y)

) = w1 (X) oY) — w1 (V) wa(X) |
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7.3 Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten

Man iibertrdgt nun die lineare Algebra der k-Formen punktweise auf Mannigfaltigkei-
ten.

Definition 7.8 Sei M eine Mannigfaltigkeit. Das Biindel der k-Formen auf M ist
definiert als
k (x *
AT M) = | AT M
peEM
wobei TyM = (T,M)*. Die kanonische Projektion ist definiert als

T ANT*M) = M, w(w)=p falls weATM,

d.h. die Faser iiber p € M ist der Raum der k-Formen auf T,M, also 7' (p) = AkT;M.

Bemerkungen: Die Menge A*(T*M) trigt die Struktur einer differenzierbaren Man-
nigfaltigkeit (analog zu T'M): Sei (U, z) eine Karte um p € M. Dann definiert man

O 7 U) = 2(U) x A" R",  w = (2(7(w)), (do™)*w).

Mit den Karten (7=1(U), ®) wird A*(T*M) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der
Dimension n + (2) Mit der kanonischen Projektion 7 : A*¥T*M — M erhilt man ein
reelles Vektorbiindel vom Rang (Z) iiber M.

Definition 7.9 Fine Differentialform vom Grad k auf M ist eine differenzierbare Ab-
bildung
w:M— ANT*M  mit Tow=1Idy ,

d.h. w ist ein Schnitt im Vektorbiindel A*T*M . Den unendlich-dimensionalen Vektor-
raum der k-Formen auf M bezeichnet man mit Q*(M) = T'(A¥T*M). Insbesondere gilt
fiir den Raum der 0-Formen: Q°(M) = C>(M).

Beispiel: Jede Funktion f € C>®(M) definiert eine 1-Form df € Q'(M).

Der Raum Q*(M) aller Differentialformen auf M ist eine reelle Algebra. Man definiert
fiir Differentialformen wy,wy € Q*(M) und Skalare A € R punktweise in p € M:

(w1 +wa)(p) == wi(p) +wa(p), (Aw)(p) = Aw(p), (w1 Aw2)(p):=wi(p)Aw(p)

Offensichtlich ist aber der Raum Q*(M) auch ein Modul iiber dem Ring der Funktionen
C>®(M), d.h. fiir eine glatte Funktion f und eine Differentialform w definiert man das
Produkt f-w:= f Aw, also



Jede Differentialform @ € QF(M) induziert eine C*°(M)-multilineare, alternierende
Abbildung
w:x(M) x...xx(M)—C>®(M)

man definiert fiir Vektorfelder X1, ..., X, auf M die entsprechende Funktion in p € M
durch w(X7y, ..., Xg)(p) := @(p)(Xi1(p), ..., Xk(p)). Es stellt sich heraus, dass auch die
Umkehrung gilt und man eine dquivalente Definition von Differentialformen erhélt:

Lemma 7.10 Jede C*(M)-multilineare, alternierende Abbildung
w:X(M) X mal - X X(M) — C™(M)
definiert eine k-Form w auf M.

Beweis: Seien X;,..., X} € T,M mit Fortsetzungen X1, ..., X, zu lokal um p defi-
nierten Vektorfeldern. Dann definiert man die k-Form @ durch

Sp) (X1, Xe) = w(X, . X)) (D) -

Zu zeigen bleibt jetzt, dass w(Xy,. .., X;)(p) nur von dem Wert der Vektorfelder X
im Punkt p, also den Tangentialvektoren X; abhéngt. Es reicht den Beweis fiir k£ = 1
zu fiithren. Hier bleibt zu zeigen, dass w(X)(p) = 0 gilt, falls X ein Vektorfeld ist mit
X(p) =0.

Sei (U, z) eine Karte um p, dann schreibt sich das Vektorfeld X auf U als X = ) aia%i
fiir gewisse glatte Funktionen a; € C*°(U) mit a;(p) = 0,7 = 1,...,n. Man wéhlt nun
eine Abschneidefunktion ¢ € C*(M) mit supp (¢) C U und ¢ = 1 auf einer kleinen
Umgebung von p. Dann folgt

PX = pai o

dabei sind wa;,i = 1,...,n global definierte Funktionen und gp%,z’ =1,...,n global
definierte Vektorfelder auf M. Das Vektorfeld X schreibt sich also als

X = X—@2X+Zs0ai'80a%i = (1—902)X+290“i'906%i'

Wendet man hierauf die C>°(M)-lineare Abbildung w an und benutzt die Vorausset-
zungen (p) = 1 und a;(p) = 0, so ergibt sich

W(X)(p) = (1= ) P(X)(P) + 3 parwlpl) = 0.

7.4 Differentialformen in lokalen Koordinaten

Sei (U, x) eine Karte um p € M. Dann sind fiir jeden Punkt p € M die Vektoren

e
ox;
p

mit dz;(p). Uber U hat man also

, ©=1,...,n eine Basis in T,M. Die dazu duale Basis in T7M bezeichnet man
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Damit schreibt sich jede Differentialform w € QF(M) lokal iiber U als:

11< .0
wobei w;, ., € C(U) glatte Funktionen sind, die sich berechnen lassen durch
— o) (2]
wil ..... ik_w(al"il’”"amik)'

7.5 Das Zuriickziehen von Differentialformen

Sei f: M — N eine differenzierbare Abbildung und sei w € QF(N). Dann erhilt man
mittels Zuriickziehen eine k-Form f*w auf M, die definiert ist durch

(fr@)p(X, ooy Xi) = wpg (df (X0), - - df (K1)

fiir Tangentialvektoren X; € T,M, d.h. (f*w), = ((df)*w),. Es tibertragen sich nun die
Eigenschaften, die fiir das Zuriickziehen mittels linearer Abbildungen von Formen auf
Vektorrdaumen gelten. Insbesondere:

Lemma 7.11 Seien «, B Differentialformen auf M und seien f: M — N,g: N — P
differenzierbare Abbildungen, dann gilt

1. (gof)=[frog
2. flanp)=(fa)A(fB)

7.6 Das Differential

Jede Funktion f € C>°(M), also jede O0-Form auf M, definiert eine 1-Form df, die sich
in lokalen Koordinaten schreibt als

df =) Sda; .

Es soll nun gezeigt werden, dass sich das Differential fortsetzt zu einer Folge linearer
Abbildungen

Satz 7.12 Auf jeder differenzierbaren Mannigfaltigkeit M existiert genau eine Abbil-
dung, das Differential d : Q*(M) — Q*(M) mit den folgenden Eigenschaften:

1. d ist R-linear

2. Fir f € QUM) und X € x(M) gilt df (X) := X(f).
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3. d: QM) — QFY(M)
4. d*=0
5. Die Abbildung d ist eine Anti-Derivation, d.h.
d(aAB)=dan B+ (1) ands
fiir a € QF(M), B € Q*(M)

Beweis: Man zeigt zunéchst die Eindeutigkeit und dann die Existenz durch eine
lokale Formel. Als erstes soll gezeigt werden, dass das Differential durch die Eigen-
schaften 1. - 5. auf 1-Formen eindeutig festgelegt ist. Genauer gilt fiir eine 1-Form w
und beliebige Vektorfelder X, Y die wichtige Formel

dw(X,Y) = Ly(w(Y)) — Ly (w(X)) — w([X,Y]) . (7.11)

Dabei bezeichnet Ly die Lie-Ableitung einer Funktion in Richtung eines Vektorfeldes
X, dh. Lx(f) = df(X) = X(f). Die Funktion f ist hier w(Y"). Mit dieser Formel ist
dann d eindeutig auf 0- und 1-Formen eindeutig festgelegt.

Nun zum Beweis von Gleichung (7.11). Zunéchst gilt die Gleichung fiir 1-Formen w =

df . Linke Seite: dw = d(df) = 0. Rechte Seite:

Lx(df(Y)) = Ly (df (X)) — df ([X,Y]) = Lx(Ly(f)) — Ly (Lx(f)) — Lixy)(f) =0,

nach Definition des Kommutators [X,Y]. Die Gleichung (7.11) gilt auch fiir alle 1-
Formen w = ga, wobei g eine beliebige Funktion und « eine 1-Form ist, fiir die die
Gleichung erfiillt ist. Linke Seite:

d(ga)(X,Y) =(dgNha+gANda)(X,Y)=dg(X)a(Y)—dg(Y)a(X) + gda(X,Y)
= Lx(9)a(Y) — Ly(g)a(X) + gda(X,Y) .
Rechte Seite:
Lx(ga(Y)) —Ly(9a(X)) — ga([X,Y]) = Lx(g)a(Y) + gLx(a(Y)) — Ly(g)a(X)
— gLy (a(X)) — ga([X, Y])
= g(Lx(a(Y)) = Ly ((X)) — o([X,Y])) + Lx(9)a(Y) — Ly (9)o(X)
= gda(X,Y) + Lx(g)a(Y) — Ly(g)a(X) .

Damit gilt Gleichung (7.11) fiir alle 1-Formen. Denn lokal schreibt sich jede 1-Form
w als w = Y widr; und fiir die einzelnen Summanden wurde die Gleichung gerade
bewiesen.

Sei d : Q*(M) — Q*(M) eine lineare Abbildung, definiert auf 0- bzw. 1-Formen durch
df(X) = X(f) fiir f € QM) und dw wie in Gleichung (7.11) fiir w € Q'(M). Dann
erfiillt d die Eigenschaften 1. - 5. auf 0-bzw. 1-Formen.
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Die Eigenschaften 1. - 3. sind nach Voraussetzung erfiillt. Fiir die Eigenschaft 5. hat
man zwei Fille zu beweisen. Zunéchst seien f,g € C*°(M). Dann berechnet man

d(f-9)(X) = Lx(f-9) = Lx(f)-9+f-Lx(g) = df (X)-g+f-dg(X) = (df Ng+[Ndg)(X) ,
wobei natiirlich normalerweise f A dg kurz als f - dg geschrieben wird.
Als néichstes sei f € C*°(M) und w € Q' (M) dann gilt

d(f Nw)(X,Y) =d(f - w)(X,Y) = Lx(f - wY)) = Ly(f - w(X)) - fw([X,Y])
=Lx(f) - w(Y)+ [ Lx(w(Y)) = (Ly(f)) - w(X) = [ Ly (w(X))
—fuw([X,Y])
=df (X) - w(Y) = df (V) - w(X) + [ dw(X,Y)
= (df Aw + f A dw)(X,Y)

SchlieBllich bleibt noch die Eigenschaft 4., also d> = 0 auf Funktionen zu iiberpriifen.
Man rechnet hier

d(df)(X,Y) = Lx(df (Y))—Ly(df (X))=df ([X,Y]) = Lx Ly (f)— Ly Lx(f)—Lixy)(f) = 0

nach der Definition des Kommutators [X, Y] zweier Vektorfelder X, Y.

Sei (U, z) eine beliebige Karte auf M und w € QF(M). Dann schreibt sich w lokal auf
U als

fiir gewisse glatte Funktionen w;, ;€ C*(U). Aus den Eigenschaften 1. - 5. folgt nun,
dass dw notwendigerweise auf U gegeben ist durch

.....

Umgekehrt kann man diese Gleichung auch fiir die Definition des Differentials d benut-
zen. Damit ist die Existenz und Eindeutigkeit des Differentials gezeigt. Es bleibt noch
zu zeigen: (i) (dw)|, = d(w|;), d.-h. man kann das Differential wirklich lokal definieren.
(ii) Definiert man das Differential d durch Gleichung (7.12) dann ist d unabhéngig von
der Wahl der Koordinaten und erfiillt die Eigenschaften 1. - 5.

Zum Beweis der Koordinatenunabhéngigkeit im Fall von 1-Formen. Der Fall bliebigen
Grades geht analog. Seien (U,x) und (V,y) zwei Karten um p € M. Eine 1-Form w
schreibe sich lokal als w = ) fidz; = > hjdy;. Dann gilt dy; = > %dmi und daraus

folgt f; = %hj. Setzt man dies in die Definition von dw ein, so erhélt man
. 2. Oy Oh;
Sdfi Ndxg =3 Sidmy Adwy = 0 5o hy da A da + 30 52 G day A dag
=Y dh; Ndy; .

Hierbei verschwindet der Summand mit den partiellen Ableitungen zweiter Ordnung,

2, .
da aj g; - nach dem Satz von Schwarz symmetrisch in ¢ und k ist, wihrend dxy A dz;

schiefsymmetrisch ist. O
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7.7 Symplektische Mannigfaltigkeiten

Eine symplektische Mannigfaltigkeit ist eine gerade-dimensionale Mannigfaltigkeit mit
einer geschlossenen, nicht ausgearteten 2-Form. Wir betrachten zunéchst nicht ausge-
artete 2-Formen auf Vektorrdumen.
Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum und w eine 2-Form auf V. Fiir w gibt es
cine (nicht eindeutige) ausgezeichnete Basis von V: Wir definieren einen Unterraum
U C V durch

U={ueV]|wu,v)=0 fir alle v € V}.

Sei W ein komplementérer Unterraum zu U, so dass V =U & W.

Lemma 7.13 Der Unterraum W st gerade-dimensional und hat eine Basis aus Vek-
toren ey, ....en, f1,..., fn, SO dass

w(es ej) =0=w(fi, f;)
w(es, fj) = 0y
fir alle i, 5.

Beweis: Sei e; € W ungleich Null. Dann gibt es ein f; € V| so dass w(ey, f1) = 1.
OBdA konnen wir annehmen, dass f; keine U-Komponente hat und deshalb in W liegt.
Sei Wy der Spann von e; und f; und

Wy ={ueW|wu,v) =0 fir alle v € W, }.

Es gilt W = W, @ WY’: Die Zerlegung eines beliebigen Elements v € W in die Kompo-
nenten ist gegeben durch

u=wler,u)fi +w(u, fr)er + (u—wlen, u) fi — w(u, fr)er).

Wir wenden jetzt das gleiche Argument auf Wy an. Induktiv bekommen wir so die
Basis e;, f;. O

Definition 7.14 Sei V' ein reeller Vektorraum. Fine 2-Form w auf V' heifit nicht aus-
geartet, falls der oben definierte Unterraum U C V nur aus der Null besteht.

Insbesondere ist dann V' = W. Damit konnen nicht-ausgeartete 2-Formen nur auf
gerade-dimensionalen Vektorrdumen existieren.

Lemma 7.15 Sei V' ein reeller Vektorraum der Dimension 2n. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

1. Fine 2-Form w st nicht ausgeartet.
2. Fiir jeden Vektor u # 0 in V gibt es einen Vektor v, so dass w(u,v) # 0.

3. w 1st von der Form
n
w = E @i A\ B
i=1
fiir eine geeignete Basis aq, ..., 0y, B1,. .., By von V*.
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4. W i=wA ... A\w st eine nicht-verschwindende 2n-Form.

5. w definiert einen Isomorphismus I:V — V*, durch I(v) = w(v,-).

Definition 7.16 Se: M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Fine Differentialform
n € QF(M) heifit geschlossen, falls dn = 0. Eine 2-Form w € Q*(M) heifst nicht
ausgeartet, falls w, € A*T » M fiir alle p € M mnicht ausgeartet ist.

Bemerkung: Eine Differentialform n heifit exakt, falls n = d@ fiir eine Differentialform
6. Jede exakte Form ist geschlossen wegen d? = 0, die Umkehrung gilt im allgemeinen
nicht.

Definition 7.17 Fine symplektische Form auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit
M st eine 2-Form w € Q*(M), die geschlossen und nicht ausgeartet ist.

Bemerkung: Existiert auf M eine nicht ausgeartete oder symplektische 2-Form, dann
mufl die Dimension von M gerade sein.

Definition 7.18 Zwei symplektische Mannigfaltigkeiten (M,wys) und (N,wy) heiflen
symplektomorph, falls es einen Diffeomorphismus f: M — N gibt mit f*wy = wyy.

Beispiel: Auf dem R*" betrachtet man die Koordinaten (qi,...,qn,p1,--.,pn). Die
kanonische symplektische Form auf R?" ist definiert durch

i=1
Die 2-Form wy ist offensichtlich geschlossen und nicht ausgeartet. Wegen wg = df mit
0 =" qidp; ist wy exakt.

Der Satz von Darboux besagt, dass jede symplektische Mannigfaltigkeit lokal symplek-
tomorph zu (R?",wy) ist:

Theorem 7.19 (Darboux) Sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit der Di-
mension 2n. Dann gibt es um jeden Punkt eine Karte (U,x) mit den Koordinaten
gegeben durch (qi, ..., qn,P1y- -, Pn), SO dass

wly = dg; A dp;.

i=1

Diese Koordinaten heiffen Darboux-Koordinaten.
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Beispiel: Sei X eine beliebige differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n. Dann
ist 7" X eine 2n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Auf 7™ X existiert eine kanonische sym-
plektische Form w. Diese Form ist exakt, d.h. w = df fiir eine gewisse 1-Form 6.

Bemerkung: Auf geschlossenen, d.h. kompakten Mannigfaltigkeiten ohne Rand, sind
symplektische Formen nie exakt.

Beispiel: Das Produkt M x N von symplektischen Mannigfaltigkeiten (M, w);) und
(N, wy) ist symplektisch: Mit den kanonischen Projektionen 7y, und 7y auf die Fak-
toren definiert man

W= TyWy + TNWN-

Dann ist w eine symplektische Form auf M x N.

Beispiel: Sei X, eine orientierbare Fldche vom Geschlecht g. Wir werden spéter sehen,
dass X, eine Volumenform w hat, d.h. eine 2-Form, die in jedem Punkt ungleich Null ist.
Da dw = 0 aus Gradgriinden, ist w eine symplektische Form. Also sind alle orientierbare
Fldachen und beliebige Produkte von ihnen symplektisch. Das gilt insbesondere fiir
S?2x...xS?2und T* =T? x ... x T?.

Beispiel: Die komplex projektiven Réume CP” sind fiir alle n > 1 symplektisch.
Allgemeiner sind alle glatten algebraischen Varietdten in CP™ symplektisch.

Man kann die klassische Hamiltonmechanik durch symplektische Geometrie beschrei-
ben. Der Phasenraum eines klassischen Systems ist eine symplektische Mannigfaltigkeit
und die (g, p)-Koordinaten sind die Orts- und Impulskoordinaten.

Definition 7.20 Sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit. Wir definieren das
Hamilton-Vektorfeld Xy zu einer Funktion H € C*°(M) durch die Gleichung

CU(XH, ) =dH.

Unter dem Isomorphismus 1: TM — T*M gilt [(Xy) = dH. D.h. fir beliebige Vek-
torfelder' Y € X(M) soll gelten

w(Xg,Y)=dH(Y) = LyH.

Die Funktion H heiffit Hamilton-Funktion.

Die Zeitentwicklung des Zustands eines klassischen Systems ist gegeben durch die In-
tegralkurven des Hamilton-Vektorfeldes.

Satz 7.21 Sei (M?*",w) eine symplektische Mannigfaltigkeit und sei H € C>(M),
dann gilt in Darbouz-Koordinaten (U, x) mit x = (q,p) fir das Hamilton-Vektorfeld:

" /OH 0 OH O
X =3 (50 5 = 50 o0)

=1
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Sei v: I — M eine glatte Kurve mit

z(y(t) = (@), au(t), pr(t), - Pal(t)).
Dann ist v genau dann eine Integralkurve von Xy, wenn

. 0H . 0H
pi = Ek qi = Opi

fiir 1=1,...,n erfillt ist .

Beweis: In den Darboux-Koordinaten (U, x) mit = (¢, p) gilt w = > dg; A dp; und
damit

9 9y _ 9 8y _
W(a_%a %) - _w(%7 3%) - 523
Auf U existieren glatte Funktionen a; und b;,7 = 1,...,n mit

_ ) o)
Aus der Definition des Hamilton-Vektorfeldes Xy folgt

B ) = b X ) = o

Daraus folgt die Formel fiir Xp. In den Darboux-Koordinaten (U, z) gilt auflerdem
A(t) =D 4G % +> P 6%1_. Vergleicht man das mit der gerade bewiesenen Formel fiir
Xy, dann sieht man, dass §(t) = Xy genau dann gilt, wenn die beiden angegebenen
Differentialgleichungen erfiillt sind.

O

Bemerkung: Die kanonischen Bewegungsgleichungen der Hamiltonschen Mechanik
sind genau die Gleichungen der Integralkurven des Hamilton-Vektorfeldes Xy (Satz
von Hamilton).

Bemerkung: Etwas spiter wird die Lie-Ableitung einer Differentialform o € QF(M)
nach einem Vektorfeld X definiert. Man hat Lxa = %@I a, wobei ¢; der Flul von X
ist und es gilt die fundamentale Cartan Formel

Lxa=d(a(X,") + (da)(X,").

Im ersten Summanden steht das Differential der (k — 1)-Form «(X,-) und im zweiten
Summanden steht die k-Form, die man erhélt, wenn man X in die (k + 1)-Form da
einsetzt.

Die Diffeomorphismen von M, die durch den Flufl von Xy gegeben sind, sind Sym-
plektomorphismen:

Satz 7.22 (Satz von Liouville) Sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit und
die Funktion H € C>®(M) habe ein vollstindiges Hamilton-Vektorfeld Xy, d.h. der
Flufs oy von Xy sei fir alle Zeiten t definiert. Dann gilt

*
YW =w,

d.h. @y ist fir alle t ein Symplektomorphismus. Das Tripel (M, w, H) nennt man Hamilton-
System.
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Beweis: Nach der Cartan Formel gilt
LXHW =d (CLJ(XH, )) + (dw)(XH, )

Die Gleichung ¢; w = w gilt nun fiir alle ¢ genau dann, wenn Lx,w = 0, also nach
der angegebenen Formel und da w geschlossen ist, genau dann, wenn d(w(Xg,-)) = 0,
bzw. nach der Definition von X, genau dann, wenn d(dH) = 0, was aber wegen d* = (
immer erfiillt ist. U

Bemerkung: Die kanonische Volumenform einer symplektischen Mannigfaltigkeit ist
gegeben durch w"” = w A ... Aw. Aus dem Satz von Liouville folgt, dass der Fluf} des
Hamilton-Vektorfeldes das Volumen im Phasenraum erhélt.

Auf symplektischen Mannigfaltigkeiten besitzt der Raum der glatten Funktionen die
Struktur einer Lie-Algebra. Diese soll im Folgenden beschrieben werden.

Definition 7.23 Fir Funktionen f,g € C*°(M) auf einer symplektischen Mannigfal-
tigkeit (M,w) definiert man die Poisson-Klammer {f, g} durch

{f, 9} = —w(Xy, X).

Satz 7.24 Die Poisson-Klammer hat folgende Eigenschaften:
L Af. 97 = {9, f}
2. {-,-} ist R-bilinear
3. {fAg. 3} + {g.{h, 3} + {nAf. 9k} = 0
4 Alfg-hy = g-Afhy + h-{f g}
5. Die Abbildung H — Xpg ist ein Homomorphismus von Lie-Algebren, d.h. es gilt

(X5, Xg] = Xis.gy
6. In Darboux-Koordinaten gilt:

& [(0f g  Of dg

i=1

Beweis: Ubungsaufgabe ]

Definition 7.25 Fine Funktion f € C*(M) heifft ErhaltungsgroBe des Hamilton-
systems (M,w, H), falls f konstant ist auf den Integralkurven von Xpg. Erhaltungs-
grossen nennt man auch erste Integrale. Der Raum der Erhaltungsgrofien eines Ha-
miltonsystems (M,w, H) wird mit E(H) bezeichnet.
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Satz 7.26 Sei (M,w, H) ein Hamiltonsystem. Dann gilt fir den Raum der Erhaltungs-
grofien:

1. Der Raum der Erhaltungsgrofsen E(H) ist ein reeller Vektorraum.
2. [ € &(H) genau dann, wenn {f, H} =0 gilt.

3. Sind f,g € E(H) dann gilt auch {f,g} € E(H) d.h. der Raum der Erhaltungs-
griflen ist eine Lie-Algebra, genauer eine Unteralgebra von (C*(M),{-,-})

Beweis: Die erste Aussage ist offensichtlich. Sei ¢, () = ¢(p) die Integralkurve von
Xy durch p. Dann gilt f € £(H) genau dann, wenn f(c,(t)) = f(p) fiir alle p und alle
t gilt. Bildet man die Ableitung, so findet man, dass diese Gleichung genau dann gilt,
wenn Ly, f = 0 gilt und damit genau dann, wenn {f, H} = 0 erfillt ist. Denn nach
Definition hat man Ly, f = df (Xy) = w(Xf, Xu) = {H, f}. Das beweist die zweite
Aussage.

Nun zur dritten Aussage. Seien f,g € E(H), d.h. wie gerade gezeigt {f,H} = 0 =
{g, H}. Dann folgt aus Gleichung (3) in Satz 7.24

{figteéH) = {{f,9},H} =0 {{g,H}, [} +{{H, [}, 9} =0,

was aber nach Voraussetzung erfiillt ist. O

Der Satz von Noether besagt, dass zu jeder Symmetrie eines Hamiltonsystems eine
Erhaltungsgrofie gehort. Genauer gesagt gilt

Satz 7.27 (Satz von Noether) Sei (M,w, H) ein Hamiltonsystem mit w = d, fir
eine geeignete 1-Form 6 und sei Y € X(M) ein vollstindiges Vektorfeld, dessen Fluf
¢y das Hamiltonsystem erhdlt, d.h. es gelte ;0 = 0 und p; H = H. Dann gilt

0(Y) € E(H).

Beweis: Aus den Voraussetzungen des Satzes folgt zunéchst Ly = 0 und Ly H = 0.
Setzt man das in die Formel fiir die Lie-Ableitung Ly ein, so folgt mit f = 6(Y)

0= (Ly0)(Xn)
= (dO)(Y, Xu) + d(0(Y))(Xn)
= w(Y, Xu) +df (Xn)
=—LyH +w(X;, Xg)
={H, [},

dh. f=0(Y) € E(H). O
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7.8 Lie-Ableitung von Differentialformen

Sei X ein Vektorfeld mit lokalem Flus ¢;, d.h. ¢; : U C M — M definiert durch
th(p) = Cp(t)v SOO(p) =D Sbt(p) = X‘Pt(p)'

Die Lie-Ableitung einer Funktion f € C*(M) ist gegeben durch

Lx(fp =A%) = S| o1 f),
t=0

wobei ¢; f(p) = f o pu(p).
Die Lie-Ableitung eines Vektorfeldes Y € x (M) ist gegeben durch

d
LXY}? = [Xv Y]P = 37

dt (szy)pv

t=0

wobei @Y, = dp_4(Y,,p))-

Definition 7.28 Die Lie-Ableitung einer Differentialform w € QF(M) nach einem
Vektorfeld X € x(M) ist definiert durch

Lxw=— ‘W,
X at t:()(pt

wobet piw(Xy,. .., Xy) = we,y(dee X1, ..., dp X5).

Lemma 7.29 1. Seiw € QY(M) und X,Y € x(M), dann gilt
(L)Y = Ly(w(Y)) — w(LxY)
2. Seiw € QF(M) und X, X1,..., Xy, € x(M), dann gilt
(Lxw)(Xi1,.... Xp) = Ly(w(X1,..., Xp)) = > _w(...,LxX;,...)

3. LX<O{ A B) = (Lon) A ﬂ +a A (Lxﬂ)
4. Lx<dw) = dLXLd.

Beweis: Zu 1.

Lyw(Y) = +| giw(Y) =+

w(Y) o g,
0 dt

t=0

= —| w(dpodp_Y)op,
t=0

= —|  w(de(eiY)) o
t=0

= — _O(SOZ‘M)(@Z‘Y)

d
= — *o(Y —
t:O(ptw( ) +w (dt

©; Y)
t=0
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Zu 3.

d d
Lx(a/\6>za wi(aAﬁ)ZE e (o) AN gr(B)
t=0 t=0
ST d|
_ (& v (a)) AB+an (a v w))

= (Lxa) NB+aA(LxpB).

Zu 4.

d
d(pjw) =d (— gofw) =dLxw.
dt |,

t=0

Definition 7.30 Seiw € QF(M), X € x(M), dann ist die Kontraktion (oder inneres
Produkt) von w mit X folgendermaflen definiert

(ixw)( Xy, ., X)) =w(X, Xy, 00, X1).

Man schreibt auch ixw = X1 w,
ix  QF(M) — QF1(M).
Bemerkung: Sei V' ein Vektorraum und v € V', dann ist
iyt AFV* — AP

die zu u — v A u duale Abbildung, d.h.

(ipyar, B) = (a,v" A B), v (u) = (v,u).
Das Skalarprodukt auf A¥V* ist dadurch festgelegt, dass

ETA LN e
eine ONB fiir A*V* ist fiir eine ONB {e;} von V.
Lemma 7.31 1. ix(fw) = fixw.
2. ix(aAB) = (ixa) ANB+ (—1)*a ANixf fiir o € Q¥(M) und 3 € Q*(M).

3. ix(df) = df(X), falls f € C=(M).

4 & = 0.

Satz 7.32 Seiw € Q*(M) und X € x(M). Dann gilt

Lyw =1xdw + dixw. (*)
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Beweis: (*) gilt auf 0-Formen: Sei also f € C*(M), dann ist Lxf = df(X) und
ixf = 0. Somit gilt

ixdf +dixf=ixdf =df(X)=Lxf.

(*) gilt auf 1-Formen: Sei also w € QY(M), dann ist

(M
(ixdw + dixw)(Y) = dw(X,Y) + (dw(X))(Y)
= Lx(w(Y)) = Ly (w(X)) = w([X, Y]) + Ly (w(X))
= Lx(w(Y)) = w([X,Y]) = (Lxw)(Y).

Sei nun Px = i1 xdw + dixw. Wir zeigen, dass Px eine Derivation ist, d.h.

Px(a A B) = Px(a) A B+ a A Px(f).

Da Px = Lx auf 0- und 1-Formen, folgt somit die Behauptung.
Sei also a € QF(M), 8 € Q*(M). Dann gilt

Px(a A p) =ixd(aAp)+dix(aAp)

ix ((da)/\BJr( Dfa A (dB)) +d((ixa) A B+ (=1)Fa Aixp)
(ixda) A B+ (1) danixB + (—1)Fixa AdB + (—1)*a Aixdj
+ (dixa) A B+ (=) (ixa) AdB + (=1)"da NixB + (—=1)*a A dix
((ixda) + (dixa)) A B+ a A (ixdB + dixf)

Px(a) A B+a A Px(B).

Fiir eine k-Form w haben wir somit nach obigem Satz
d(,d(X, Xl, e ,Xk) = (LXw)(Xl, e ,Xk) — d(ixw)(Xl, e ,Xk)
Iteration dieses Arguments liefert die

Folgerung 7.33 Seiw € Q*(M) und Xo, ..., Xy € x(M). Dann gilt

dw(Xo, ..., Xx) = Z(— )’ Lx,(w(Xo, .-\ Xiy ..oy X))

+Z H_JW Xl,X] Xi,...,Xj,...,Xk),

1<j
wobei X; bedeutet, dass der entsprechende Fintrag ausgelassen wird.
Bemerkung: Diese Formel hétte auch zur Definition von d benutzt werden kénnen. Sie

gibt einen koordinatenfreien Ausdruck fiir das Differential, ist allerdings sehr umstéandlich
fiir Beweise.

Beispiele:
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1. Sei w € QY M), so ist

dw(X,Y) = L (@(Y)) = Ly (@(X)) — w([X, V]).

2. Sei w € Q2(M), so ist

dw(X,Y, Z) = Ly(@(X,Y)) = Ly(@(X, 2)) + Lz (w(Y, Z))
—w(X,Y],2) +w(X,Z2],Y) — w([Y, Z], X).
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7.9 Die de Rahm - Kohomologie

Bemerkung: d? = 0 entspricht der Aussage, dass die gemischten partiellen Ableitun-
gen gleich sind (Satz von Schwarz); eine andere Interpretation fithrt auf die de Rham
Kohomologie.

Definition 7.34 1. a € Q*(M) heifst geschlossen, falls daw = 0.
2. a € O (M) heifit exakt, falls o = dp fiir ein B € Q*(M).

Bemerkung: Es gilt im (d : Q"' — QF) C ker(d : QF — QF™) und somit ist jede
exakte Form geschlossen. D.h. dw = 0 ist eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit
der Gleichung

w = dn, n e Q (M).

Beispiel: Sei w € Q'(R"), d.h. w = Y, w;dz; mit w; € C°(M). Gesucht ist nun eine
Funktion f € C*°(R™) mit

Nun ist w = df dquivalent zu

of

w; =
K3 81'27

Eine notwendige Bedingung dafiir ist dw = d2f = 0,

0*f Ow;  Ow;
d . d P — ¢ — J *k
z; Ndx; =0 & Jr, o, (**)

dw =
vy $ia.’L'j

i#]
Bemerkung: Aus dem Satz von Frobenius aus der Analysis folgt, (*) < (**), d.h. auf
R"™ ist jede geschlossene 1-Form bereits exakt.
Beispiele:
1. Sei w € QYR?) mit w = fdx + gdy geschlossen. Es gilt also

B of 9y
dw—O(:)ay—ax.

Gesucht ist nun « € C*°(R?) mit w = da. Setzen wir

oz, y) = /zf(t,y())dt + /yg(:c,t)dt,
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dann gilt

_day, Qo (f(x,yo) + /y Gxg(wﬂf)dt) dz + g(z,y)dy

Y
_ <f(x,y0) +/ 8yf(:c,t)dt) d + g, y)dy

nach dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung.

. Sei M =R?\ {0} und

w = dr + dy,
x2+y2 x2_|_y2 Y

dann ist w geschlossen. Um dies einzusehen fithren wir Polarkoordinaten ein

dz = d(r cos ) = cos pdr — rsin pdy,
dy = d(rsin ) = sin@dr + r cos pde.

Dann ist w = dp und offensichtlich geschlossen. w ist jedoch nicht exakt, denn
/ w =2, fiir v die Kreislinie.
gl

Und das Integral {iber exakte Formen entlang geschlossener Kurven verschwindet.

Definition 7.35 Die de Rahm-Kohomologie ist definiert durch

Hbp(M) = ker(d : QF — Q1) /im (d: Q¥ — QF)

= Menge der Aquivalenzklassen geschlossener Formen.

Bemerkungen:

1.
2.

Alle Hk, (M) sind Vektorrdume.
HY. (M) = {0}, falls k > dim M.

(
H*. (M) sind topologische Invarianten.
(

. HY.(M) = {0} genau dann, wenn jede geschlossene k-Form auch exakt ist.

HY (M) = {f|df =0} = {f] f lokal konstant} = R", falls 7 die Anzahl der
Zusammenhangskomponenten von M ist.
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6. {HY,(M)} ist ein Spezialfall folgender Situation: Man hat eine Folge von Vek-
torrdumen (V%) mit linearen Abbildungen

dy * Vie = Vit dy odi—1 = 0.
...—)kaldk—_l)‘/kgvk+1—>... (V)
Man definiert nun die Kohomologie des Komplexes (V) als

H*(V) = kerdy/im dj,_;.

7. Ist M kompakt, zusammenhéngend und orientierbar, so ist Hj(M) = R.
8. HE,(S™) = {0} fir 0 < k < n.
9. Hin(T?) =R?, H!,(S") = {0} und folglich ist T? # S?.

Definition 7.36 FEine Mannigfaltigkeit M heifit kontrahierbar auf py € M, falls eine
differenzierbare Abbildung

H:MxI— M, I=10,1]
existiert mat
1. H(p,1) = p, Vpe M,
2. H(p,0) = po, Vp € M.

D.h. es gibt eine differenzierbare Homotopie zwischen der Identitdt auf M und der
konstanten Abbildung p — pq.

Lemma 7.37 (Lemma von Poincare) Sei M eine kontrahierbare Mannigfaltigkeit.
Dann gilt

HE.(M) = {0}, k> 0.

Beispiele:
1. Sternformige Mengen sind kontrahierbar.

2. R™ ist kontrahierbar.
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7.10 Bemerkungen zu rot, grad und div

Sei f: U C R" — R eine differenzierbare Funktion.

Definition 7.38 Das Gradientenvektorfeld von f ist definiert als

"L Of 0
grad f —ZZ:; Or. 07,

Bemerkungen:

1. Sei (,-) das Standard-Skalarprodukt im R™. Dieses iibertriagt sich auf 7,R" und
es ist

(grad f, X) = df(X).

Man definiert nun mit Hilfe des Skalarproduktes (spéter werden wir dieses durch
die Metrik ersetzen) folgende Abbildung

0
* n 1 n _ * L
:x(R") = Q°(R"), X = E aiaxi»—>X = E a;dx;,

wobei X*(Y) = (X,Y). Insbesondere ist dann (grad f)* = df.

2. Sei nun n = 3, dann definiert man den Hodge-Operator
% QF(R?) — Q3M(R?).
Fiir £ = 0 ist * gegeben als

x: C°(R?) — Q3(RY),
f — xf = fdaxy Adag A des.

Fiir £ = 1 ist * gegeben als
* : Q1(R?) — O2(R?),
w= Z a;dr; — *w = a1drs A dxs + asdrs A dzy 4+ azdry A das

3. %2 =id.

Fiir alles Weitere beschrinken wir uns auf den R3.

Lemma 7.39 1. (grad f)* =df.
2. dX* = x((rotX)").
3. d(x(X*)) = x(divX).
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Beweis: 1. folgt direkt aus der Definition von grad f und der Charakterisierung von
(grad f)".
Zu 2.: Sei X =Y ajz> mit a; € C*(R?). Dann ist

dX*=d (Z CLdeZ'j) = Zdaj VAN dﬂfj = Z gijd$1 A dl’j
1,J

)

. 6a3 8@2 8@1 aag 8&2 8@1
= (8332 83:3) dzg A dxg + (83:3 0351) dzs Adxy + <8.:1:1 8952) dzy A das.

Zu 3.: Man rechnet direkt nach

d(*(X™)) = d(ardza A dzs + agdzs A dzy + azdzy A dag)

00 A dig A dieg 4 22 g iy A dis 4 2% g A diy A diy
0, 0rs 0x3

_ (3‘“ 40, 8“3> day A das A dzs = #(divX).

8:151 8332 81'3

O
Folgerung 7.40 Fliir alle Funktionen f € C*°(R3) und X € x(R3) gilt
1. rot(grad f) =0,
2. div(rotX) = 0.
Beweis: 1: Es geniigt zu zeigen, dass x((rot(grad f))*) = 0, aber
#((rot(grad f))*) = d(grad f)" = d*f = 0.
2: Es geniigt zu zeigen, dass *(div(rotX)) = 0, aber
*(div(rot X)) = d(*((rotX)*)) = d*X* = 0.
O

Bemerkung: div(grad f)) = Af ist der Laplace-Operator.

Folgerung 7.41 Sei X ein Vektorfeld auf einer kontrahierbaren offenen Menge U C
R3. Dann gelten

1. Ist rotX =0, so existiert eine glatte Funktion f:U — R mit X = grad f.
2. Ist divX =0, so existiert ein Vektorfeld Y € x(U) mit X = rotY’.

Beweis: 1: Ist rotX = 0, so folgt dX* = 0. Nach dem Lemma von Poincare existiert
nun eine glatte Funktion f : U — R, so dass X* = df und folglich X = grad f.

2: Ist divX = 0, so ist d(x(X*)) = 0 und folglich existiert eine Form n € Q!
n = Yidzr, + Yodxy + Yadws,
so dass #(X*) = dn = dY™* = x(rotY)*. Somit ist X = rotY". O
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7.11 Beispiel: Die Maxwell Gleichungen

Sei F' eine 2-Form auf R* d.h. F = Zi<j Fyjdx; A\ dxj, wobei 0 < 4,5 < 3. Die 2-
Form F' beschreibt das elektro-magnetische Feld. Ausgehend von F' erhélt man zwei
Vektorfelder auf R3: das elektrische Feld E = (Ey, Ey, E3) mit E; := —Fy,, a=1,2,3
und das magnetische Feld H = (H;, Ho, H3) mit Hy = Fy3, Hy = —Fy3, H3 = F5. Es
gilt also

F = —ZEadxo/\dxa + Hydwy Adrs — Hodxy Adxs + Hydry Adxsy .

Die Gleichung dF' = 0 entspricht nun einem System partieller Differentialgleichungen.
Man berechnet
dFF = Zi<j dﬂj Adx; \ dl’j = Zi<j7k ZFT: dxy N dx; N dl’j

(8F12 _ OFi3 + 8F23>dx1 /\d$2 /\dﬂ?g -+ Z 08,

Oxs 02

) d.fL'o A dZL'Z A d.ﬁEj

1<j (

= (5o + a1 Gol) A A s Al
R G ) deo Adey A
+ (G — G+ ) deo Ada Adag
+ (R + G2 — G dag A da A da
_ (%I;; + %2122 —|- )dajl A dxs N dzs
-2~ 2t
= (o o - G deo A duy Aday
4 (?9501 4 gf; ‘g%) dxo N\ dxo N dxs

Substituiert man hier die Definition der Divergenz eines Vektorfeldes H als

div(H) = 302 + 522 + 5t
und der Definition der Rotation eines Vektorfeldes E als

__ (OFE OE. o) oF oF 2] oF oF o)
T0b(E) = (5a3 ~ 9ea) 91 t (602 ~ 20 80z T (52/ ~ o) 3w

folgt, dass die Gleichung dF' = 0 dquivalent ist zum 1. Teil der Maxwell-Gleichungen:

(1) div(H) =0, und (ii) 1ot(E) = —9&

Oxg
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7.12 Tensorfelder auf Mannigfaltigkeiten

Definition 7.42 1. Das Biindel der (r, s)-Tensoren auf einer Mannigfaltigkeit M
ist definiert als disjunkte Vereinigung:

TN (TM) = | ] T (T,M),
peEM

wobei

T NTM) =T,M®.. T,M @ TyM®...0 T;M

J

vV Vv
r—mal s—mal

= Raum der multi-linearen Abbildungen

T;Mx...xT;J\{x\Tpr...prMﬁR

v~ hd
r-mal s-mal

2. Tensoren vom Typ (r, s) sind Schnitte im Biindel T (T M), d.h. differenzierbare
Abbildungen R : M — T"*)(TM),

mo R =1dy,,
Aquivalent sind (r, s)-Tensoren C*=(M)-multilineare Abbildungen,

QM) x ... x QM) x x(M) x ... x x(M) — C*(M).

-

o
vV Vv
r-mal s-mal

Bemerkungen:

1. Als tensorielles Verhalten bezeichnet man folgende Eigenschaft: Der Wert eines
(r,s)-Tensors auf den r 1-Formen und den s Vektorfeldern in p € M héngt nur
von deren Wert in p ab.

2. Lokal auf einer Umgebung U von p schreiben sich (7, s)-Tensoren als

010y 8
R= ZRh ]a— 5

®d£(3j1®...®dl‘js,

r

Ji--Js

wobei 7= (d:vj) dx; (%) 6;; und R € C(U).

3. Sind zum Beispiel A und p zwei 1-Formen auf U dann ist A ® p der (0, 2)-Tensor
definiert auf Vektorfeldern X,Y durch

A® (X, Y) = \X)u(Y) .

4. Endomorphismen des Tangentialbiindels sind (1, 1)-Tensoren, denn fiir Vektorrdume
V und W gilt V*@W = Hom (V, W). Der Raum der k-Formen ist ein Unterraum
im Raum der (0, k)-Tensoren.
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8 Orientierungen

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass eine Orientierung auf einem reellen Vek-
torraum die Auswahl einer Aquivalenzklasse von Basen ist. Dabei sind zwei Basen
dquivalent, falls die Ubergangsmatrix positive Determinante hat. Alternativ kann man
sagen, dass zwei Basen {vy,...,v,} und {wy,...,w,} gleichorientiert sind, falls

VANV, = Awi A... ANw,

fiir eine positive reelle Zahl \ gilt.

Die Menge aller Basen auf einem reellen Vektorraum V' zerfallt dann in zwei disjunkte
Teilmengen, man hat also genau zwei Aquivalenzklassen. Diese Zerlegung entspricht der
Tatsache, dass die Gruppe GL(V') zwei Zusammenhangskomponenten hat, die Mengen
der Matrizen mit positiver bzw. negativer Determinante.

Die Standardorientierung auf R” ist gegeben durch die Aquivalenzklasse der kanoni-
schen Basis.

Eine lineare Abbildung f : V' — W zwischen zwei orientierten Vektorrdumen V' und
W heifit orientierungserhaltend falls f Basen der fixierten Orientierung auf V' in die
der fixierten Orientierung auf W iibertrigt, was dquivalent ist zu det(f) > 0.

Definition 8.1 Fine Orientierung auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M st
eine Familie {or,}pem Orientierungen auf den Tangentialrdumen T,M, so dass ein
Atlas A existiert mit

dx, : (T,M,or,) — (R", orsana)

orientierungserhaltend fiir alle p € U und alle Karten (U, x) € A. Eine Mannigfaltigkeit
heifst orientierbar, falls eine Orientierung existiert und orientiert, falls eine Orientie-
rung fixiert ist.

Definition 8.2 FEine differenzierbare Abbildung f : M — N zwischen zwei orientierten
Mannigfaltigkeiten heifst orientierungs-erhaltend, falls

dfyp : (T,M,orp) = (TN, 07 p(p))
fiir alle p € M orientierungs-erhaltend ist.

Fiir die Orientierbarkeit einer Mannigfaltigkeit gibt es nun verschiedene dquivalente
Kriterien, die im Folgenden vorgestellt werden sollen.

Satz 8.3 FEine Mannigfaltigkeit ist genau dann orientierbar, wenn ein Atlas existiert,
so das die Jacobi-Matrix aller Kartenwechsel eine positive Determinante hat.

Beweis: Sei zundchst M orientierbar und (U, x), (V,y) zwei orientierungs-erhaltende
Karten, d.h. die linearen Abbildungen dx, und dy, sind orientierungs-erhaltend. Daher
ist dy o dz™' = J(y o z7!) eine orientierungs-erhaltende Abbildung auf R™ bzgl. der
Standard-Orientierung. Es folgt, dass die Jacobi-Matrix des Kartenwechsels positive
Determinante hat.
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Beispiele: Als einfache Anwendung dieses ersten Kriteriums erhélt man die folgenden
drei Beispiele orientierter Mannigfaltigkeiten.

1. Die Sphére S™ ist orientierbar.
2. Der Totalraum T'M einer Mannigfaltigkeit M ist orientierbar.
3. Sind zwei Mannigfaltigkeiten M; und My orientierbar, so auch M; x M.

4. Komplexe Mannigfaltigkeiten sind orientierbar.

Komplexe Mannigfaltigkeiten sind dabei topologische Mannigfaltigkeiten, die Karten
in C" haben, fiir die die Kartenwechsel biholomorphe Abbildungen sind. Die komplex
projektiven Réume sind Beispiele kompakter komplexer Mannigfaltigkeiten.

Ein weiteres, besonders praktisches, Kriterium fiir Orientierbarkeit 1483t sich mit Hilfe
von n-Formen formulieren.

Definition 8.4 Fine Volumenform auf einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M ist
eine n-Form w € Q" (M) ohne Nullstellen, d.h. w, # 0 fir alle p € M.

Nun ist eine Geradenbiindel genau dann trivial, wenn ein Schnitt ohne Nullstellen exis-
tiert. Die Existenz einer Volumenform, lasst sich also dquivalent auch folgendermassen
formulieren.

Lemma 8.5 Auf M" existiert genau dann eine Volumenform, wenn das Geradenbiindel
AYT*M trivial ist, d.h. isomorph ist zum trivialen Geradenbiindel M x R.

Bewelis:

Satz 8.6 Fine Mannigfaltigkeit M ist genau dann orientierbar, wenn auf M eine Vo-
lumenform existiert.

Beweis:
O

Beispiele: Als Anwendung des zweiten Kriteriums zeigt man zum Beispiel die Orien-
tierbarkeit folgender Mannigfaltigkeiten.

1. Jede Lie Gruppe ist orientierbar. Man wahlt eine Basis {p;, ... u,} in g* = TG
und definiert dann in g € G eine n-Form durch

Wy =T A A i)

Offensichtlich ist w eine global definierte Form ohne Nullstellen, also eine Volu-
menform, die eine Orientierung auf G' definiert.
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2. Parallelisierbare Mannigfaltigkeiten, also Mannigfaltigkeiten mit trivialem Tan-
gentialbiindel sind orientierbar. Ist das Tangentialbiindel trivial so ist es offensich-
tich auch jedes k-Formenbiindel und damit existiert wieder eine Volumenform.

3. Auf der Sphére 148t sich leicht explizit eine Volumenform hinschreiben. Ist p € S™
und vy, ..., v, € T,S™ = p- C R™. Dann definiert man

Qy(v1, ..., 0,) ==det(p,v1,...,0,) .

Wiéhlt man die Vektoren vy, ..., v, als Ergédnzung von p zu einer Orthonormal-
basis von R™™! dann ist der Wert von , auf diesen Vektoren gleich =1 und
ist damit eine Volumenform auf S™.

Bemerkung: Seien M, N orientierte Mannigfaltigkeiten mit Volumenformen vol; und
voly. Eine Abbildung f : M — N ist genau dann orientierungs-erhaltend wenn

ffvoly = Avoly,
fiir eine positive Funktion A € C*>°(M).

Es soll nun geklart werden, welche reell-projektiven Raume orientierbar sind. Dafiir be-
trachtet man folgende etwas allgemeinere Situation. Sei 7 : N — N eine fixpunktfreie
Involution, d.h. es gilt 7(p) # p fiir alle p € N und 72 = Idy. Dann ist der Quotienten-
raum M = N/, eine glatte Mannigfaltigkeit. Die differenzierbare Struktur ist eindeutig
durch die Bedingung bestimmt, dass die kanonische Projektion 7 : N — M ein lokaler
Diffeomorphismus ist. Der Beweis ist analog zur entsprechenden Aussage fiir den reell
projektiven Raum, der ein Spezialfall dieser Situation ist. Hier ist N = S™ und die
Involution 7 ist die antipodale Abbildung 7 : S™ — S,z — —z, mit RP" = S"/,..

Satz 8.7 Sei N eine orientierbare Mannigfaltigkeit und sei 7 : N — N eine fixpunkt-
freie Involution. Dann ist M = N/, genau dann orientierbar, wenn T orientierungs-
erhaltend ist.

Beweis:
O

Folgerung 8.8 Der reell-projektive Raum RP™ ist genau dann orientierbar, wenn n
ungerade ist.

Beweis:
O

Zum Schluss soll noch ein drittes Kriterium fiir Orientierbarkeit bewiesen werden,
welches auf eine topologische Bedingung fiihrt.

Satz 8.9 FEine n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist genau dann orientierbar, wenn die
Menge A™T* M \ Nullschnitt zwei Zusammenhangskomponenten besitzt. Der Nullschnitt
eine Vektorbiindels ist dabei die Menge aller Nullvektoren der einzelnen Fasern als
Teilmenge im Totalraum des Biindels.
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Beweis:
O

Auf der Menge A™T*M \ Nullschnitt fiihrt man eine Aquivalenzrelation ein. Man sagt,
zwei n-Formen « und § sind dquivalent falls eine positive reelle Zahl A existiert mit
a = A\f. Man definiert dann M als den Quotientenraum

M = (A"T*M \ Nullschnitt)/.. .
Satz 8.10 Die Menge M ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Weiter gilt:
1. Die Mannigfaltigkeit M ist orientierbar.

2. Die kanonische Projektion M — M st eine 2-fache Uberlagerung (die Orientie-
rungstberlagerung von M ).

3. Die Mannigfaltigkeit M ist genau dann orientierbar, wenn die Orientierungs-
tberlagerung trivial, also M diffeomorph zu M X Zs ist.

Folgerung 8.11 Finfach zusammenhdngende Mannigfaltigkeiten sind orientierbar.

Beweis: Uberlagerungen von einfach zusammenhiéingenden Mannigfaltigkeiten sind
trivial. O
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9 Riemannsche Metriken
Man definiert zunéchst das Vektorbiindel der symmetrischen Bilinearformen auf T'M:

Sym’TM := | J Sym’T,M c T**(TM)

peM
wobei:  Sym*T,M := {b: T,M x T,M — R |bsymmetrische Bilinearform} .
Definition 9.1 FEine Riemannsche Metrik auf M ist ein glatter Schnitt g € T'(Sym?T'M),

fir den g, fiir alle p € M positiv definit ist. Das Paar (M, g) nennt man Riemannsche
Mannigfaltigkeit.

Bemerkungen:

1. Eine Metrik ist ein symmetrischer (0, 2)-Tensor, d.h. eine symmetrische C*(M)-
bilineare Abbildung:

g:xX(M) x x(M) —C>*(M),

die punktweise positiv-definit ist.

2. Pseudo-Riemannsche Metriken sind nicht-entartete, symmetrische Bilinearfor-
men mit beliebiger Signatur. Lorentz-Metriken sind Metriken der Signatur (n, 1).

3. Lokal, also in einer Karte (U, x), schreibt sich eine Metrik als
9= Zgijdxi ®dx;

wobei sich die Funktionen g;; € C*°(U) bestimmen durch: g;; = ¢ (%, %) .
i j

Metriken sind (0, 2)-Tensoren, haben also folgendes Transformationsverhalten: Seien
(U,x),(V,y) zwei Karten um p € M. Dann schreibt sich eine Metrik g auf U NV als:

g:ngjdxi@)da:] Zg dy; ® dy; .

Setzt man + => %Z’“ e die definierende Gleichung fiir gf?’j ein, erhélt man das

Transformatmnsverhalten

g g(@ 8> Z% &Clgx
K Oyi" Oy;) 4= Oy Oy; M

Eine Riemannsche Metrik 148t sich auch beschreiben, als eine Familie von lokalen Funk-

tionen {g;;}, die dieses Transformationsverhalten bei Kartenwechsel haben und punkt-
weise Skalarprodukte definieren.

Satz 9.2 Auf jeder zusammenhdngenden Mannigfaltigkeit existiert eine Riemannsche
Metrik g.
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Beweis: Sei (U, fr) ein Atlas von M und {gy} eine Zerlegung der Eins zu {Uy}.
Dann ist {Uy} lokal endlich, d.h. jeder Punkt von M hat eine Umgebung, die nur
endlich viele offene Mengen U} schneidet. Weiterhin sei ¢ ein Skalarprodukt auf R”,
dann lésst sich dieses lokal auf M zuriickziehen. Man definiert nun global

9="> ¢ fia
k
wobei die Zuriickziehung f;q der Bilinearform ¢ definiert ist durch

fl:q(Xv Y) - Q(dfk(X)adfk(Y)) :

Aufgrund der Eigenschaften der Zerlegung der Eins ist g wohldefiniert und glatt. Au-
Berdem ist fiir jedes p € M die Bilinearform g, symmetrisch. Es verbleibt zu zeigen,
dass ¢ tatséchlich positiv definit ist. Sei p € M, dann existiert ein kg, so das ¢, (p) # 0
und folglich, gilt fiir 0 # X € T,M

gp(X7 X) = Z QOk’(p)Q(dfk(X)a dfk(X))

> Spko(p>Q(dfk0<X)7 dfko(X)) > 0.

O

Bemerkung: Auf S? existiert keine Lorentz-Metrik. Aus deren Existenz wiirde auch
die Existenz eines nullstellenfreien Vektorfeldes auf S? folgen. Ob eine Lorentz-Metrik
existiert, hangt also von der Topologie auf M ab, wihrend eine Riemannsche-Metrik
immer existiert.

Definition 9.3 Seien (M, g) und (N, h) zwei Riemannsche Mannigfaltigkeiten und sei
f: M — N eine differenzierbare Abbildung. Man nennt f eine Isometrie, falls f ein
Diffeomorphismus ist mit

g=1r"h, dh  g(X,Y) = hse(df(X),df(Y)),

d.h. df, ist eine Isometrie der euklidischen Vektorrdaume (T,M, g,) und (TN, hyep))-

Bemerkungen:
1. Id,, ist eine Isometrie.

2. Sind f; und f, Isometrien, dann auch f; - f und f;'. Die Menge der Isometrien
bildet also eine Gruppe — sogar eine Lie-Gruppe, die Isometriegruppe Iso(M, g)
von (M, g).

3. Vektorfelder, deren lokaler Flul aus lokalen Isometrien besteht, d.h.

vig =g, fiir alle ¢, fiir die ; definiert ist,
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nennt man Killing Vektorfelder. Ein Vektorfeld X ist genau dann ein Killing
Vektorfeld, wenn Lyg = 0 gilt. Wie fiir jeden Tensor, ist die Lie-Ableitung von
g definiert durch

. d *
Lxg = G,y 919 -

Eine Standard-Rechnung ergibt folgende Formel fiir die Lie-Ableitung eines (0, 2)-
Tensors:

(Lxg)(Y,Z) = X(9(Y, 2)) — 9([X,Y], Z) — g(Y,[X, Z])

Beispiele:

1. Auf R"™ induziert das Standard-Skalarprodukt eine Riemannsche Metrik

g:dei@)dxi:def.

Im Spezialfall R? mit Standardkoordinaten (x,y) ist also g = dz? + dy?. Fiihren
wir Polarkoordinaten ein durch die Transformation

T = T COS P, y =rsinp,
dann gilt

0 0

de = Zar + —xdw = cos wdr — rsin pdy,
or Op
0 0

dy = —ydr + —ydgp = sin ¢dr + 7 cos pdp,
or Op

und folglich ist g = dr? + r?de? auf R?*\ L, mit L = {(x,0)|x < 0}.

2. Sei (M, gp) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und durch ¢ : N — M eine
Untermannigfaltigkeit gegeben. Dann induziert gy, eine Metrik auf N durch

gN = Z*gM7

d.h. gy = gM| rnxry: Wobel TN C T'M wieder als Unterraum identifiziert wird.

Betrachte S™ C R™™, so ist 7,5 = p* C R"*! und
g(X,Y)=(X)Y), X,Y€T,S"cCR"™,

d.h. g, ist die Einschrinkung des euklidischen Standard-Skalarprodukts auf R™**.

Der Satz von Nash besagt allgemein, dass jede Riemannsche Mannigfaltigkeit der
1
Dimension n eine Riemannsche Untermannigfaltigkeit des R2™(+1DGnH11) jgt,

3. Auf dem n-dimensionalen hyperbolischen Raum,

H" = {(z1,...,2,) € R" |z, > 0}.
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ist eine Riemannsche Metrik gegeben durch

1
g= ;%dei@)dxi.

Alternativ kann man H" auch als Poincare-Modell betrachten,

H”%{(xl,...,xn)eR”| Zx?<1},

dann ist die Riemannsche Metrik gegeben durch

g:ﬁde?, 7“2:21’?.

4. Seien (M, g) und (N, h) Riemannsche Mannigfaltigkeiten, dann ist auch M x N
mit der eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Bezeichnen p; bzw. p, die Projektio-
nen von M x N auf M bzw. N, dann definiert man die Produktmetrik auf M x N
durch gayrxn = pig + psh. Unter der Identifikation T{, 4 (M x N) = T,M & T,N
ist guxy =g ® h, d.h. es gilt gyxn(A+ X, B+Y)=g(A, B)+ h(X,Y).

5. Sei G eine Lie-Gruppe und (-, -) ein beliebiges Skalarprodukt auf der Lie-Algebra
g = Lie(G) = T.G. Dann definiert

By(X.,Y) = (dly—1(X),dl,~1(Y)),
eine glatte Metrik auf G. Auflerdem ist B linksinvariant, d.h.
l,B=B
und folglich [, € Iso(G, B) fiir alle g € G.

6. Sei G kompakt und halbeinfach, dann definiert die Killing-Form ein negativ-
definites bi-invariantes Skalarprodukt auf g:

B(X,Y) = —tr(ad(X)oad(Y)) .

Man erhélt eine bi-invariante Metrik auf GG, d.h. Rechts- und Linkstranslationen
sind Isometrien.

Mit Hilfe einer Metrik lassen sich Abstdnde und Winkel definieren Fiir alles Weitere
sei (M, g) stets eine zusammenhédngende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Mit Hilfe ei-
ner Metrik lassen sich Abstéinde und Winkel definieren, was nun erkért werden soll.
Isometrien sind dann Abbildungen, die diese Groflen erhalten.

Definition 9.4 Die Linge einer Kurve v : [a,b] — M st definiert durch
b
Lb)= [ Il

wobei ||[F()] = /g(7(t), (1)) -
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Bemerkung: Der Abstand zweier Punkte p,q € M ist definiert als
d(p,q) =inf L[],

wobei das Infimum {iber alle stiickweise glatten Kurven ~ zu nehmen ist, die p und ¢
verbinden.

Lemma 9.5 Die Abbildung d : M x M — R ist eine Metrik, d.h.
1. d ist symmetrisch,
2. d erfiillt die Dreiecksungleichung,

3. d ist positiv definit, d.h. d(p,q) > 0 und d(p,q) = 0 genau dann, wenn p = q.

Beweis: 1. und 2. sind klar. Es verbleibt die positive Definitheit zu zeigen. Seien
dazu p,q € M mit d(p,q) = 0. Angenommen p # ¢, dann wéhlen wir eine Karte (U, x)
um p mit 2(p) = 0 und O = z71(B,(0)) mit O C U und ¢ ¢ O. Man definiert nun eine

Abbildung
a
° ox;
=1

Dann ist f eine stetige, nichtnegative Funktion und folglich existiert ein £ > 0, so dass

TR xU =R,  fla,...,a5,p) =

Pllg

Somit ist

!/

= 0
Z @i 81’,

=1

1 x
X )

u 0

i=1

=1 p

Da (*) homogen in a;, folgt, dass (*) auf ganz R" x O gilt.
Sei nun ~ eine stiickweise glatte Kurve von p nach ¢ und +' sei der Teil von v bis zum
ersten Schnittpunkt mit 0O, « sei der Radius von O, dann ist

d(p,q) = inf L(y) 2 inf L(v')

v

v

—inf L(v")’
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wobei L(7')" die Lénge beziiglich der durch das Standardskalarprodukt induzierten
Norm ||-||" bezeichnet. O

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und d die induzierte Metrik auf M. Dann
definiert d eine Topologie auf M. Die offenen Mengen sind genau die Vereinigungen
von d-Béllen der Form

Bl(p) :={q € M|d(p,q) < ¢} .

Fine direkte Konsequenz aus dem Beweis von Lemma 9.5 und insbesondere Ungleichung
(*) ist der folgende Satz.

Satz 9.6 Die durch d induzierte Topologie stimmt mit der urspriinglichen tiberein.
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10 Zusammenhinge und kovariante Ableitungen

10.1 Kovariante Ableitungen auf dem Tangentialbiindel

In diesem Abschnitt soll eine Abbildung konstruiert werden, die zwei Vektorfeldern
X,Y ein neues Vektorfeld VxY zuordnet, die kovariante Ableitung von Y nach X.
Dieses Vektorfeld beschreibt in jedem Punkt p € M die infinitesimale Anderung von
Y in Richtung X,.

Auf dem R™ la8t sich V folgendermafen definieren: Seien X = Zaia%i und Y =
> bja%j zwei glatte Vektorfelder auf R”, d.h. a; und b; sind glatte Funktionen auf R".
Dann definiert man:

ob; 0
ny_;X(b =2 "0x; 0x; X,

wobei X (V') als komponentenweise Ableitung von Y nach X zu verstehen ist. Man
nennt V den flachen Zusammenhang auf R™.

Diese Definition ist aber nicht koordinaten-unabhéngig und kann somit nicht auf be-
liebige Mannigfaltigkeiten iibertragen werden. Hier nutzt man folgende

Definition 10.1 FEin Zusammenhang (auch kovariante Ableitung) auf M ist eine Ab-
bildung
VX (M) x x(M) = x(M), (X,Y) = VxY

so dass fir beliebige Vektorfelder X,Y und alle Funktionen f € C>°(M) die folgenden
Figenschaften erfiillt sind:

1. VixY =f-VxY

2. Vx(f-V)=X()Y + [ -VxY
Bemerkung: Aus 1. folgt, dass fiir ein festes Y die Abbildung X — VY ein (1, 1)-
Tensor ist. Daraus folgt, dass man in jedem Punkt p € M eine wohldefinierte Abbildung

T,M — T,M, v— (VxY)(p)
hat, wobei X eine Fortsetzung von v zu einem Vektorfeld auf M ist.
Definition 10.2 Die Torsion T' eines Zusammenhangs V auf T M ist definiert als die
Abbildung
T:x(M)xx(M)— x(M), (X,)Y) = VxY —VyX — [X,Y].

Fin Zusammenhang heifit torsionsfrei (oder auch symmetrisch), falls seine Torsion
verschwindet, d.h. T =0 gilt.
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Lemma 10.3 Die Torsion T ist ein schiefsymmetrischer (1,2)-Tensor, d.h. T(X,Y)
ist C°(M)-linear in X und Y und es gilt fir belicbige Vektorfelder X,Y :

TX,Y) = -TY,X).
Beweis: Die Schiefsymmetrie ist klar. Fiir f € C*(M) rechnet man direkt nach,

T(fX,Y)=VxY = Vy(fX) - [fX,Y]
= fVxY = fVy(X) =Y(f)X = fIX, Y]+ Y (/)X
= [T(X,Y).

10.2 Die lokale Beschreibung von Zusammenhéingen

Sei V ein Zusammenhang auf 7M. Dann kann man V in lokalen Karten (U, z) durch
eine Familie von n® Funktionen beschreiben.

Definition 10.4 Die Christoffel-Symbole des Zusammenhangs sind die lokalenFunk-
tionen Ffj e C>(U), i,j,k = 1,...,n definiert bzgl. lokaler Karten (U,x) durch die

Gleichungen
Z FU dzy, -

Bemerkung: Der Zusammenhang V ist durch seine Christoffel-Symbole eindeutig
festgelegt, d.h. seien X und Y Vektorfelder auf M, die sich lokal auf U schreiben als
X = Zaia und Y = Zb%a , dann gilt auf U:

V)(Y = Z (ang’“ + a,bjff]) C{)i

Unter Ausnutzung der Eigenschaften von V berechnet man auf U:

VaY =V, (me%)
ob; O B
:Zal(aﬁia_%ij]va%la_%)

B ob. L)) @
- ik (al (Zalbr )) Oy,

Lemma 10.5 Der Zusammenhang V st genau dann torsionsfrei, wenn die Christoffel-
Symbole symmetrisch sind, d.h. wenn I’k = Fk fir alle Karten und alle Indizes i, j, k

gilt.

106



Beweis: Da die Torsion C*°(M)-linear in beiden Eintréigen ist, geniigt es zu zeigen

4 0 k k .
vazia_mj _v%al}' =0 = F FJZ’ VZ,],/{:.
Dies folgt aber direkt aus der Definition der Christoffel-Symbole. 0O

Beispiel: Die Christoffel-Symbole des flachen Zusammenhangs auf R"™ sind alle Null
und damit ist der flache Zusammenhang insbesondere torsionsfrei.

Definition 10.6 Ein Vektorfeld V' auf M heifit parallel, falls VxV = 0 fiir beliebige
Vektorfelder X auf M erfillt ist.

Bemerkung: Auf dem R" sind alle Koordinatenvektorfelder 5~ 9_ parallel. Im Allgemei-
nen, auf beliebigen Mannigfaltigkeiten, sind die Koordmatenvektorfelder genau dann
parallel, wenn

Vign =0 VX & Vog;=0 Vij & T5=0 Vijk.

d.h. die Christoffel-Symbole Ffj messen die Abweichung der Koordinatenvektorfelder
% parallel zu sein.

10.3 Der Levi-Civita-Zusammenhang

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit.
Definition 10.7 FEin Zusammenhang V heifst metrisch bzgl. g. falls
X(9(Y,2)) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ)

fir alle Vektorfelder XY, Z € x (M) erfillt ist.

Beispiel: Der flache Zusammenhang auf R™ ist metrisch bzgl. des Euklidischen Ska-
larproduktes.

Satz 10.8 (Fundamentallemma der Riemannschen Geometrie) Auf einer Rie-
mannschen Mannigfaltigkeit (M, g) existiert ein eindeutig bestimmter torsionsfreier
und metrischer Zusammenhang. Man nennt thn den Levi-Civita-Zusammenhang wvon

(M, g).

107



Beweis: Fiir einen metrischen Zusammenhang V auf (M, g) gilt,

X(y(¥,2))
Y(9(Z, X))
Z(9(X,Y))

Ist V weiterhin torsionsfrei, so ergibt sich

9(VxY, Z) + g(Y,VxZ)
g(VYZ,X) + g(Z7 VYX)

X(g(Y,2))+Y(9(Z,X)) - Z(9(X,Y))
= g(VyZ = VY, X)+g(VxZ — VX, Y) + g(VxY + Vy X, Z)
=g([Y, Z], X) + g([X, Z],Y) + g([Y, X] + 2VxY, Z)

Damit erhélt man die Koszul-Formel, die den Levi-Civita-Zusammenhang eindeutig
bestimmt:

29(VxY, Z)=X(g(Y.Z)) + Y(9(Z, X)) — Z(9(X,Y))
- g([Y,Z],X) - g([X,Z],Y) + g([X,Y],Z) (*)

Es verbleibt zu zeigen, dass durch die rechte Seite von (*) tatséchlich ein metrischer,
torsionsfreier Zusammenhang bestimmt wird. Wir zeigen zunéchst, dass die rechte Seite

C®(M)-linear in X ist. Sei also f € C*(M),
29(VyxY, 2) = [X(9(Y,2)) + Y (f)9(Z, X) + Y (9(Z, X))
—Z( )9(X,Y) = fZ(9(X,Y))
—fo(IY, 2], X) = g(fIX, Y] = Z(£)X,Y) + g(f[X, Y] =Y (f)X, Z)
=2f9(VxY,2) + Y (f)9(2, X) = Z(f)g(X,Y) + Z(f)g(X,Y)—-
Y(f)9(X, 2)
=2f9(VxY,Z).

Analog zeigt man, dass
9(Vx[Y.Z) = fg(VxY,Z) + X(f)g(VxY, Z).

Betrachtet man ¢(VxY, Z) 4+ g(Y, VxZ) und beachtet dass in den Summanden gerade
die Rollen von Y und Z vertauscht sind, dann ergibt sich unmittelbar, dass V metrisch
ist. Analog iiberzeugt man sich, dass V torsionsfrei ist. O

Beispiel: Der flache Zusammenhang auf R” ist der Levi-Civita Zusammenhang von

(Rn7 <'7 >)
T(X,Y)=X(Y)-Y(X)-[X,Y] =0,
XY, Z2)=X(YZ") =(VxY,Z) +(Y,VxZ).
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10.4 Killing-Vektorfelder

Mit Hilfe des Levi-Civita-Zusammenhangs ldsst sich eine wichtige Charakterisierung
von Killing-Vektorfeldern angeben. Zur Erinnerung: eine Isometrie zwischen zwei Rie-
mannschen Mannigfaltigkeiten (M, gps) und (IV, gy ) ist ein Diffeomorphismus f : M —
N, dessen Differential dfy, : (T,M, gnp) — (T,N, gn,f(p)) eine Isometrie Euklidischer
Vektorraume ist. Anders gesagt gilt: f*gn = g

Killing-Vektorfelder waren nun definiert als Vektorfelder X auf M, deren lokaler Fluf
X aus lokalen Isometrien besteht. Aquivalent dazu ist, dass die Lie-Ableitung der
Metrik verschindet, d.h. Lxg = 0.

Satz 10.9 Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Levi-Clvita Zusammen-
hang V. FEin Vektorfeld X auf M ist genau dann ein Killing-Vektorfeld, wenn VX
schief-symmetrisch ist, d.h wenn fir beliebige Vektorfelder Y, Z gilt

9(VyX,Z) + g(¥,V7X) = 0.
Beweis: Die Lie-Ableitung der Metrik berechnet sich nach folgender Formel:
(Lxg)(Y, Z) = X(g(Y,2)) — 9([X,Y], Z2) — g(Y,[X,Z]) .

Der Levi-Civia Zusammenhang ist metrisch und torsionsfrei, daher kann man die Ab-
leitung von ¢(Y, Z) nach X und die beiden Kommutatoren mit Hilfe von kovarianten
Ableitungen ausdriicken. Man erhélt:

(Lxg)(Y.Z) = g(VxY.Z) + g(Y.VxZ)
—9(VxY,Z) + g(Vy X, Z) — g(Y,VxZ) + g(Y,VzX)

Damit ist die angegebene Bedingung offensichtlich &quivalent zu Lyg = 0.

10.5 Die Christoffel-Symbole des Levi-Civita-Zusammenhangs

Lemma 10.10 Sei (M", g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und seien Ffj die Christoffel-
Symbole des Levi-Ciwita-Zusammenhangs von (M, g). Dann gilt

1 gjk 09 09y
ro_ - Ik j B j
K 2 ;g (8@- + oz; Oxy )’

wobei g lokal durch die Matriz (g:;) gegeben ist, mit g;; = g(ai, %) und (g'*) bezeichnet
i J

die zu (g,5) inverse Matriz.
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Beweis: Zunéchst ist | 8‘;, %] = 0 und somit folgt die Behauptung mit der Koszul-
i J

Formel

G, AN_ o Lo o
57 ox;’ Oz, ) Ox ki + oz, oz, Tk &ngw

10.6 Levi-Civita-Zusammenang von Untermannigfaltigkeiten

Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und i : M — M eine n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit. Auf M betrachtet man die induzierte Riemannsche Metrik

g=179= g‘TMxTM

wobei man TM wieder mit dem Unterraum di(TM) C TM identifiziert. Dadurch
erhéalt man punktweise die Zerlegung

T,M =T,M & T,M*,  pec M.

Man bezeichnet mit 7),M/ den Normalenraum an M. Die Vereinigung aller Norma-
lenrdume deﬁniell das Normalenbiindel TM~* von M. Man hat TM = TM & TM+
und jedes X € T'M léasst sich eindeutig darstellen als

X=X"+Xx%
wobei X T tangential und X+ normal an M ist.

Lemma 10.11 Sei X € X(M) und p € M, dann existiert eine offene Umgebung U
von p in M und eine lokale Fortsetzung von X zu einem Vektorfeld auf U.

Beweis: Sei (U, x) eine Untermannigfaltigkeits-Karte um p, d.h.
(M NU)=xU)N[R" x {0}) c R" x RF .
Dann schreibt sich in dieser Karte das Vektorfeld X als

> 0
Z Ox; ( )
Die lokale Fortsetzung X von X definiert man nun auf U durch

0
v (a,b)) § Xi(z
a (a, 0 8:10,

dh. X € x(U) und X’|M0U = X}MHU. Dabei entspricht die Schreibweise (a,b) der
Zerlegung R"tF = R™ x R*. O
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Satz 10.12 Sei M C M eine Riemannsche Untermannigfaltigkeit und ¥V der Levi-
Civita-Zusammenhang von g. Dann berechnet sich der Levi-Civita-Zusammenhang von
g durch

— N\ T -
ViV = (VXY> — Prya (VXY) ,
wobei X, Y € x(M) mit lokalen Fortsetzungen X,Y .

Beweis:  Wohldefiniertheit. Wir zeigen zunachst dass die Definition unabhéngig von
der Wahl der Fortsetzungen ist. Sei ¥ = Yooy a -, wobei Y| vy = Yi- Dann ist

(vffﬂp B i (X@ai +YiV; ai)

=1

p

Da VxY tensoriell in X ist, gilt

= 0 = 0
(vXa_xi)p ~ V5

Weiterhin ist X, € T,,M, also ist auch

XO}i)p = Xp(ffi) = Xp(ffi‘MmU> = Xp(Y;l)-

Somit héngt (VXY/) fiir p € M nur von den Werten von X und Y in p ab, ist also
p

unabhéngig von den Fortsetzungen. Damit ist V ein wohldefinierter Zusammenhang
auf M. Wir zeigen nun, dass V torsionsfrei und metrisch ist, es folgt dann, dass V der
eindeutige Levi-Civita-Zusammenhang auf M ist.

V ist torsionsfrei. Es ist X = X‘M, d.h. X und X sind é-verkniipft, ebenso Y und Y.

Somit sind auch [X,Y] und [X,Y] i-verkniipft, insbesondere ist [X, Y], tangential an
TM fir p € M. Somit ist

N\ T — ~ -
ViV - VyX — [X, Y]‘ - (VXY> - (VyX) ~[X, Y]‘
p
R (v V- VX —
V ist metrisch. Man fithrt dies darauf zuriick, dass V metrisch ist,

=g((V Y/)p, ») +9(Yy, (VXZ):D)
(VY, 2), + g(Y,Vx2),.

O

Beispiel: Wir betrachten auf S C R"™! zwei Vektorfelder X,Y € x(M). Wie bereits
festgestellt ist das Normalenvektorfeld gegeben durch

N:S"CR"™ - TS"CR"™ prs N,=p
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mit X(N) = X (dahier N = Id, X(N) = dN(X) und dlId = Id). Somit gilt nach obiger
Formel fiir den Levi-Civita-Zusammenhang auf der Standardsphéhre S™:

VY = (vX?)T = X(V) — (X(¥).N) N = X(¥) + (V. X(N)) N
= X(Y)+(X,Y)N.

Definition 10.13 Sei M C Mime Riemannsche Untermannigfaltigkeit. Dann ist die
2. Fundamentalform von M in M definiert als

I(X,Y) = (ViY)!,

fiir Vektorfelder X,Y € x(M), mit lokalen Fortsetzungen X,Y .

Beispiel: Fiir S* c R"*! ist die 2. Fundamentalform gegeben durch

[I(X,Y) = (ViV)* = <7Xf/, N> N = (X(Y),N)N = — (X,Y) N.

Lemma 10.14 Die 2. Fundamentalform 11 ist eine symmetrische C*°(M)-bilineare
Abbildunyg.

Beweis:  Die C*°(M)-Bilinearitét folgt aus der Symmetrie, denn II(X,Y") = (ViY)*
ist schon C*(M)-linear in X. Da [X,Y], € T,,M fir p € M folgt

(X,Y) - [(Y, X) = (%{? - VY,X)L — XYt =0.

Hier nutzt man wieder die 4-Verkniipftheit von [X,Y] und [X,Y], aus der folgt, dass
[X,Y], tangential an M ist und somit der normale Anteil verschwindet. O

Bemerkung: Die 2. Fundamentalform II definiert punktweise eine R-bilineare Abbil-
dung

I, : T,M x T,M — T,M*+,  pe M.

Als unmittelbare Konsequenz aus den Definitionen ergibt sich

Satz 10.15 (GauB-Formel) VY =VyY +1I(X,Y) fir X,Y € x(M).

Definition 10.16 Der Form-Operator in Richtung eines Normalenfeldes € € T(TM*)
st definiert als

AX =—(Vz9T,
d.h. Ac € End TM.
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Lemma 10.17 Der Form-Operator A¢ ist ein selbstadjungierter Endomorphismus von
TM und es gilt die Formel

E(H(X,Y),g):§<A§X,Y), XaYGX(M)'

Beweis:  Die Selbstadjungiertheit folgt direkt aus der Symmetrie der 2. Fundamen-
talform. Da der Zusammenhang V metrisch ist folgt direkt aus der Definition:

(X, Y),&) =3((VgY), &) = X(@(Y,€) —9(Y, V&)

=g(Y, ~Vx&) =g(Y, AeX).
O

Bemerkung: Im Falle einer Hyperebene M C M hat man ein Normalenfeld N. Sei
A = Ay, dann gilt

(X,Y)=g(II(X,Y),N)N = G(AX,Y) N .

Insbesondere ist der Form-Operator der Sphire S™ C R**! gleich —Id.
Beispiel: Sei M? C R? eine orientierte Fliche. Wir betrachten das Einheits-Normalen-
vektorfeld N : M — S? C R®. Die Weingartenabbildung ist definiert als

AN : T,M — TnpS® = N(p)* = T,M

Wir berechnen dN mit Hilfe der Integralkurve ¢ von X, ¢(0) = p und ¢(0) = X. Dann
ist

AN(X) = —| N(c(t)) = X(N) = VxN = (VxN)T = —AyX,
denn
9(VxN, N) = S Lxg(N, N) =0

und folglich ist VxN = (VxN)T. Somit entspricht die Weingarten-Abbildung gerade
dem Form-Operator.

10.7 Kovariante Ableitung auf Vektorbiindeln

Sei w: E — M ein Vektorbiindel iiber M.
Definition 10.18 FEine kovariante Ableitung auf E ist eine R-bilineare Abbildung
V:x(M)xT(E)—>T(E), (X,s)— Vxs,

so dass fir alle f € C*(M) und alle X € x(M) folgende Eigenschaften erfillt sind:
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1. Vsz:fVXS
2. Vx(f-s)=X(f) s+ fVxs

Bemerkung: Kovariante Ableitungen auf 7'M setzen sich fort zu kovarianten Ablei-
tungen auf Tensor- und Formenbiindeln. Mit Hilfe von Hauptfaserbiindeln kann man
dafiir eine universelle Beschreibung geben. Hier bleiben es erstmal ad-hoc Definitionen.

Beispiel: Sei B ein (0,r)-Tensor, dann ist VxB ein (0,7)-Tensor, der definiert ist
durch:

(VxB)(X1,....X,) = X(B(Xy,...,X,)) = > B(Xy,...,VxX;,...,X,).
=1

Im Folgenden sollen Anwendungen fiir diese Formel gegeben werden.

Lemma 10.19 Fine kovariante Ableitung auf T M ist metrisch bzgl. einer Riemann-
schen Metrik genau dann, wenn g parallel bzgl. V ist, d.h. Vg =0 gilt.

Beweis: Seien XY, Z Vektorfelder auf M, dann gilt nach Definition von Vg:
(Vxg)Y,2) = X(9(Y,2)) — g(VxY,Z) — g(Y,VxZ),

woraus sich unmittelbar die Behauptung ergibt. O

Lemma 10.20 FEin Vektorfeld X auf M ist genau dann ein Killing-Vektorfeld, wenn
fur den Levi-Civita-Zusammenhang zu g die Gleichung

9(Vy X, Z) + g(Y,VzX) = 0

fiir beliebige Vektorfelder'Y, Z erfiillt ist, d.h. genau dann, wenn VX schiefsymmetrisch
ist, also eine 2-Form auf M definiert:

(VX)Y, Z) = g(Vy X, Z) .

Beweis: Nach Definition ist X € x(M) genau dann ein Killing-Vektorfeld, wenn der
lokale Flufl von X aus lokalen Isometrien besteht, also genau dann, wenn Lxg = 0 gilt.
Nach der Definition der Lie-Ableitung von Bilinearformen und der Voraussetzung, dass
V metrisch und torsionsfrei ist, erhélt man

(Lxg)(Y,2) = Lx(9(Y,2)) —g(LxY,Z) = g(Y, LxZ)
=g(VxY, Z2)+g(Y,VxZ) —g(VxY —=Vy X, Z) — g(Y,VxZ — VzX)
=9(VyX,Z) + g(Y,VzX),
woraus unmittelbar die Behauptung folgt. O

Bemerkung: Killing-Vektorfelder X sind also dadurch charakterisiert, dass VX ein
schiefsymmetrischer Endomorphismus von 7'M ist.
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Lemma 10.21 Sei (M",g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit einem torsions-
freien Zusammenhang V. Dann gilt fiir eine beliebige Differentialform w auf M :

n

dw = Zei/\veiw ,

i=1
wobei {e;} eine lokale ortho-normale Basis von TM ist, mit dualer Basis {e'} von

7M.

Beweis: Sei zunéchst w eine 1-Form. Dann gilt fiir die linke Seite der zu beweisenden
Gleichung;:
dw(X,Y) = X(w(Y)) = Y(w(X)) = w([X,Y])

Auf der rechten Seite erhélt man:
S AVLw)(X,Y) = S (X)(Vew)(Y) = ¢(V)(Vew)(X)]
= (Vxw)(Y) — (Vyw)(X)
— X(@(Y) = w(VxY) = Y (@(X)) + w(VyX)
= X(@(Y) = Y (w(X)) - w([X, Y))

In der letzten Gleichung nutzte man die Torsionsfreiheit des Zusammenhangs V durch
die Gleichung [X,Y] = VxY — Vy X.

Fiir Formen beliebigen Grades nutzt man die Formel:

dw(Xo, ..., X)) = Y. (—1V Ly, (w(Xo...,Xj,..., X))

A~

+ Zi<j(_1)i+jw([Xi7Xj]7 o X Xy )

und

Zi(ei A veiw>(X0, ... 7Xk) =

Folgerung 10.22 Parallele Formen sind geschlossen.

Bemerkung: Die kovariante Ableitung Vw einer k-Form w kann man auffassen als
Schnitt im Vektorbiindel 7% M @ AFT*M. Man hat Vw = > €' ® V., w, fiir eine lokale
ONB {e;}. Tatséchlich gilt nach Definition des Tensorproduktes

Y (€@ Vew) (X, Xy, Xp) =Y e (X)(Vew) (X, Xp) = (Vxw)(Xy,..., Xp) .
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Man hat folgende Isomorphie von Vektorbiindeln, die einer punktweisen Isomorphie
von Vektorrdumen entspricht:

T*M @ N*T*M = A" ' T*M o AF'T*"M o F

dabei ist E ein zusétzliches Vektorbiindel, das hier nicht genauer beschrieben werden
soll. Man kann explizit Projektionen auf die ersten beiden Summanden angeben:

pry : T"M @ A*T*M — A" T*" MA@ w — AAw
und
pry : T*M @ APT*M — A*'T* M, X* @ w — ixw

wobei X ein Vektorfeld ist mit der dualen 1-Form X* := ¢(X, ). Mit diesen Bezeichun-
gen gilt dann:
dw = pry(Vw)

Die Projektion auf den zweiten Summanden liefert (bis auf ein Vorzeichen) das soge-
nannte Kodifferential d* : QF(M) — Q*=1(M). Man schreibt oft auch d* = . Es gilt
also

d'w = —pry(Vw) = — Ziekvekw

Das Kodifferential d* ist der zu d adjungierte Operator. Dh. bzgl. des L?-Skalarproduktes
(o, B) = [{a, B)dvol, gilt (da, B) = (o, d*3), wobei a € QF(M) und 3 € Q¥1(M).
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11 Kriimmung Riemannscher Mannigfaltigkeiten

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Levi-Civita Zusammenhang V.

Definition 11.1 Die Riemannsche Kriimmung wvon (M, g) ist die Abbildung
R:x(M)x x(M) x x(M) — x(M), (X,Y.Z)— RxyZ

die fiir Vektorfelder X,Y, Z definiert ist durch

RX7yZ = VXVYZ — Vyvxz — V[X,y}Z .

Lemma 11.2 Die Abbildung R ist ein (1,3)-Tensor, d.h. C*°(M)-linear in allen Ein-
tragen.

Beweis: Es ist zum Beispiel,

RyxyZ = [VxVyZ = Vy[VxZ = Vixyiv(nxZ
= fVxVyZ — fVyVxZ — Y(f)vXZ - fV[X,Y]Z + Y(f)vXZ
= fVXVyZ — [VyVxZ — fVixyZ.

Analog zeigt man die C*°(M)-Linearitit in den iibrigen Eintrégen. O

Bemerkungen:
1. Die Abbildung R definiert auch einen (0, 4)-Tensor: R(X,Y, Z,U) = g(RxyZ,U).

2. Der Riemannsche Kriimmungstensor definiert punktweise R-lineare Abbildungen.
Fiir fixierte Vektoren X,Y € T,M hat man

Rxy : T,M — T, M, RxyZ = (Rs:Z)(p)

wobei X,Y ., Z Fortsetzungen der Vektoren X,Y, 7 € T,M zu Vektorfeldern auf
M sind. So geschrieben ist die Kriimmung eine endomorphismen-wertige 2-Form.

3. Fiir die Riemannsche Kriimmung gibt es auch die Definition mit dem umgekehr-
ten Vorzeichen.

4. Die Riemannsche Kriimmung ist vollstdndig durch den Levi-Civita-Zusammenhang
bestimmt und kann also lokal durch die Christoffel-Symbole bzw. in Abhéngigkeit
von der Metrik und ihren partiellen Ableitungen ausgedriickt werden. Definiert
man

Rijkl = Q(R o o -, L ) )
i’ Ozj
dann ISt d1e genaue Forrnel:

or . or;. i m ; "
Rijm = 2ot — aor T E U Uiy — E Uy 10
m m
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Der Riemannsche Kriimmungstensor hat eine Reihe von Symmetrien und speziellen
Eigenschaften.

Satz 11.3 Seien dabei X, Y, Z, U,V beliebige Vektorfelder auf M, dann gilt:
1. RX)Y,Z,U) = —R(Y,X,Z,U) = —R(X,Y,U,2)
2. R(X,)Y,Z U) = R(Z,U X,Y)

3. 1. Bianchi-Identitdt:
R(X,)Y,Z,U) + RY,Z,X,U) + R(Z,X,Y,U) = 0
4. 2. Bianchi-Identitdt:
(VxR)(Y,Z,UV) + (VyR)(Z,X,U, V) + (VZzR)(X,Y,U,V) = 0

Beweis: Zu 1.: Die Schiefsymmetrie in X,Y folgt direkt aus der Definition. Der
Kriimmungstensor ist schiefsymmetrisch in Z, U genau dann, wenn R(X,Y,Z, Z) =0
fiir alle Vektorfelder XY, Z erfiillt ist. Da V metrisch ist folgt:

Lxg(Z,Z) =9(VxZ,Z) + 9(Z,VxZ) = 29(VxZ,Z)
Lixy19(Z,Z) =29(Vixy)Z,Z)
LyLxg(Z,Z) =2¢9(VyVxZ. Z) + 29(VyZ,VxZ)
LxLyg(Z,Z) =2¢9(VxVyZ,Z) + 29(VNxZ,VyZ)

Subtrahiert man die letzten drei Gleichungen von einander, so erhélt man:
0 = (LXLY - LyLX - L[)@y])g(z, Z)
= QQ(VvaZ — VyVXZ — V[ny}Z, Z)
= 29(RXYZ: Z)

Zu 3.: Wir kénnen durch eine geeignete Wahl ohne Einschrénkung annehmen, dass
[(X,Y]=1[Z,X]=1Y,Z] =0 in einem Punkt. Dann ist

RxyZ + Rz xY + Ry zX
=VxVyZ —VyVxZ+VzVxY —=VxVzY +VyVzX —VVy X
=Vx(VyZ =VzY)+Vy(VzX = VxZ)+ Vz(VxY — VyX)
= Vx([Y,Z2]) + Vy([Z, X]) + Vz([X,Y]) = 0.

Zu 2.: Nach 3. gelten

R(X,Y,Z,W) +
R(Y,Z,W,X) +
R(Z,W,X,Y) +
R(W,X,Y,Z) +

Y, Z, X, W)+ R(Z,X,Y,W) =0,
(Z,W,Y,X)+ RW,Y, Z,X) =0,
(W, X,Z,Y)+R(X,Z,W,Y) =0,
(X,Y,W,Z)+ R(Y,W, X, Z) = 0.

v E= R ey
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Addieren dieser Terme ergibt,
2R(X, Z,W,Y) —2R(W,Y, X, Z) = 0.
Zu 4.: Nach der Definition der kovarianten Ableitung von (0,r)-Tensoren erhdlt man
fiir die kovariante Ableitung des Kriimmungstensors zunéchst folgende Formel:
(VxR)(Y,Z,UV) = X(RY,Z,UYV)) — R(VxY,Z,UV) — RY,VxZ,UYV)
— R(Y,Z,VxUV) — R(Y,Z,UVxV)

= X(g(RyzU,V)) — g(Rvyy,zU, V) — g(RyvyzUV)
—g(Ryzva,V) - g(Rysz,VXV)

= Q(VX(RY,ZU) - RVXY,ZU - RY,VXZU - RY,ZVXU, V)
= g((VXR)YzU, V) .

Die letzte Gleichung ist dabei genau die Definition von (VxR)y z. Somit kann man
die 2. Bianchi-Identitédt dquivalent fiir die Kriimmung R als endomorphismen-wertige
2-Form schreiben. Zu zeigen ist dann:

(VxR)yz + (VyR)zx + (VzR)xy = 0.
Die Definition von V x R in obiger Rechnung lésst sich auch folgendermassen schreiben:

(VXR)KZ = [VX7RY,Z] - RVXY,Z - RY7VXZ

Setzt man hier die Definition der Kritmmung Ry y = [Vx, Vy] — V|x y] ein, so folgt
(VxR)yz = [Vx,[Vy,Vzl] = [Vx,Vyz] — Rvyvz — Ryyvyz

= [Vx,[Vy,VZz]] = Vixvzy + Bxvz — Rvyviz — Ryvyz

Bildet man nun die zyklische Summe {iber X, Y, Z dann verschwinden die Summanden
mit V auf Grund der Jacobi-Identitét. Die restlichen Kriimmungsterme fallen weg nach
Anwendung der Gleichung VxY — Vy X = [X, Y] und ihrer Permutationen. O

Bemerkungen:

1. Die ersten drei Eigenschaften sind algebraischer Natur. Punktweise sind sie dquivalent
dazu, dass die Riemannsche Kriimmung in Sme(AQT;M ) Nker b liegt, also eine
symmetrische Bilinearform auf AQT;M ist, die im Kern der Bianchi-Abbildung
b: N°TrM @ N*TrM — AT M liegt, die definiert ist durch b(a ® ) = a A 3

2. Die Riemannsche Kriimmung kann man auch auch auffassen als symmetrische
Abbildung R : /\2T];k M — A2T; M. In diesem Fall spricht man vom Kriimmungs-
operator, implizit definiert durch

JR(XAY),UAV) = R(X,Y,U,V).

Man bemerke, dass man mit Hilfe der Metrik in jedem Punkt eine Identifika-
tion TXM = T,M hat. Die 1. Bianchi-Identitét entspricht dann der Gleichung
> R(wi) Aw; = 0, fiir irgendeine Ortho-Normal-Basis {w;} von A*TM. Der
Kriimmungsoperator der Standardsphére (siehe unten) ist gleich —Id.
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Aufgrund der C*(M)-Linearitét im unteren Eintrag definiert die kovariante Ableitung
VZ einen Endomorphismus auf 7'M, d.h. man betrachtet die Zuordnung

VZ:TM — TM, X—=VxZ.

Die kovariante Ableitung V induziert nun auch eine kovariante Ableitung auf End (T'M),
die ebenfalls mit V bezeichnet wird. Sei L € End (T'M), so definiert man

(VxL)(Y) = Vx(L(Y)) = L(VxY).
Dies ermoglicht eine sinnvolle Definition von

V2Z=V(VZ), ViyZ=(Vx(V2)(Y).

Lemma 11.4 RxyZ =V%yZ — Vi Z.
Beweis: Nach Definition von V auf End (T'M) ist

ViyZ =Vx(VZ(Y)) - VZ(VxY)=VxVyZ —Vy,.vZ
Folglich ist

ViyZ —ViyZ =VxVyZ —VyVxZ —Veo,y-vyxZ = RxyZ.
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11.1 Die Schnittkriimmung
Lemma 11.5 Sei £ C T,M ein 2-dimensionaler Unterraum, dann ist die Zahl

R(X,Y,Y,X)

K(X,Y)= g(X, X)g(Y,Y) — g(X,Y)?

unabhdngig von der Wahl der Basis {X,Y} von E.

Beweis: Sei £ = span{X,Y} = span{V,W} und V = aX +0Y, W = ¢X + dY,

dann ist

det(a Z) =ad—cb+#0

c
und

g(RywW,V) = (ad — cb)*g(RxyY, X)
Analog iiberzeugt man sich, dass

gV, V)g(W, W) — g(V,W)? = (ad — ¢cb)* (9(X, X)g(Y,Y) — g(X,Y)?)
=det (2%) (¢(X, X)g(Y,Y) — g(X,Y)?).

Bemerkungen:

1. Die Zahl K(E) = K(X,Y) fir E = span{X, Y} nennt man Schnittkrimmung
von E in p.

2. Falls dim M = 2, so ist K eine Funktion auf M,
K(p) = K(T,M).
Sie heifit Gauf-Krimmung auf M.

3. Man kann den Nenner der Schnittkriimmung mittels der Determinate ausdriicken:

det <g(x,x> gom) = g(X, X)g(V,Y) = g(X,Y)? = g(X N\Y, X AY).

gV, X) g(Y)Y)

Insbesondere ist || X||?||Y]|? — ¢(X,Y)? # 0, falls X,Y linear unabhéingig.

Satz 11.6 Die Riemannsche Krimmung ist vollstindig durch die Schnittkrimmung
bestimmd.

Definition 11.7 FEine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit ist ein Raum kon-
stanter Kriimmung ¢, falls K(E) = ¢ fiir alle 2-dimensionalen Unterrdume E C T,M
und alle p € M.

121



Bemerkung: Ridume konstanter Schnittkriimmung sind Quotienten von R”, S™ H"
(Satz von Hopf bzw. Cartan-Hadamard).

Satz 11.8 Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter Krimmung
c. Dann gilt

RxyZ =c(g(Y,2)X — g(X,Z)Y).

Beweis: Wirsetzen F(X,Y, Z, V) =c(g9(Y,Z2)g(X,V) — g(X, Z)g(Y,V)). Man rech-
net direkt nach, dass F' Eigenschaft 1.-3. von Satz 11.3 erfiillt und folglich ist F' €
Sym? (AT, M) Nker b mit

F:A25 A%, F=dd
Folglich ist F(X,Y,Z,V) = —cg(X ANY,Z ANV) und
F(X,Y,Y,X)  g(XAY,XAY)

KX Y)= = =c=K}X.,Y).
XY = XAy xny) g Av.xAY) © (X.Y)
Somit ist F' = R. O
Beispiele:

1. Ist M =R", soist K =0, denn VxY = X(Y). Dann gilt
RyyZ =X(Y(2)) -Y(X(2)) - [X,Y](Z) = 0.
R™ ist "flach”.

2. Sei M = S™ C R™"*! dann ist, wie schon gesehen, der Levi-Civita-Zusammenhang
der von der flachen Metrik auf R"*! induzierten Metrik gegeben durch

VxY =X{Y)+ (Y, X)N .
Damit berechnet sich die Kriimmung von S™ als
RxyZ =VxVyZ —VyVxZ —Vxy|Z
= X(Vy2)+(X,VyZYN -Y(VxZ)—(Y,VxZ) N
- [X.Y)(2) - (X,Y], Z) N
=XYZ)+ Y, Z)N)+ (X, Y(Z2)+(Y,Z) N) N
- YX(Z2)+(X,Z)N)— (Y, X(Z)+(X,Z) N) N
- X(Y(2)+Y(X(2) - (X, Y], Z) N

= X({Y,2) N) + (X, Y(Z)) N -Y((X,Z) N) = (Y, X(Z)) N - ([X, Y], Z) N

= X((Y,2)N) =Y (X, 2) N) + ({(X,Y(2)) = (Y, X(2)) = ([X, Y], Z)) N
=Y, 2) X - (X,2)Y
+(X((Y,2)) =Y (Y, 2)) + (X, Y(2)) = (Y, X(2)) = ([X,Y], Z)) N
=Y, 2)X - (X,2)Y
Somit ist
<RX,YKX>:<Y7Y> <X7X>_<X7Y> <KX>:<X/\Y7X/\Y>
und daher ist K(5") =1
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3. Wir betrachten den hyperbolischen Raum
H"={z eR" |z, >0},
mit der Metrik

1 n
g= x—% <dei®dxi) .

i=1
Man verifiziert sofort, dass dann

1
9ij = I_%Eijy
Damit berechnen sich die Christoffel-Symbole wie folgt,
1
ry=—, i<n,

1
k _ 1k _ Tk
an - - an - an
Tn,

Ffj =0, sonst.

Es folgt, dass K(H"™) = —1. Im Spezialfall

g7 =22 EY.

1
H? ={(z,y) |y >0}, g= E(de +dy?),
also
1
Gzax = E = Gyy> Gy = Qyz — 0,

erhédlt man dies auch direkt aus der Koszul-Formel, ohne die Christoffel-Symbole
berechnen zu miissen. Es ist ndmlich,

29(V 020z, 0y) = OuGuy + OGyz — Oygae = —0y(Guz) = %
Damit erhilt man
V90 = iay.
Analog berechnet man
Voudy = —iay, Vouds = Voudy — —éax.
Der Kriimmungstensor ergibt sich damit zu
Roz0y0r = Vs Voy0p — Vo, Vs 0y = %@/-
Die Schnittkriimmung ist dann gerade
R(8,,8,.0,.0, g (#%%)
K = K000 = gt o = T -t
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11.2 Ricci-Kriimmung

Definition 11.9 Die Ricci-Kriimmung von (M, g) ist punktweise definiert durch die
Abbildung

Ric: T,M x T,M — R,
mit

Ric(X,Y) = tr (Z — RyzxY).

Bemerkungen:
1. Ric ist ein (0, 2)-Tensor.

2. Ric definiert einen Endomorphismus von T'M durch die Gleichung
g (Ric(X),Y) = Ric(X,Y).

3. Sei {e;} eine lokale Orthonormalbasis, dann hat Ric die Darstellung

k k
Ric(X,Y) =Y Rle:, X, Y,e) =Y R(X,e5,,Y).

i=1 i=1

Lemma 11.10 Ric ist ein symmetrischer (0,2)-Tensor.
Beweis: Die Behauptung folgt direkt aus den Symmetrien des Kriimmungstensors,
Ric(X,Y) =Y R(e;, X,Y,e;) = Y _R(Y,ej e, X) =Y _ Rle;, Y, X,e;) = R(Y, X).

O
Aufgrund der Symmetrie ist Ric bereits durch Ric(X, X) bestimmt (Polarisation),

Ric(X,Y) % (Ric(X, X) + Ric(Y,Y) — Ric(X — Y, X — Y)).

Es zeigt sich nun, dass Ric daher bereits vollstdndig durch die Schnittkriimmung be-
schrieben ist.

Lemma 11.11 Sei {e;}}'"}' eine Orthonormalbasis in X+ C T,M. Dann gilt

Ric(X, X) = iK(X, ei)g(X, X).

=1
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Beweis: Ohne Einschrénkung sei |X| = 1 und eine Orthonormalbasis von T,M ge-
geben durch X = e,, X+ = span{e;,..., e, 1}. Es ist nach Definition der Schnitt-
kriimmung,

R(e;, X, X, e;) = K(X, &) (|es]*| X|* = g(ei, X)?) = K(X,e;) (1-67,),

und folglich

Ric(X, X) =Y R(e;, X, X, ¢;) = i K(X,e)g(X, X).

=1 =1

Definition 11.12 Die Skalarkriimmung st definiert als

scal, = tr(Ric) = Z Ric(e;, e;) = Z R(e;, ej, €5, ;).
i ij
Die Skalarkriimmung ist eine glatte Funktion auf M, die von der Metrik g abhéngt.

Beispiel: (M, g) habe konstante Schnittkriimmung ¢. Dann gilt fiir die Ricci-Kriimung

Ric(X, X) = iK(X,ei)g(X,X) =c-(n—1)g(X,X),

und folglich ist die Skalarkriimmung ebenfalls konstant und gegeben durch

scal, = c-n(n —1).

Bemerkung: Der Kriimmungstensor lisst sich als Element
R € Sym*(A*V) Nkerb, V =T,M,
auffassen. Aus der Darstellungstheorie der SO(n) wissen wir, dass
R @ SymiV @& A'V @ W = Sym?*(A*V) C A’V @ A*V.
Da A*V nicht im Kern der Bianchi-Abbildung liegt, lisst sich R somit darstellen als
R = scal + Ric + w,

wobei w fiir die Weyl-Kriimmung steht.
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11.3 Einsteinmetriken

Definition 11.13 FEine Einsteinmetrik ist eine Metrik g mait
Ricy = Ag,

fiir eine Konstante X € R.

Bemerkungen:

1. Rdume konstanter Schnittkriimmung sind Einstein, denn

Ric, =c¢- (n—1)g.

2. Ist M Einstein, dann gilt A = %
3. Ist dim M = 1, dann verschwinden alle Kriimmungsgrofien.
4. Ist dim M = 2, dann gilt
2 .
Ric(e;, e;) = ZR(% €k, €k, €j) = {O’ i#J

k=1 R(61762762761) - R(62,€17€17€2)7 7 = j)

= K- g(ei’ ej)
Somit ist
Ric = K - g, scal = 2K,

d.h. alle Kriimmungsgréfen fallen zusammen. Insbesondere ist M genau dann
Einstein, wenn K konstant ist.

5. Fiir 2-dimensionale Mannigfaltigkeiten existiert immer eine Metrik konstanter
Kriimmung.

6. Die Schnittkrimmung bestimmt die Ricci-Kriimmung. Ist dim M = 3, so gilt
auch die Umkehrung (dies gilt nicht mehr fiir dim M > 4). Insbesondere gilt

(M?, g) Einstein < M hat konstante Schnittkriimmung.

Sei dazu {ey, es, €3} eine Orthonormalbasis, dann gilt

Ric(ey, e1) = K(ey,e2) + K(eq, e3),
RiC(€2, 62) = K(eg, 61) + K(GQ, 63),
Ric(es, e3) = K(es,e1) + K(es, e2).

Es handelt sich hierbei um ein lineares Gleichungssystem fiir die drei Unbekannten
K(eq,e2), K(eq,e3) und K(eq, e3). Man erhélt daraus eine explizite Formel fiir die
Schnittkriimmung in Abhénigkeit der Ricci-Kriimmung.
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7. Die Einsteinsche-Feldgleichung ist

wobei T' den Energie-Impuls-Tensor bezeichnet. Falls keine Masse im System
vorhanden ist, so ist 7' = 0 und die Feldgleichung schreibt sich als

scalg

Ric, —

g=0<% Ric, =0 .
Losungen der Feldgleichung sind also genau die Ricci-flache Metriken.

8. Einstein-Metriken sind kritische Punkte des Hilbert-Funktionals. Bezeichne
M (M) := {Riemannsche Metriken mit Volumen 1},
dann ist das Hilbert-Funktional gegeben durch

S:Mi(M) =R, s(g) = / scal, dvol,,.
M

9. Mit Hilfe topologischer Obstruktionen kann man die Existenz 4-dimensionaler
Mannigfaltigkeiten zeigen, die keine Einstein-Metriken zulassen.

10. Die Existenz von Mannigfaltigkeiten der Dimension > 5 ohne Einstein-Metrik ist
vollig ungekléart.

11. Ist (M, g) zusammenhéngend und Einstein, dann ist die Skalarkriimmung kon-
stant. Man kann diese Mannigfaltigkeiten einteilen nach

scal, <0, scal, = 0, scal, > 0.

Es gibt topologische Obstruktionen gegen die Existenz von Metriken positiver
Skalarkriimmung. Jede glatte Funktion auf einer Mannigfaltigkeit, die auch ne-
gative Werte annimmt 148t sich als Skalarkriimmung einer Metrik realisieren.

Satz 11.14 (Schur,1886) Sei (M",g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit n > 3
und

Ricg=f-g
mit einer glatten Funktion f € C*°(M). Dann ist [ konstant.

Bemerkung: Genauer gesagt hat Schur folgende etwas speziellere Aussage gezeigt:
Ist g eine Metrik, so dass die Schnittkriimmung fiir jede Ebene E' C T, M nur vom
Punkt p abhingt, d.h. K(E) = f(p), dann ist die Schnittkriimmung K konstant.
Tatséchlich, da die Ricci-Kriimmung eine Summe von Schnittkriimmungen ist, folgt
aus der Voraussetzung die Gleichung Ric = cfg, fiir eine gewisse Konstante ¢ und aus
allgemeineren Aussage folgt dann, dass f und somit die Schnittkriimmung konstant
sein muss.

Die Beweisidee der allgemeineren Aussage liegt darin, die Gleichung Ric, = f - g zu
differenzieren und daraus df = 0 zu folgern. Dafiir ben6tigen wir jedoch noch einige
technische Vorbereitungen.
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Definition 11.15 Sei B ein (0,7)-Tensor und {e;} eine lokale ortho-normale Basis
von T,M. Dann ist die Divergenz von B definiert durch

(6B)(X1,..., X,1) == Y (Ve,B) (e, X1, ..., X, ).

(2

Bemerkungen:
1. Auf Differentialformen entspricht ¢ genau dem Kodifferential d*.

2. Seien A, B zwei (0, r)-Tensoren, dann definiert man

(A, B)= > Alei,,...,ei)Blei,... ;).

3. 6B ist ein (0,7 — 1)-Tensor.
4. g = 0, denn die Metrik ist parallel beziiglich dem Levi-Civita-Zusammenhang.
5. Ist B symmetrisch, so auch 6 B.

6. Sei B ein (0, 2)-Tensor, dann ist

try(B) = ZB(Gi,ei) = (B.g) .

Definition 11.16 Sei X ein Vektorfeld auf M, dann ist
div(X) = Zg(veiX, e;)

die Divergenz von X.

Beispiel: Ist M = R"”, dann ist

A(X) = 32 gV Xoe) = Do glei X)) = D05

Lemma 11.17 Sei wx die 1-Form zum Vektorfeld X, d.h.
wx(Y) = g(X,Y).
Dann gilt

d*wx = —div(X).
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Beweis: Der Levi-Civita-Zusammenhang ist metrisch und folglich gilt

dwx ==Y (Vewx)(e) = =Y (Le(wx(e)) —wx(Veer)

= - Z (Lei<g(X> ez)) - g(X> Veiei)) = - Zg(veiXa 6,’)
= —div(X).

Bemerkung: Der Laplace Operator lasst sich fiir f € C*°(M) definieren durch
Af = —div(grad (f)) =d*d f .
Bemerkung: Sei X € T),M, dann existiert lokal eine sogenannte parallele Fortsetzung

von X zu einem lokalen Vektorfeld X mit (VX), = 0. Sei nun B ein (0, r)-Tensor und
Xi1,...,X,,V €T,M in diesem Sinne parallel fortgesetzt, dann gilt in p:

(VvB)(X1,..., X)), = Ly(B(Xy,..., X)), — iB(. R VA R

= Ly(B(Xy,..., X,)).

Fiir Tensorrechnungen in einem Punkt p kann man damit auch immer 0.B.d.A. lokale
Orthonormalbasen {e;} betrachten, die die Bedingung (Ve;), = 0 erfiillen. Dadurch
lassen sich oft Rechnungen erheblich vereinfachen.

Die Existenz der parallelen Fortsetzung wird spéter mit der Hilfe der Parallelverschie-
bung bewiesen.

Lemma 11.18 JRic = —% dscal,.

Beweis: Sei p € M und {e;} eine ortho-normale Basis von T,M, v € T,M und
€1,...,6n,v seien, in einer Umgebung von p, parallel fortgesetzt. Dann gilt nach der
2.Bianchi-Identitéat

0= (VuR)(es,e5,¢5,€) + (Ve, R)(ej,v,e5,€;) + (Ve, R) (v, €5, €5, €;)
= LyR(ei, ej,¢j,¢;) + Le,R(ej, v, €5, ¢;) + Le, R(v, €5, €5, €;).

Summation iiber ¢« und j ergibt
0 = Lyscal, — Z L Ric(v,e;) — Z Le;Ric(v, e;)
i J
= dscal,(v) + 2(dRic)(v).
Somit folgt die Behauptung des Lemmas. O

Beweis des Satzes von Schur: Sei also Ric = f - ¢ fiir ein f € C*(M), dann ist

1
F=2200 = dim M.
n
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Es gilt nun nach dem vorigen Lemma,
—%dscalg — 6Ric = 4(f - g)
= =SV (f o))
== La(f-9)e)
— 3L () - glen) —Zng&J
= —g(grad f,") = —df = —%dscalg'

Daher ist 0 = (% — %) dscal, und schlieflich
dscaly, = 0, fiir n # 2.

Also ist die Skalarkriimmung und damit die Funktion f konstant.
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11.4 Lie-Gruppen
Sei GG eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g = T,.G.
Bemerkungen:

1. Linksinvariante Metriken auf G stehen in einer 1:1 Beziehung zu Skalarprodukten
auf der Lie-Algebra. Betrachte dazu ein Skalarprodukt (-,-) auf g, dann definiert
man

gn(X,Y) = (dlj-1(X),dlp—1(Y)) = [ (X, Y).
Analog definiert jede linksinvariante Metrik ein Skalarprodukt auf g.

2. Bi-invariante Metriken sind Metriken, die links- und rechtsinvariant sind, d.h.
sowohl Links- als auch Rechtstranslation sind Isometrien.

Lemma 11.19 Sei G eine zusammenhdngende Lie-Gruppe mit einer links-invarianten
Metrik (-,-). Dann sind dquivalent:

1. (-,-) ist bi-invariant.
2. (-,+) ist Ad-invariant.
3. (ad(2)X,Y) + (X,ad(2)Y) = 0.
4. Der Levi-Civita-Zusammenhang ist gegeben durch

1
VxY=3XY], firX.Yeg.

Beweis: Bis auf die Aquivalenz von 3. und 4. haben wir bereits alles in Kapitel 8
gezeigt. Da (-, -) links-invariant ist, ist (X,Y") konstant fiir X, Y € g und somit ist nach
der Koszul-Formel,

2(VxY, 2) = = (X, [V, Z]) + (Y, [Z, X]) + (2, [X, Y])
= (X,[2.Y)) + {2, X].Y) + ([X,Y],Z).

Somit ist

X ZY)+(Z,X,Y)=0 o ViV = %[X,Y].

Folgerung 11.20 Sei G eine Lie-Gruppe mit bi-invarianter Metrik. Dann gilt

1. RxyZ = —i[[X, Y], Z]
2. K(X,Y) = i““[;((/’?”z 20
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Beweis: Zu 1: Unter Verwendung der Jacobi-Identitét ist

RX7yZ = VXVYZ — Vyvxz — V[X’y}Z

— (XY, 21) - [V, X, 2]) - 2([X. Y], 2))

4
_ i([x, Y, Z]] + Y, [2, X]] + 27, [X, Y]))
_ i[z, X, Y]

Zu 2:

K(x,y)= BXEYYX) | LAX YLV X) LA Y X V)
’ IXAYIP 4 XAYP 4 X AY)

Bemerkung: Auf Lie-Gruppen kennen wir bereits die Killing Form
Be(X,Y) = Tr(ad(X) o ad(Y)).
B¢ ist genau dann nicht ausgeartet, wenn G halbeinfach ist. Ist G kompakt und halb-

einfach, dann ist Bg negativ definit. In diesem Fall wird G durch die Killing Form zu
einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (G, —Bg).

Satz 11.21 Sei G eine kompakte, halbeinfache Lie-Gruppe. Dann ist (G, —Bg) eine
Finstein Mannigfaltigkeit.

Beweis: Man berechnet die Ricci-Kriimmung zu
Ric(X,Y)=Tr(Z — Rz xY) =Te(Z — —i[[Z, X],Y)) = —}lTr(Z — [[Z, X],Y])
= 2TH(Z = [X, 1Y, Z])
= —}lTr(Z — ad(X) oad(Y)(2))

1
=~ Bo(X.Y).
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11.5 Riemannsche Produkte

Seien (M, g1) und (Ms, g2) zwei Riemmansche Mannigfaltigkeiten. Wir betrachten die
Produktmannigfaltigkeit M = M; x M, mit der Metrik g = g1 @ ¢g». Dabei identiifiziert
man die Tangentialrdume wie folgt

TM=TM &TM,, TM>X=X,+X,, X,€TM,X,eETM.

Bzgl. der Produkt-Metrik sind die Unterrdume 7'M; und T'M, in T'M zueinander or-
thogonal. Der Levi-Civita-Zusammenhang auf M ist daher gegeben durch,

VxY =V Y+ VE,
Fiir die Kriitmmungsgrofen erhélt man weiterhin
RxyZ = R% v, Z1 + R%, y, 2o,
Ric, = Ric,, @ Ricy,
scal, = scaly, + scalg,,

K(X,Y)=0, falls X € TM,)Y € TM;, i#j.

Bemerkungen:

1. Man erhélt zum Beispiel, dass die Schnittkriimmung beziiglich der Produktmetrik
auf S? x S? nicht-negartiv ist: Kg2,g2 > 0.

Hopf Vermutung: Es gibt keine Metrik g auf S x S? mit K, > 0.
2. Sind M; und M, Einstein, dann ist auch M; x M, Einstein, falls

scaly,  scalg,
dim M; — dim Mo’

Beispiele:

1. Die Produktmetrik auf S* x S™"~! fiir n > 3 ist nicht Einstein. Denn Sei X € T'S*,
dann ist

Ric(X, X) = Ricg: (X, X) = 0,
denn S! ist eine 1-dimensionale Mannigfaltigkeit. Jedoch ist fiir 0 # Y € T'S" !,
Rie(Y, Y) = c(n — 2)g(Y, ) £0.

2. Auf S' x S? existiert iiberhaupt keine Einsteinmetrik, denn
g Einstein < K, = konstant.

Die drei-dimensionale Mannigfaltigkeit M = S 1% 82 besitzt eine drei-dimensionale
einfach-zusammenhiingende Uberlagerung M. Die sogenannte universelle Uber-
lagerung. Hétte S! x S? konstante Schnittkriimmung so auch die universelle
Uberlagerung M. Diese wire dann diffeomorph zu S® oder R? und damit hétte
M = S' x S? eine triviale 2. Homotopiegruppe, d.h. my(M) = 0, was ein Wider-
spruch ist.
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3. Auch auf S x S? existiert keine Einstein-Metrik. Man kann zeigen (M. Berger,
1961), dass eine kompakte, nicht-flache, 4-dimensionale Einstein-Mannigfaltigkeit
positive Euler-Charakteristik hat. Die Euler-Charakteristik von S! x S? ist aber
Null.
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11.6 Kriimmung von Untermannigfaltigkeiten

Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und i : M — M eine n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit mit der induzierte Riemannsche Metrik g = i*g. Der Levi-Civita-
Zusammenhang V von g ist iiber die GauB-Formel verkniipft mit dem Levi-Civita-
Zusammenhang V der induzierten Metrik g. Fiir die dazugehérigen Kriimmungen liefert
das folgende Beziehung:

Satz 11.22 (Gauf3-Gleichung) Seien X,Y,V,W € x(M), dann gilt
R(X,Y,V,W) =R(X,Y,V,W) — g(Il(X, V), 1IL(Y,W)) + g(IL(X, W), I(Y, V))
Beweis: Wir kénnen ohne Einschrankung annehmen, dass [X, Y] = 0. Dann ist
R(X,Y,V,W)=g(VxVyV — VyVxV,W).
Verwenden wir VxY = VY +II(X,Y), so erhalten wir
g(VxVyV.W) =g(VxVyV, W)+ g(VxIL(Y, V), W)
=g(VxVyV, W) +g(II(X, Vy V), W) +5(VxIL(Y, V), W).

J

=0
Weiterhin ist
—_—

=0

= —g(1(Y, V), VxW) —g(IL(Y, V), 1I(X, W)).

-~
=0

Zusammenfassend ergibt sich

RX,)Y, VW) =g(VxVyV, W) =g(VyVxV, W)
—g(II(Y, V), II(X, W) + g(IL(X, V), II(Y, V))
_ R(X,Y,V,W) — g(I(Y, V), 1I(X, W) + g(I1(X, V), TI(Y, W)).

a

Folgerung 11.23 Sei {X,Y} eine Basis fir einen 2-dimensionalen Unterraum von
T,M. Dann ist

ITI(X, Y| — g(II(X, X), I(Y, Y))
IXAY]?

K(X,)Y)=K(X,Y) -

Beispiel: Wir betrachten S” ¢ R**!. Dann ist K = 0, denn der R™*' ist flach und
II(X,Y) = (X,Y) N. Somit erhélt man

(X,Y) = XY _

[ XPY - (X,Y)"

K(X,Y)=0-
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Bemerkung: Den zweiten Summanden, also

TG V)| =G (II(X, X).IT(Y.Y))
IXAY 2

, nennt man auch

GauB-Kriimmung. Er hingt von der Einbettung M C M ab. Wie die obige Formel
zeigt, stimmt er allerdings im Fall von Hyperflichen des R?® mit der intrinsisch defi-
nierten Schnittkriitmmung iiberein, ist dann also unabhéngig von der Einbettung. Diese
Tatsache ist Inhalt des Theorema Egregium von Gau$.

Bemerkungen:

1.

Der Form-Operator ist selbstadjungiert also diagonaliserbar. Seine Eigenwerte
heiflen Hauptkrimmungen, seine Eigenvektoren Hauptkrimmungsrichtungen.

. Die muttlere Kriimmung bzw. das mittlere Kriimmungsfeld ist gegeben durch

1

H =
dim M

TrII.

. Eine spezielle Klasse von Mannigfaltigkeiten sind die total geoddtischen Unter-

mannigfaltigkeiten. Das sind Untermannigfaltigkeiten mit I = 0.

. Eine Abschwichung davon sind die Minimalfiichen, das sind Untermannigfaltig-

keiten mit H = 0, d.h. die Hauptkriimmungen heben sich in jedem Punkt auf,
die mittlere Kriimmung ist Null.

CMC-Fléchen (constant-mean-curvature) lassen beliebige aber konstante mittlere
Kriimmung zu. Dies sind gerade die Untermannigfaltigkeiten fiir die das mittlere
Kriimmungsfeld parallel ist VH = 0.

. Eine Hyperfliche M C M heiBt Nabel-Fliche (bzw. total umbilisch) falls ein

Normalenfeld N und eine Funktion A\ existieren mit:
II(X,Y) = Ag(X,Y)N.

In diesem Fall gilt fiir den Form-Operator A = AId. Vollstindige, einfach-zu-
sammenhéngende total-umbilische Hyperflichen im euklidischen Raum sind iso-
metrisch zur Standardsphére. Denn aus Folgerung 11.23 ergibt sich, dass die
Schnittkriimmung konstant gleich A? ist. Aus der Klassifikation der Mannigfal-
tigkeiten mit konstanter Schnittkriimmung (Cartan-Hadamard) folgt dann, dass
M isometrisch zur Standardsphére sein muss.

Im Fall von Hyperflichen M C M gibt es einige Vereinfachungen und einfache Ei-
genschaften, die zum Schluss noch erwént werden sollen. Sei N ein Normalenfeld und
A = Ay der Form-Operator von M. Dann schreibt sich die Gaul-Gleichung als

R(X,Y,V,W) = R(X,Y,V,W) — g(AX,V)g(AY,W) + g(AX,W)g(AY,V) .
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Daraus berechnet sich die Ricci-Kriimmung von M als:
Ric(Y,V) = RieY,V) — R(N,Y,V,N) — Y g(Ae;, V) G(AY, e)
+ Y g(Aei,e) gAY, V)
= Ric(Y,V) — R(N,Y,V,N) — g(AY, AV) + trA-g(AY,V)

Sei M C M eine total-umbilische Hyperfliche, d.h. A = A1d, dann ergibt sich auch
Folgerung 11.23 fiir die Schnittkriimmungen die Beziehung

K(X,Y) = K(X,Y) + \.

Es soll nun die Frage untersucht werden, wann die von einer Einstein g induzierte
Metrik g auf einer Hyperfliche M C M wieder eine Einstein-Metrik ist. Im Falle von
Hyperflachen in Rdumen konstanter Schnittkriimmung 148t sich leicht eine vollstéandige
Antwort geben. Fiir Einstein-Hyperflachen im (flachen) Euklidischen Raum hat man
zum Beispiel das folgende Resultat

Satz 11.24 (Ryan) Volistindige Finstein-Hyperflichen positiver Skalarkrimmung in
R mit n > 3, sind isometrisch zur n-dimensionalen Standard-Sphdre S™.

Beweis: Die Metrik g sei Einstein, also Ric = p g und nach Voraussetzung ist p > 0.
Wie oben gezeigt gilt dann

Ric(X,Y) = —g(AX,AY) + trd-g(AX)Y) .

Sei g € M und {e;} die Hauptkriimmungsrichtungen in xg, d.h. Ae; = \;e;. Setzt man
nun X =Y = e;, so folgt
p ==\ + trd-\ .

Damit sind die Hauptkriimmungen in jedem Punkt von M Lésungen der quadratischen
Gleichung
2 —at+p=0,

mit a = trA. Also gibt es in jedem Punkt hochstens zwei verschiedene Hauptkriim-
mungen: A > p. Man nimmt an, dass A # p. Dann folgt aus p > 0, dass A - p=p > 0,
d.h. A und p haben das gleiche Vorzeichen. Sei p die Vielfachheit des Eigenwertes .
Damit berechnet sich die Spur von A als

trA = pA+ (n—p)A = X+ pu,

wobei man die obige quadratische Gleichung und den Wurzelsatz von Vieta benutzt.
Es folgt

P=DA+ (n—p—-1p=20
und somit p = 1,n — p = 1 und schliellich n = 2, was ein Widerspruch ist. Als
SchluBfolgerung erhilt man A = g und M C R""! ist daher total-umbilisch. Die

Schnittkriimmung berechnet sich, wie oben bemerkt, zu A? und ist also insbesonde-
re konstant. Es folgt, dass M {iberlagert wird von der Standardsphére und mit einem

137



kleinem Extra-Argument l#8t sich dann noch zeigen, dass (M, g) tatséchlich isometrisch
zur Standardsphére ist. O

Bemerkungen:

1. Im Allgemeinen gilt: Vollstéindige Einstein-Hyperflichen in R™*! sind Hyperebe-
nen, Sphéren oder Zylinder iiber ebenen Kurven.

2. Vollstéindige Einstein-Hyperflichen in S™*! sind kleine Sphiren und Produkte
von Sphéren.
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