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Ubungsblatt 6

1. Sei « eine nach Bogenlinge parametrisierte Geodétische und Y ein Vektor-
feld entlang v. Mit Y bezeichnen wir die orthogonale Projektion von Y auf

4L, Zeigen Sie, dass
Viony (Vo)
() = (th> ‘

2. Sei (M?",g) eine orientierbare Riemannsche Mannigfaltigkeit gerader Di-
mension mit positiver Schnittkriimmung K. Sei vy eine geschlossene Geodétische
in M, d.h. die Geoditische v ist eine Immersion von S* in M.

a) Zeigen Sie, dass es ein paralleles Vektorfeld V (t) entlang ~ gibt, das
senkrecht auf 4 steht und wohldefiniert ist, d.h. am Anfang- und Endpunkt
von 7 denselben Wert hat.

b) Zeigen Sie, dass es eine geschlossene Kurve in M homotop zu «y gibt, die
echt kleinere Lénge als v hat. Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass fiir die
zweite Variation der Lénge einer geschlossenen Geodétischen v: [a,b] — M
die Formel gilt:

b .
L(s) = — / o(V + R(V,4)3, V).

3. (i) Sei  : (M,§) — (M,g) eine lokale Isometrie, mit (M,§j) zusam-
menhéngend und vollstdndig. Weiter sei M zusammenhéngend. Zeigen Sie,
dass dann 7 : M — M eine Uberlagerung ist, d.h. 7 ist surjektiv und um
jeden Punkt m € M existiert eine Umgebung U, so dass 71 (U) eine disjunk-
te Vereinigung offener Mengen U; ist und die Einschrankung von 7 auf U; ist
eine Isometrie von U; auf U. (i) Sei  : (M,§) — (M,g) eine Riemannsche
Submersion. Zeigen Sie: ist (M, §) vollstéindig, so auch (M, g).

4. Sei M C N eine Untermanigfaltigkeit und ¢ € N \ M ein Punkt, der
hinreichend nahe an M liegt. Sei weiter p € M ein Punkt in M mit minimalem
Abstand von ¢. Die verbindende Geodétische werde mit ~, bezeichnet, d.h.
Yo 1 [0.1] = M mit v,(0) = p, 7, (1) = ¢ und 4,(0) = v. Zeigen Sie, dass dann
gilt: v € T,M*.



