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Übungsblatt 2

1. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und seien f, h ∈ C∞(M) zwei
glatte Funktionen auf M . Beweisen Sie folgende Formel:

∆(f · h) = ∆f · h + f ·∆h − 2 g(df, dh) .

2. Sei ϕ : (M, g) → (N,h) eine Isometrie Riemannscher Mannigfaltigkeiten.
Beweisen Sie für alle f ∈ C∞(N) :

∆M (f ◦ ϕ) = (∆Nf) ◦ ϕ .

3. Sei E ein Vektorbündel mit einer Fasermetrik g und assoziierter L2-Metrik
(·, ·). Weiter sei ∇ eine metrische kovariante Ableitung auf Schnitten von E
mit formal-adjungierten Operator ∇∗ : Γ(T ∗M ⊗ E)→ Γ(E), dh. es gilt

(∇e, f) = (e,∇∗f)

für alle Schnitte e ∈ Γ(E) und f ∈ Γ(T ∗M ⊗ E). Beweisen Sie:

∇∗f = − tr (∇T ∗M⊗Ef) .

Dabei ist der Tensorprodukt-Zusammenhang auf einem Tensorprodukt E⊗F
definiert durch

∇E⊗F
X (e⊗ f) := ∇E

Xe⊗ f + e⊗∇F
Xf .

wobei {ei} eine lokale orthonormale Basis bezeichnet.

4. Zeigen Sie, unter Verwendung der Bezeichnungen von Aufgabe 4, dass fol-
gende Formel gilt:

∇∗∇e = −
∑
i

[∇ei(∇eie) − ∇∇eiei
e] ,


