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1 Differentialoperatoren auf Riemannschen Man-
nigfaltigkeiten

1.1 Der Hodge-Stern-Operator

Wir beginnen mit etwas linearer Algebra. Sei (V, (-, -), or) ein orientierter euklidischer
Vektorraum. Ein Skalarprodukt auf dem Raum der p-Formen APV* wird definiert durch
die Festlegung, dass ausgehend von einer Ortho-normal-Basis {e;} in V' die p— Formen
{e" AL A€l <4y < ... <1, <n} eine Orthonormalbasis in APV* bilden, wobei
{e'} die zu {e;} duale Basis in V* bezeichnet.

Definition 1.1 Der Hodge-Stern-Operator x ist der eindeutig bestimmte Vektorraum
Isomorphismus

x 0 APV — APV
so dass fiir alle a,, 5 € APV* gilt:
aNxf = («, B)vol
dabei ist vol = e' A ... A e das Volumenelement.
Bemerkungen:
1. Auf zerlegbaren 2-Formen hat das Sklarprodukt die einfache Form:
(XAY,UANV) = (X, UMY, V) = (X, VY, U) .

2. Sei [ die Index-Menge I = {iy,...,i,} und I¢ die komplementére Index-Menge
I = {jh s 7jn—p} - {]-, ce ,n} \ I. Dann gllt

x (" AL Ae?) = sign(l, )l AL Neinr

3. Das Sklarprodukt definiert einen natiirlichen Isomorphismus b : V' — V*, gegeben
durch X°(Y) = (X, Y') fiir beliebige Vektoren X, Y. Insbesondere ist e’ = (e;)’.
Den zu b inversen Isomorphismus schreibt man als £ : V* — V.

Satz 1.2 Der Hodge-Stern-Operator hat folgende Eigenschaften:
1.  x1 = vol, xvol = 1
2. Fira e APV* und g € N"7PV* qilt
(a,%8) = (1" (xa, §) .
3. #2 = (=1)P P Idy,
4. Fiir beliebige p-Formen o und Vektoren X gilt:

(Xoa) = (=1 ' X" Axa und * (X°ANa) = (1P X.* «



5. xX" = X.vol

6. Der Hodge-Stern-Operator ist eine Isometrie

Beweis:

Folgerung 1.3 Das Einsetzen von Vektoren ist dual zum Dachprodukt, d.h. es gilt
(Xaa, B) = (a, X" AB)

fiir Vektoren X und Formen o € APV*, 3 € AP~1V*,

Sei (M, g) eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann {ibertriagt sich der

Hodge-Stern-Operator * : APT*M — A""PT* M punktweise zu einem Biindelisomorph-

1smus:

x : APT*M — A" PT*M .

Lemma 1.4 Sei V der Levi-Ciwita-Zusammenhang der Riemannschen Mannigfaltig-
keit (M, g). Dann gilt fiir beliebige Vektorfelder X und Differentialformen o

Vx*a = xVya,
d.h. der Hodge-Stern-Operator ist ein paralleler Biindelisomorphismus.
Es soll zundchst an eine Reihe von Grundbegriffen erinnert werden. Sei (M, g) eine

orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann ist das kanonische Volumenelement
vol = vol, definiert durch die Bedingung

volg(er,... ,e,) = 1
fiir alle positiv orientierten Orthonormal-Basen {e;}. In lokalen Koordinaten (U, z) gilt

vol, = ]det(gij)ﬁ dxy A ...Ndx, .

Zu einer beliebigen glatten Funktion f ist das Gradienten-Vektorfeld grad f € x(M)
definiert durch

glgrad f, X) = df(X) = X(f)
d.h. es gilt df = (grad )’. In lokalen Koordinaten (U, x) gilt
grad f = Zgij of 9

Z7‘7

dabei ist g = (g;;) die Matrix der Metrik in lokalen Koordinaten und ¢! = (¢%).



Die Divergenz eines Vektorfeldes X ist definiert durch
divX = Z 9(Ve, X, e;) = tr(VX)

wobei {¢;} eine lokale Ortho-normal-Basis ist. In lokalen Koordinaten (U, z) gilt

. 1 0, ~
divX = 5743 = (V) |

wobei X = ) ai% und g = det(g;;). Zum Beweis dieser Formel nutzt man die Gestalt
des kanonischen Volumenelements in lokalen Koordinaten und Satz 1.6.

Lemma 1.5 Fir beliebige glatte Funktionen f und Vektorfelder X gilt:
div(f-X) = f-divX + g(grad f, X)

Ein konformes Vektorfeld ist ein Vektorfeld X, dessen lokaler Fluf} ; aus lokalen konfor-
men Abbildung besteht, d.h. es gilt ¢; g = Ag, fiir eine gewisse lokal definierte Funktion
A. Ein Vektorfeld X ist genau dann konform, falls eine Funktion f existiert mit

2
Lxg = fg es folgt dann f=——divX.
n

Killing Vektorfelder sind eine spezielle Klasse konformer Vektorfelder (mit f = 0).
Satz 1.6 Fir alle Vektorfelder auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) gilt
Lxvol, = d(Xavol) = d* X" = div X vol,, .

Insbesondere ist der Fluf$ von divergenz-freien Vektorfeldern volumenerhaltend und
divX = xd* X" .

Beweis:

1.2 Bemerkung zu rot, grad und div

Als Beispiel soll M = R? mit der Standardmetrik g;; = d;; betrachtet werden. Dann ist
grad f =37, 5L o2

divx =Y. %u fir X =3, a2

i Ox;
— (Qas _ Baz | O Qa1 _ Oaz | 0 Oag _ Oay | 90
rot X = (azg 8$3> o1 + <8x3 8z1> Ozo + (8$1 8x2> Oz3

Sei ein Vektorfeld X gegeben als X = Zaia%l, dann schreibt sich die dazugehorige
1-Form X’ als X” = 3" a;dz;. Fiir den Hodge-Stern-Operator auf 1-Formen auf R®
gilt: *? = Id:. Fiir eine Funktion f gilt *f = fdx; A dxy A dzs und fiir eine 1-Form
w=Y a;dz; gilt *w = a;dre ANdrs — asdry Ndrs + agdzy A dxs.
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Lemma 1.7 Fiir beliebige Vektorfelder X auf R? gilt:
1. dX" = x(rot X)

2. dx X" = xdivX

Beweis:
O
Folgerung 1.8 Sei f eine Funktion und X ein Vektorfeld auf R®. Dann gilt:
1. rot(gradf) = 0
2. div(rot X) = 0
Beweis:
O

Folgerung 1.9 Sei X ein Vektorfeld auf einer kontrahierbaren offenen Menge U C R3,
dann gilt:

1. rTotX =0 = JfeC>U): X = gradf
2. divX =0 = Y ex(U): X = rotY

Beweis:

Bemerkungen:

1. Zur Anwendung des Lemmas von Poincare geniigt eigentlich die Voraussetzung
H.5(U) = 0 oder 7 (M) = 1, dh., dass U einfach-zusammenhéngend ist.

2. Der Laplace-Operator in der Riemannschen Geometrie hat ein anderes Vorzeichen
als in der Analysis:

0% f

Af = —div(grad f) = — 922



1.3 Differential, Kodifferential und Laplace-Operator

In diesem Abschnitt soll der zum Differential d formal-adjungierte Operator d*, das
Kodifferential beschrieben werden. Daher soll zunéchst an die Integration auf Mannig-
faltigkeiten erinnert werden.

Sei M™ eine orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Karten (U,,hy), d.h.
he : Uy C M — R™ Weiter sei {t,} ein der Uberdeckung {U,} untergeordnete
Zerlegung der Eins. Das Integral einer n-Form mit kompakten Trager w € Q7 (M) ist
dann definiert durch:

fo =2 v =20 [ 050,

Dieses Integral ist wohldefiniert, also unabhéingig von der Kartenwahl und der Zerle-
gung der Eins, und es gelten die iiblichen Rechenregeln. Fiir das Weitere von besonderer
Bedeutung sind die Sétze von Stokes und Green.

Satz 1.10 (Stokes) Sei M™ eine orientierte Mannigfaltigkeit ohne Rand und sei w
eine beliebige n — 1-Form mit kompakten Trdger. Dann gilt

/dw:O.
M

Bemerkung: Der Satz von Stokes gilt allgemeiner fiir Mannigfaltigkeiten mit Rand
und besagt dann: [, dw = [, w.

Satz 1.11 (Green) Sei (M, g) eine kompakte, orientierte Riemannsche Mannigfaltig-
keit, ohne Rand und sei X ein beliebiges Vektorfeld auf M. Dann gilt:

/ div (X)vol, = 0.
M

Beweis:

/Mdiv(X)volg = /Md(*Xb) = 0.

|

Sei (M, g) eine Riemannsche Metrik, dann induziert g, wie oben im Fall von Vek-
torrdumen beschrieben, ein Skalarprodukt auf dem Raum der Formen, welches wieder
mit g bezeichnet wird.

Definition 1.12 Das L2-Skalarprodukt auf dem Raum der p-Formen mit kompakten
Trager ist definiert durch

(@8) = [ gla.5)vol,
fir a, € QE(M).



Das Differential ist ein Differential-Operator 1. Ordnung, d : QP(M) — QPFL(M) . Mit
Hilfe des Levi-Civita-Zusammenhangs V schreibt sich das Differential dw einer p-Form
w als

dvw = Zei/\veiw ,
wobei {e;} ein lokale Orthonormal-Basis ist. In Analogie zu dieser Formel definiert man
nun das Kodifferential d*.

Definition 1.13 Das Kodifferential d* : QP(M) — QP71(M) ist ein Differential-
Operator 1. Ordnung, definiert durch

d'w = — g € 1Ve,w ,

wobei {e;} eine lokale Orthonormal-Basis und w € QP (M) ist.

Lemma 1.14 Sei (M",g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und w eine p-Form.
Dann gilt
d'w = —xdx*w.

Beweis:

Folgerung 1.15 Sei X ein Vektorfeld auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g).
Dann gilt
divX = —d" X",

Lemma 1.16 Das Kodifferential ist formal-adjungiert zum Differential, d.h. es gilt

(do, ) = (o, d*f)
fiir alle o« € Q=1 (M), 8 € Q2(M).

Definition 1.17 Die Hessische einer Funktion f € C*(M) ist definiert durch Hess (f) =
Vv (df), d.h.
Hess ()(X,Y) = X(Y(f)) — VxY(f)

fiir beliebige Vektorfelder XY .

Lemma 1.18 Die Hessische hat folgende Eigenschaften:
1. Hess(f) = V3(f)

2. Die Hessische ist ein symmetrischer (0,2)-Tensor.



Beweis:

Definition 1.19 Der Laplace-Operator auf glatten Funktionen f ist definiert durch
Af = —div(grad f) .

Satz 1.20 Die Laplace - Operator auf Funktionen hat folgende Eigenschaften:
1. Af =d'df = — xdxdf
2. Af = —tr(Hessf)

3. Der Laplace-Operator ist formal-selbstadjunigiert und positiv, d.h. fir glatte Funk-
tionen f, g mit kompakten Trager gilt

(Af,g) = (f,Ag) und  (Af,f) > 0.

4. Sei {e;} eine lokale Ortho-normal-Basis, definiert auf einer offenen Menge U C
M. Dann gilt auf U:

Af = — Z[ei(ei(f)) - (veiei)f]'

5. In lokalen Koordinaten (U, x) gilt:
1 0 i -1 Of
A = — 7_§ ) a2 - .
f gy oz, (g g axi)

6. Sei e; eine Ortho-normal-Basis in T,M und seien v; Geoddtische durch p mit
4:(0) = e;. Dann gilt in p:

d2

(fom)(t) .

t=0

Beweis:

Bemerkungen:

1. Der Laplace-Operator A auf Funktionen ist ein elliptischer Differential-Operator
2. Ordnung. Auf kompakten Mannigfaltigkeiten hat A ein diskretes Spektrum, die
Eigenwerte haben endliche Vielfachheit, die Eigenfunktionen bilden ein vollstandiges
Orthonormalsystem. Mehr dazu im folgenden Abschnitt.

2. Der Laplace-Operator auf R™ bzgl. der Standardmetrik schreibt sich als:

82
Af = 8:10]; (1.1)




3. Auch in geodétischen Normalkoordinaten schreibt sich der Laplace-Operator wie
in Gleichung (1.1)

Als Folgerung aus Satz1.20 erhélt man Aussagen iiber den Laplace-Operator in ver-
schiedenen speziellen Situationen.

Folgerung 1.21 Seien [ und h zwei glatte Funktionen auf M. Dann berechnet sich
der Laplace-Operator der Produktfunktion f - h als

A(f-h) = Af-h + f-Ah — 2g(df,dh) .

Bewelis:
O

Folgerung 1.22 Seien (M,g) und (N,h) Riemannsche Mannigfaltigkeiten mit zu-
gehérigen Laplace-Operatoren AM bzw. AN. Sei weiter o : (M, g) — (N, h) eine Iso-
metrie, dann gilt fir beliebige glatte Funktionen f auf N

AM(fop) = (AVf)op.

Beweis:
O

Folgerung 1.23 Sei w : (M,g) — (N,h) eine Riemannsche Submersion mit total-
geoddtischen Fasern. Dann gilt fiir beliebige glatte Funktionen f auf N:

AM(fop) = (AVf)ogp.

Beweis:
O

Seien (M, g) und (N, h) Riemannsche Mannigfaltigkeiten und (M x N, g @ h) das Rie-
mannsche Produkt. Dann hat man trivialerweise folgende Riemannsche Submersionen
mit totalgeodatischen Fasern

pry : M x N — M, (m,n) — m, und pry: M x N — N, (m,n) —n

Satz 1.24 Sei a eine Funktion auf M und b eine Funktion auf N. Dann ist durch
(aopry)-(aopry) eine Funktion auf M x N. Der Laplace-Operator berechnet sich als

AMXN[(G opry) - (aopry)] = (AM@ opry) - (bopry) + (aopry)- (ANb opry) -

Beweis:

Als unmittelbare Konsequenz aus Satz 1.24 ergibt sich

Folgerung 1.25 Seia eine AM-Eigenfunktion zum Eigenwert X und b eine AY - Eigenfunktion
zum Eigenwert . Dann ist (aopr,,)-(aopry) eine Eigenfunktion zum Eigenwert A+ p.

Bemerkung: Spiter wird gezeigt, dass man auf diese Art alle AM*N_Eigenfunktionen
erhélt.
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1.4 Hauptsymbol von Differentialoperatoren

Seien I/ und F' Vektorbiindel {iber einer Mannigfaltigkeit M. Die glatten Schnitte von
E bezeichnen wir mit I'(E).

Definition 1.26 FEin Differential-Operator der Ordnung k ist eine lineare Abbildung
P:T(E) = T'(F), so dass um jeden Punkt von M lokale Koordinaten (U, x) und lokale
Trivialisierungen E|ly =2 U x RP, F|y 2 U x RY existieren, beziiglich der P geschrieben
werden kann als

ol
P=S" 4,27 1.2
> Au)o (12
o<k
wobet
o o= (ay,...,o), la| =>1" o, mit n = dimM
glel glel
® Gz = az?lu.aa:%"

o A, ist eine g X p-Matrixz von glatten Funktionen auf U
e mindestens ein A,(x) mit || = k ist ungleich 0.

Bemerkung: Durch die lokale Trivialisierung gibt es eine Identifikation I'(E|y) =
[C>=(U)JP. Man definiert einen Operator P durch folgendes kommutative Diagramm:

cx)r —L =)

T(Ely) —— T(Fly)
. olel h
Pf=) Aalw)z—f f=]

Jp
Definition 1.27 Das Hauptsymbol eines Differential-Operators P: I'(E) — I'(F) ist
die Abbildung, die jedem x € M und & € TM eine lineare Abbildung

oe(P): E, — F,

zuordnet, definiert durch

O'{(P) = Z Aa(x)ga,

laf=Fk

wobei P lokal durch Gleichung (1.2) beschrieben ist und in den lokalen Koordinaten
(U, x)

52 Zﬁz‘d%
i=1
€% = ?1...570?.
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Bemerkung: Diese Definition ist abhéngig von lokalen Koordinaten und Trivialisie-
rungen.

Definition 1.28 Ein Differential-Operator P: I'(E) — I'(F') heifit elliptisch, falls fir
alle v € M und & # 0 das Hauptsymbol o¢(P): E, — F, ein Isomorphismus ist. Diese
Definition ist unabhdngig von lokalen Koordinaten und Trivialisierungen.

Beispiel: Seien £ und F triviale Geradenbiindel, d.h. I'(F) = C*°(M) und analog fiir
F,und P = A: C®(M) — C*°(M) der Laplace-Operator. Es gilt in orientierten lokalen

Koordinaten die Formel:
0 oo Of
Af—_(g) 3 _<23’f_>7
f=-) ]z/; ol R

wobei g = det(g;;) und ¢/* die zu g;; inverse Matrix ist. Daraus folgt:

o 9?
Af =— Z g’ e 9T + Terme niedrigerer Ordnung.
I 8:1: j 8I k
Damit ist

ik

D.h. o¢(A) ist die Multiplikation mit —[|¢[|* von R nach R. Da das fiir alle £ # 0 eine
invertierbare lineare Abbildung ist, folgt dass der Laplace-Operator elliptisch ist.

Bemerkung: Die Koeflizienten A, (z) haben bei Koordinatenwechsel bzw. Wechsel der
Trivialisierungen ein Transformationsverhalten, das zeigt, dass {Aq}|a)=r einen wohl-
definierten Schnitt o(P) im Vektorbiindel Sym*7'M ® Hom(F, F) definiert. Dabei ist
Sym*T, M der Raum der homogenen Polynome vom Grad k auf 7M. Man bekommt
o¢(P) aus o(P) durch Einsetzen von &.

Lemma 1.29 Seien P,: I'(E) — I'(F), a = 1,2, und Q: I'(F) — I'(G) Differential-
Operatoren vom gleichen Grad. Dann gilt fir & € Ty M und t, € R:
Gg(tlpl + tQPQ) = tlag(Pl) + t20£(P2)
0¢(Q o P) = 0¢(Q) 0 0¢(P).
Definition 1.30 Sei f: N — M eine glatte Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten

und p: E — M ein Vektorbiindel. Dann ist das zuriickgezogene Biindel f*F — N
definiert durch

fE={(ne) € N x E| f(n) = ple)}.
Es folgt, dass
f*E —2— E

ewn kommutatives Diagramm ist mait



Bemerkungen:
e Sei M, Ly M eine Untermannigfaltigkeit und £ — M ein Vektorbiindel. Dann
gilt E|y, = i*E.

e Diese Konstruktion tritt in der Klassifikation von Vektorbiindeln auf. Sei £ — M
ein beliebiges Vektorbiindel vom Rang p iiber einer Mannigfaltigkeit der Dimen-
sion n. Dann existiert eine Abbildung f: M — Gr,(R"?), eindeutig bis auf
Homotopie, und ein universelles Vektorbiindel () — Gr,(R"*?) iiber der Grass-
mannschen, so dass £ = f*@Q). Der Raum aller Vektorbiindel iiber M ist isomorph
zu dem Raum aller Homotopieklassen von Abbildungen in die Grassmannsche,
Vekt, (M) = [M, Gr,(R™*?)].

Seien £ und F' Vektorbiindel tiber M und sei N = T*M \ Nullschnitt das Biindel der
nichtverschwindenden Kotangentialvektoren mit der kanonischen Projektion 7: N —
M,n(§) =z, fir (€ TAM.

Lemma 1.31 Das Hauptsymbol eines Differential-Operators P: T'(E) — T'(F) defi-
niert einen Bindelmorphismus o(P): 7*E — 7" F von Vektorbindeln iber N, d.h. man
hat faserweise eine lineare Abbildung

o¢(P): By = Fy, €Ty M, E#0,
gegeben durch
1
7P = P (g5 @), (13)
wobei e € E, und u € C*(M),s € T'(E) so gewdhit werden, dass

du, =& u(x) =0

s(z) =e.

Beispiel: Fiir
P C=(U)F = [C=(U))

mit

folgt mit Gleichung (1.3), dass

Uﬁ(P) = Z Aa(z)E,

la|=k
da alle anderen Terme wegfallen.
Beispiel:
0 ou 0s
5 (u5)(z) = 5 (0)s(2) + ule) (@)
=¢&-e



mit u(z) =0, s(z) = e,du = £. Analog folgt

0? 5
ax-ﬁx-(u -s)(x) = 28&; - e.

Beispiel: Wir betrachten das Differential d: Q*(M) — QF1(M) auf k-Formen:

o¢(d)w, = d(u - w)(z) = duy A w, + u(z)dw(z)
= & N\ wy,

mit du = &, u(x) = 0,w(r) = w,. Es folgt, dass

oe(d): AFTEM — AP M
wr— &N w.

Analog ist fiir d*: QF(M) — QF1(M)
d'(u-w)=— Z e; Ve, (uw)
= — Z eii(Le,u - w+ uVe,w)

= —grad uiw + ud*w.

Damit folgt
oe(d"w, = d*(u - w)(x) = —grad uw

d.h.

oe(d*): APTIM — AP TFM

w— —&w.
Wir betrachten den Laplace-Operator A = d*d + dd* auf k-Formen. Mit Lemma 1.29
folgt:
oe(A)w, = _gﬁ_,(g ANwg) — &N (gﬁwa)
= —Hszwz A (fﬁ—‘wx> A (’gﬁ—‘wx)

= —|l¢|PPws.

Damit folgt, dass
0e(A) = —|l¢|P-: AFTIM — AMTIM

d.h. A ist ein elliptischer Operator.

Beispiel: Wir kénnen das Symbol der Laplace-Operators A: C®(M) — C®(M) auf
Funktionen auch direkt mit Lemma 1.31 und einer Formel fiir den Laplace-Operator,

14



angewandt auf ein Produkt von Funktionen, berechnen: Mit s(z) = e, du(z) = &, u(x) =
0 folgt:

oe(A)e = A (%u%s)

1
= §(Au2 -5+ utAs — 2d(2udu, ds))

= 5(2uAu —2¢9(du, du))e
= —l¢][%e.

1.5 Eigenschaften elliptischer Operatoren

Ein Differentialoperator P ist genau dann elliptisch, wenn das Hauptsymbol o¢(P) ein
Isomorphismus ist. Zum Beispiel ist der Laplace-Operator A auf Formen elliptisch.

Bemerkung: A ist selbst-adjungiert und nicht-negativ.

Bezeichnung: Fiir einen Differentialoperator P: I'(E) — ['(E) sei
E\ =ker(P — \Id) # {0}
der Eigenraum zum Eigenwert \.

Satz 1.32 Sei M kompakt, P: I'(E) — T'(F) elliptisch und selbst-adjungiert. Dann
gilt:

1. Jeder Eigenraum E) ist endlich-dimensional, Eigenschnitte in L*(E) sind glatt.
2. Die Eigenwerte sind reell, diskret, wachsen gegen +o0.

3. Die Figenrdume von P bilden ein vollstindiges Orthonormalsystem, d.h. L*(E)
ist die Hilbertsumme @, Ey.

4. Man hat eine L*-orthogonale Zerlequng T'(E) = ker P @ im P. Insbesondere gilt
fir P = A auf QF(M):

QF (M) = ker A @im d @ im d*,

wobei ker A die harmonischen Formen sind und im d®im d* =im A. Auflerdem
ist fiir A wegen der Nicht-Negativitdt:

OS)\0§>\1§/\2§

Bemerkung: Auf einer kompakten Mannigfaltigkeit gilt:

wekerA < dw=0dw=0,
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da

Aw=0<dd'w+ d*dw =0
= (dd*w + d*dw,w) =0
= [[d"w|* + ||dw][* = 0
= dw =0,d"w = 0.
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2 Parallelverschiebung
Definition 2.1 FEin Vektorfeld entlang einer Kurve ¢ : I — M ist eine glatte Abbildung
X:I—-TM

mit X(t) € TewyM fiir alle t € 1, wobei I C R ein offenes Intervall ist.

Beispiele:

1. Das Geschwindigkeitsvektorfeld einer Kurve ¢, also X (t) = ¢(t) ist ein Vektorfeld
entlang c.

2. Sei X ein Vektorfeld auf M, dann definiert die Einschrankung von X auf die
Kurve ¢ ein Vektorfeld entlang ¢. Man schreibt

Xc(t> = Xc(t)

Bemerkungen:

1. Ein Vektorfeld entlang einer Kurve kann im Allgemeinen nicht zu einem Vektor-
feld auf der Mannigfaltigkeit fortgesetzt werde. Man hat keine Eindeutigkeit in
Punkten, in denen sich die Kurve iiberschneidet.

2. Die Menge der Vektorfelder entlang einer Kurve ¢ : I — M wird mit x(c) be-
zeichnet. Es ist ein unendlich-dimensionaler reeller Vektorraum und ein Modul
tiber C*>(I)

Ein Zusammenhang V induziert nun einen Ableitungsoperator auf Vektorfeldern ent-
lang von Kurven. Diese Ableitung beschreibt die infinitesimale Anderung von X € x(c)
entlang von c.

Satz 2.2 Sei M eine Mannigfaltigkeit mit einem Zusammenhang V und ¢ : I — M
eine Kurve in M. Dann existiert eine eindeutig bestimmte Abbildung

\%

(€)= X(©

mat den folgenden Figenschaften
1. Die Abbildung % ist R-linear.
2. Es qilt die Leibnitz-Regel: %(f-X) = % X+ f %X ,  fec>®(),X € x(c)

3. Fiir auf c eingeschrinkte Vektorfelder gilt: %Xc = Ve X , fir alle X € x(M)
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Beweis:
O

Bemerkung: Fiir die kovariante Ableitung von Vektorfeldern entlang einer Kurve ¢
schreibt man auch: -

—X = X = V. X
dt

Insbesondere verwendet man im Fall des Geschwindigkeits-Vektorfeldes X = ¢ die
Schreibweise %X = ¢, fiir das Beschleunigungs-Vektorfeld der Kurve.

Beispiel: Sei M = R™ mit dem kanonischen Zusammenhang VxY = X(Y). Dann
schreibt sich ein Vektorfeld X € x(c) als X (¢t) = > fi(t)e;, wobei {e;} die kanoni-
sche Basis des R" ist. Da die Christoffel-Symbole fiir den kanonischen Zusammenhang
verschwinden folgt
\% df; -
dt dt ¢ )

Definition 2.3 FEin Vektorfeld X € x(c) heifst parallel entlang c, falls:

\V4
—X =0.
dt

Man sagt auch: X ist parallel verschoben entlang c.

Beispiel: Fiir M = R" mit dem kanonischen Zusammenhang ist ein Vektorfeld X €
x(c) genau dann parallel entlang ¢, wenn X = 0 gilt, d.h wenn X konstant entlang ¢
ist.

Satz 2.4 Seic: 1 — M eine glatte Kurve und Xo € Tyo)M ein fivierter Tangential-
vektor. Dann existiert genau ein paralleles Vektorfeld X entlang ¢ mit X (0) = Xj.

Beweis: Die lokale Formel (?7) zeigt, dass sich die Parallelitdtsbedingung %X =0
in ein System linearer gewohnlicher Differentialgleichungen iibersetzt. Es ist von der
Form o(t) = A(t)v(t).

Daher existiert lokal eine durch den Anfangswert eindeutig bestimmte Losung. O

Definition 2.5 Als Parallelverschiebung oder auch Paralleltransport von Xy € Teo) M
entlang der Kurve c, bezeichnet man die Abbildung

PY = PY(c(0),c(t)) : TuoyM — TunM, Xo+—> X(t) ,

die Xo das eindeutig bestimmte parallele Vektorfeld X (t) mit X (0) = Xy zuordnet.

Beispiel: Fiir M = R"™ mit dem kanonischen Zusammenhang erhélt man die gewhnliche
Parallelverschiebung bzw. Translation von Vektoren in R™.
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Satz 2.6 Die Parallelverschiebung entlang einer Kurve ¢ hat folgende Eigenschaften:

1. Die Abbildung PY = PY(c(0),c(t)) : ToyoyM — T.uyM ist ein linearer Isomor-
phismus.

2. Der Zusammenhang V st genau dann metrisch, wenn die Parallelverschiebung

PY entlang aller Kurven ¢ ein Isometrie ist. Insbesondere gilt im Fall, dass V

metrisch ist die Formel
F9XY) = g(3XY) + g(X, 3Y)
fiir beliebige Vektorfelder X,Y entlang einer Kurve c.

Beweis:

Bemerkungen:

1. Aus der Parallelverschiebung 148t sich der Zusammenhang zuriickkonstruieren.
Man hat dafiir eine explizite Formel.

2. Die Parallelverschiebung héngt im Allgemeinen von der Kurve ab. Wenn nicht,
kénnte man auf S? ein Vektorfeld ohne Nullstellen konstruieren, was nicht moglich
ist. Insbesondere ist fiir geschlossene Kurven ¢ die Parallelverschiebung PY, i.A.
nicht die Identitét. Dies gilt allerdings fiir die Parallelverschiebung zum kanoni-
schen Zusammenhang auf R™. Es stellt sich heraus, dass die Nichttrivialitat von
PY ein Ma$ fiir die Kriimmung der Mannigfaltigkeit ist.

3. Die Parallelverschiebung héngt nicht von der Parametrisierung der Kurve ab.

4. Die Parallelverschiebung ist auch fiir stiickweise glatte Kurven definiert. Die Ab-
bildungen PY setzen sich fort zu einer Parallelverschiebung von Tensoren.

3 Geodéatische

Definition 3.1 Fine Kurve c¢: I — M heifst Geodétische, falls
v,
dt

d.h. falls das Geschwindigkeits-Vektorfeld ¢ parallel ist.

=0

Aus der expliziten Formel fiir die kovariante Ableitung von Vektorfeldern entlang einer
Kurve ¢ erhélt man eine Formulierung der Geodéten-Gleichung in lokalen Koordinaten.

Lemma 3.2 Fine Kurve c: I — M ist genau dann eine Geodditische, wenn sie lokal
Lésung von folgendem System gewdhnlicher Differentialgleichungen 2. Ordnung ist:

.3
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Aus der Beschreibung von Geodétischen als Losung eines Systems gewohnlicher Diffe-
rentialgleichung erhélt man verschiedene Eigenschaften. Zunéchst hat man eine lokale
Existenz.

Lemma 3.3 Zu jedem Tangentialvektor v € T,M existiert ein Intervall I um Null und
eine eindeutig bestimmte Geoddtische ¢, : I — M mit ¢,(0) = p und é,(0) = v.

Beispiel: Sei M = R" mit der kanonischen Metrik gy und dem flachen Zusammenhang.
Dann verschwinden alle Christoffel-Symbole T'}; und eine Kurve ¢ = (cy,...,¢,) ist
genau dann eine Geodétische, wenn

=0 & gt)=p+tyy, & ct)=p+tv,

d.h. Geodatische auf (R", go) sind die Geraden parametrisiert konstant zur Bogenliange
(also mit konstanter Geschwindigkeit).

Beispiel: Sei M = S™ c R*! die Standard-Sphére. Es stellt sich heraus, dass die
Geodétischen genau die Groflkreise sind, also Schnitte von S™ mit Ebenen durch die
Null. Sei E eine Ebene durch Null, £ = span{vy, vo} mit vy, v € S™ orthogonal, dann
ist der Grofikreis S™ N E parametrisiert durch

c(t) = cost vy + sintwvy .

Um zu zeigen, dass alle Geodétische auf S™ von dieser Form sind, untersucht man
zuerst etwas allgemeiner Geodétische auf Riemannschen Untermannigfaltigkeiten.

Beispiel: Sei G ein zusammenhéngende Lie-Gruppe mit einer biinvarianten Metrik.
Dann sind die Geodétischen durch das Einselement e genau die 1-parametrigen Unter-
gruppen von G, d.h. von der Form 7(t) = exptX fiir ein X € Lie(G). Alle anderen
Geodétischen ergeben sich durch Linkstranslation dieser Kurven

3.1 Geoditische auf Untermannigfaltigkeiten

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und sei M C M eine Riemannsche Un-
termannigfaltigkeit. Sei g die induzierte Metrik auf M und bezeichne V den Levi-
Civita-Zusammenhang zu g und V den zu g. Dann gilt fiir Tangentialvektoren X,V
an M die Formel

?XY = VxY + H(X,Y)

Dies ist genau die Zerlegung in tangentialen und normalen Teil. Der normale Teil
I1(X,Y) ist durch die 2. Fundamentalform gegeben.

Lemma 3.4 Sei Y ein Vektorfeld entlang einer Kurve ¢ : I — M. Dann gilt fiir die
von V bzw. V induzierte kovariante Ableitung auf x(c):

Y = TY + 1Y) .
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Beweis:
O

Im Spezialfall Y = ¢ erhélt man daraus eine Charakterisierung von Geodétischen in
Untermannigfaltigkeiten.

Folgerung 3.5 Fine Kurve ¢ : I — M ist genau dann Geoditische, wenn ¢ = Zc
normal zu M ist.

Mit dieser Folgerung 148t sich nun auch zeigen, dass die Geodétischen auf der Standard-
Sphére genau die Grofikreise sind.

1. GroBlkreise auf S™ sind Geodéatische.

Ein Grofkreis S" N E C R"*! sei durch ¢ nach Bogenlinge parametrisiert. Dann
liegen ¢, ¢ und ¢ in der Ebene E. Da ¢ eine Kurve in S™ ist, folgt ||c[|*> = 1 und
das Ableiten dieser Gleichung ergibt ¢ L ¢. Analog liefert die Gleichung ||¢[|* = 1
die Beziehung ¢ L ¢. Daher zeigt ¢ in die Richtung von ¢ und ist somit normal,
denn T,,S™ = p*. Der Grofkreis S™ N E ist also eine Geoditische auf S™.

2. Geodatische auf S™ sind Grofikreise.

Seic: I — S™eine Geodétische. Dann betrachtet man die Ebene E = span{c(0), ¢(0)}.
Der Schnitt mit S™ liefert den Grofkreis und damit die Geodétische

o(t) = costc(0) + sinté(0) mit  ¢(0) = ¢(0), 6(0) = ¢(0) .

Die Anfangswerte der Geodétischen ¢ und ¢ stimmen {iberein und damit auch
die Geodatischen, d.h. jede Geodétische auf S™ ist ein Groflkreis.

Definition 3.6 Eine Untermannigfaltigkeit M C M heifit total-geoditisch, falls die
2. Fundamentalform verschwindet, d.h. falls 11 =0 gult.

Satz 3.7

Lemma 3.8

3.2 Eigenschaften von Geodétischen

Lemma 3.9 Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit einem metrischen Zu-
sammenhang V. Dann ist fiir jede Geoddtische ¢ die Lingen-Funktion f(t) = g(¢(t), ¢(t))
konstant entlang c, d.h. Geoddtische sind proportional zur Bogenlinge parametrisiert.

Beweis: Da der Zusammenhang V metrisch ist, ergibt sich die Behauptung aus fol-
gender Rechnung:

4= &9 i0) = 29(50).e) = 0.

Bemerkungen:

21



1. Fiir Lorentz-Metriken unterscheidet man: raumartige (||¢|| > 0), lichtartige (||¢|| =
0) und zeitartige (||¢|| < 0) Geodétische.

2. Geodéatische werden mit konstanter Geschwindigkeit durchlaufen.

3. Die Eigenschaft Geodéatische zu sein hdngt von der Parametrisierung ab. Kurven,
die nach Umparametrisierung Geodétische werden nennt man Prdgeoddtische.

3.3 Die Exponentialabbildung
Aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen folgt:

Lemma 3.10 Sei v € T,M ein beliebiger Vektor. Dann existiert eine Umgebung U
von v in T,M und ein Intervall I um Null, so dass

UxI— M,
(w, 8) — 7 (s)

eine wohldefinierte glatte Abbildung ist. Dabei bezeichnet v, die Geodditische mit An-
fangswerten ~,,(0) = p, ¥, (0) = w.

Definition 3.11 Seip € M und U, die Menge der Vektoren v in T,M, fiir welche die
Geoditische 7y, auf ganz [0,1] definiert ist. Die Abbildung

exp,: U, = M,
definiert durch exp,(v) = 7,(1), heifit Exponentialabbildung.

Bemerkungen:

1. Nach Lemma 3.10 enthélt die Menge U, eine offene Umgebung von Null (Skalie-
rung).

2. Es gilt exp,(tv) = 7,(t), da s > 7,(ts) eine Geodétische mit Anfangsgeschwin-
digkeit tv ist: v, (ts) = Yy (s). Fiir s = 1 folgt v,(t) = exp,(tv).

Satz 3.12 Zu jedem Punkt p € M existiert eine Umgebung U wvon Null in T,M, auf
der exp,: U — U = exp,(U) ein Diffeomorphismus auf eine Umgebung U von p in M
15t.

Beweis: Nach Lemma 3.10 ist exp, wohldefiniert und glatt auf einer kleinen Umge-
bung von Null in 7, M. Wir berechnen das Differential dieser Abbildung in Null:

(d epr)OZ T0<TpM) &= TpM — TpM
Es gilt fiir vy € T, M:
d
(d expp)o(vo) == expp(tvo) = 7.
t=0

D.h. (dexp,)o ist die Identitdt von T, M. Damit ist exp, ein lokaler Diffeomorphismus
um die Null. a
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Definition 3.13 Sei U C T,M eine sternférmige Umgebung von Null in T,M, so
dass exp,,: U— U = expp([j ) ein Diffeomorphismus ist. Dann nennt man U eine
normale Umgebung von p. Dabei heifit eine Umgebung von Null in einem Vektorraum
sternformaig, falls jede Gerade von Null zu einem Punkt in dieser Umgebung ganz in
der Umgebung enthalten ist.

Satz 3.14 Sei U eine normale Umgebung von p. Dann existiert fiir jeden Punkt q € U
eine eindeutige Geoddtische o: [0,1] — U mit 0(0) = p,o(1) = q. Weiter gilt 5(0) =
exp, ' (q)-

Beweis: Existenz: Die Exponentialabbildung exp,,: U cC T,M — U C M ist ein
Diffeomorphismus. Sei v = exp,*(q) € T,M fiir den Punkt ¢ € U. Dann ist p(t) = tv

in U fiir alle t € [0,1], da U sternformig ist. Sei
o(t) = exp, p(t) = exp,(tv).
Dann ist o(t) eine Geodtische mit o(0) = p, (1) = ¢,6(0) = v = exp, ' (q).

Eindeutigkeit: Sei 7: [0, 1] — U eine andere Geodéitische in U mit 7(0) = p, 7(1) = q.
Sei w = 7(0). Die Geodétische ¢ +— exp, (tw) hat dieselben Anfangswerte wie 7. Nach
der Eindeutigkeit ist 7(¢) = exp,(tw). Da exp, ' o7 in U liegt, ist w € U. Es gilt

expp(w) =7(1)=¢q= expp(v).
Da exp, ein Diffeomorphismus auf U ist, folgt dass w = v ist. Dann ist 7 = o. ]

Bezeichnung: Eine Kurve « heifit gebrochene Geoditische, falls v stiickweise glatt ist
und die glatten Stiicke Geodétische sind.

Beispiel: Im R" mit der euklidischen Metrik sind die gebrochenen Geodétischen gerade
die Polygonziige.

Lemma 3.15 Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann ist die Mannig-
faltigkeit M zusammenhdngend, genau dann, wenn je zwei Punkte in M durch eine
gebrochene Geoddtische verbunden werden konnen.

Beweis: Die eine Richtung ist klar. Sei M zusammenhéngend und z € M ein belie-
biger fester Punkt. Sei

C ={y € M | es gibt eine gebrochene Geodétische, die x und y verbindet}.
Es gilt:
e (' ist nicht leer, da xz € C.

e Die Menge C' ist offen: Sei y € C und U(y) eine normale Umgebung von y. Fiir
alle z € U(y) existiert eine Geoditische von y nach z und damit eine gebrochene
Geodaétische von x nach z. D.h. z € C' und damit U(y) C C.
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e Die Menge C' ist abgeschlossen: Sei y € M \ C' und U(y) eine normale Umgebung
von y. Sei z € U(y). Falls z € C, wiire auch y € C, im Widerspruch zur Annahme.
Also ist U(y) € M\ C.

Da M zusammenhéngend ist und C' offen, abgeschlossen und nicht leer, folgt dass

M=C. O

3.4 Normalkoordinaten

Sei (M™, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, U eine normale Umgebung von p und
{e;} eine Orthonormalbasis von T, M.

Definition 3.16 Die Normalkoordinaten auf U sind definiert durch

x: U — R",
qg— (T1,...,2,),
mit exp;l(q) =" wi(q)e;.
Satz 3.17 In Normalkoordinaten um p gilt:
1. gii(p) = 05, da a%i , = e;.
2. TF(p) =0, d.h. Ve;(p) = 0.
Beweis:

1. Sei f; der i-te Standardbasisvektor im R™. Dann gilt wegen z(p) = 0:

0 d 1
= —| x (tfi)
8% » dt t=0
= - . exp,,(te;)
= €;.

2. Man betrachtet die Geoditische 7, (t) = exp,(tv) mit v = Y7 | a;e;. Dann gilt
fiir die i-te Koordinate

'VU,i(t) = xi(fyv(t)) = ta;
';)/v,i = a4, ;}'/v,i = 0.

Mit der Geodétengleichung ist
Z I’fj(p)aiaj =0
.3

fir alle (a4, ..., a,) in einer kleinen Umgebung von Null und nach Skalierung fiir
alle (ay,...,a,) € R". Damit ist I'};(p) = 0 fiir alle Indices 4, j, k.

O
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3.5 Die erste Variationsformel

Sei M eine Mannigfaltigkeit mit einem Zusammenhang V und F: R? — M eine diffe-
renzierbare Abbildung. Dann hat man zwei Kurvenscharen:

s+ F(s,t) (t fest)
t— F(s,t) (s fest)

vV vV

und dementsprechend zwei kovariante Ableitungen -, =.

Lemma 3.18 Sei M eine Mannigfaltigkeit mit einem torsionsfreien Zusammenhang

V. Dann gilt
VOoF VOoF

ds 0t dt ds’
Beweis: In lokalen Koordinaten (U, x) gilt:

xoF =(F,...,F,)

8_F B OF; i (9F Z@Fi 0
ot ot Ox;’ Js Ox;
VOoF V OF; 0
ds Ot Z ot Oz,

_Z OF, 9 N
950t oz, ot ¥ ¥ o

_Z 0*F; 0 OFi 0F; o~ 0
930t Oz, — ot s 5 O,

B V oF
~dt 0s’
nach dem Satz von Schwarz und wegen V 2 2 -V , 2 daV torsionsfrei ist. O

z; ox; Ezn Ox;
Bezeichnung: Eine Variation einer Kurve 7: [a,b] — M ist eine glatte Abbildung

(—e,€) X [a,b] — M,
(5,8) — (1),

mit Yo(t) = v(t). Man setzt § = %‘szo

Satz 3.19 Sei~y: [a,b] — M eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve, d.h. ||(t)|| =
1, und sei s eine Variation von . Dann gilt fiir die Variation der Linge von ~s:

b
. V.
SLIys] = (675, )] —/ g (5%, —dtv) dt.
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Bemerkung: Der erste Summand verschwindet, falls die Variation Anfangs- und End-
punkte festldft, denn dann gilt 6v,(a) = dv,(b) = 0.

Beweis: Die Linge einer Kurve ist definiert als L[y,] = ff [|17s(t)||dt. Es gilt mit
Lemma 3.18 und weil der Zusammenhang metrisch ist:

S0l = 32| Vol 3 0)

_ 1 g<2% ,-y)
IY@I17 \ds 0t

_ (VO .

AT

d . V.
= 59(5%,7) -9 <5%, E”) :

Damit folgt

b ' ‘ b v ‘
obil = [ a0l = g0~ [ o (57 34 ) .

Definition 3.20 FEine Kiirzeste zwischen zwei Punkten x,y € M ist eine Kurve, deren
Linge gleich d(x,y) ist.

Folgerung 3.21 Eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve y: [a,b] — M mit~y(a) =
p,v(b) = q ist genau dann eine Geoddtische, wenn fir alle Variationen s mit festen
Anfangs- und Endpunkten 6 L[ys| = 0 gilt. Insbesondere folgt: Ist v eine Kiirzeste, dann

ist v eine Geoddtische.
b
\Y
OL[vs] = — s, =7 | dt
[7] /a g( gl dﬂ)

fiir Variationen ~,, die Anfangs- und Endpunkte festlassen.

Beweis: Es gilt

e Ist v eine Geoditische, so gilt >4 = 0 und damit 6L[v,] = 0.

e Sei v keine Geodétische. Wir miissen zeigen, dass es eine Variation 7, gibt, mit
6L[ys] # 0. Da v keine Geodétische ist, gibt es ein ¢ty € (a,b) mit %5(to) # 0.
Wir werden eine Variation ~s konstruieren mit

\Y
) s —J ‘7
Vs =F2q
wobei f eine Funktion auf [a,b] ist mit f > 0, f(t) > 0 und f(a) = f(b) = 0.

Dann folgt
NIAY
SLiy = —/ fHWHdt <0.
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Um die Variation ~s zu konstruieren, beschranken wir uns auf eine Kartenum-
gebung (U, z) von 7(tg) und wéhlen eine beliebige Funktion f mit den oben
genannten Figenschaften, die Trager in dieser Karte hat. Dann setzt man fiir ~,
eine in s lineare Stérung im R™:

vo(t) = 271 (x(v(t)) +sf(t)dz (%ﬁ(t))) '

Die Werte von f sollten nicht-negativ und klein genug sein, damit dieser Ausdruck
wohldefiniert ist. Es gilt 79 = «. Fiir die Variation folgt:

Slt) = 38 (1)
—d:cl(% ( )+ sf(0ds (330 ))
(f (a0))
— )

Zusammenfassend haben wir gezeigt:

e Je zwei Punkte einer zusammenhéngenden Riemannschen Mannigfaltigkeit lassen

sich durch eine gebrochene Geodétische verbinden.

e Die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten ist eine Geoditische, falls sie

glatt ist.

e Geoditische sind kritische Punkte des Langenfunktionals.

Es stellen sich folgende Fragen:

1.

3.6

Konnen je zwei Punkte einer Riemannschen Mannigfaltigkeit durch eine glatte
Geodétische verbunden werden?

. Sind Geodétische Kiirzeste? (Das Beispiel der Grofikreise auf der runden Sphére

zeigt, dass das nicht immer der Fall ist.)

Sind Kiirzeste glatt, d.h. sind beliebige Kiirzeste Geodéatische?

Das Gaufl-Lemma

Der folgende Satz ist der erste Teil des Gauf-Lemmas:

Satz 3.22 Sei e > 0 so dass exp, auf dem Ball B.(0) C T,M ein Diffeomorphismus
auf sein Bild ist und sei r € (0,€). Dann gilt fir jeden Vektor v € T,M mit ||v|| = 1:
Die Geoditische 7,(t) = exp,(tv) schneidet das Bild exp,(0B,(0)) der Sphdre vom
Radius r im Punkt ,(r) orthogonal. Mit anderen Worten: 4,(r) ist senkrecht auf dem
Tangentialraum T, exp,(90B,(0)).
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Beweis: Sei
w € T,y exp,(0B,(0)) = (dexp,)r(T,,0B8,(0))

beliebig. Dann ist w von der Form

d
w = d_ epr<TU(S>) = 57v(s)(T)a
S1s=0
wobei v(s) eine Kurve in 7, M ist mit v(0) = v und ||v(s)|| = 1 fir alle s. Wir benutzen

nun Satz 3.19 iiber die erste Variationsformel fiir die Variation v, (). Da 7, = 7o) eine
Geodatische ist und der Anfangspunkt der Familie von Kurven konstant gleich p ist,
folgt

6L[%1(8)] = 9(5’}/@(5) (’I“), ’YU(T)) = g(w’ ’Vv(r)) (34)

Andererseits kann man die Lénge von 7, direkt berechnen:

L) = / oo lde = rl[o(s)]| = r-

Da dieser Ausdruck konstant ist, folgt dass 0 L[, ()] verschwindet. Mit Gleichung (3.4)
folgt, dass g(w,,(r)) = 0. Da w beliebig war, folgt die Behauptung. O

Der zweite Teil des Gaufl-Lemmas ist folgender Satz:

Satz 3.23 Die Abbildung exp, ist eine radiale Isometrie, d.h. es gilt

|[(d exp,)vw|| = [Jw]],
fiir alle v im Definitionsbereich der Fxponentialabbildung und alle Vektoren w € Ruw.

Beweis: Es gilt

(dexp,),v = — ) exp, (1 +t)v) = —|  Y(l+1t) =4(1).

Daraus folgt
[I(d expy,)ov]| = [[F (DI = 17 (0)I] = [[v]],

da -y, als Geodétische konstante Geschwindigkeit hat. Die Behauptung des Lemmas
folgt aus der Linearitdt des Differentials durch Skalieren. O

Als Konsequenz des Gaufl Lemmas erhélt man nun, dass Geodétische lokal Kiirzeste
sind.

Satz 3.24 Sei e > 0 so dass exp, auf dem Ball B.(0) C T,M ein Diffeomorphismus
auf sein Bild ist. Dann existiert fiir alle ¢ € exp,(B:(0)) genau eine Kiirzeste v,y von
p nach q und zwar die Geoditische vpy(t) = exp,(tvg) mit vy = exp,*(q).
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Beweis: Sei ¢ : [a,b] — M eine beliebige Kurve mit ¢(a) = p und ¢(b) = q. Zu zeigen
ist, dass L[c] > L[, gilt, oder dass ¢ eine Umparametrisierung von 7,, ist.

Zunéachst kann man 0.B.d.A. annehmen, dass die Kurve c fiir alle Zeiten ¢ im Abschlufl
der Menge exp,(Bgr(0)), R = [|v,]|, liegt. Sei t, die erste Zeit, zu der die Kurve c die
Menge exp, (Bg(0)) verldfit. Dann betrachtet man die kiirzere Kurve c|, , , und schétzt
deren Lénge ab.

Sei v(t) € T,M das Urbild von c(t) unter exp,, d.h. exp,(v(t)) = c(t). Es gilt v(a) =0
und [[v(to)|| = |lvgll = R. Dann definiert man auf (a,t] Funktionen r und w durch

v(t) = r(t)w(t), mit r(t) = ||v(@)|| und w(t) = % In a setzt man r(a) = 0, weiter

hat man r(ty) = R. Das Ableiten nach ¢ liefert dann
0(t) = r(t)w(t) + r(t)w(t) .

Da w(t) senkrecht auf w(t) steht, erhdlt man daraus mit Hilfe des Gaufl-Lemmas und
Satz 3.23

[(dexp, )i 5O = (dexp, ) HEwB? + [|(dexp, i r(t) (b))
> [(dexpy)u #0) wOI” = IO w@)? = [H(0)P

Nach dieser Nebenrechnung kann man nun die Lénge der Kurve ¢ auf dem Intervall
[a, to] nach unten abschétzen:

M%wzjﬂwwwz/WWawwwwﬁz/”mwzr%%wwzﬁ

Auf der anderen Seite berechnet sich die Lange der Geodétischen v, als

1 1
LMAIAMMWﬁzéHMﬁzR

Damit ist die Lange einer beliebigen, die Punkte p und ¢ verbindenden Kurve, nicht
kleiner als die Lange der Geodétischen +,,. Es bleibt die Diskussion des Gleichheits-
falles: L[c|(, ;1] = Lvpq)-

Im Gleichheitsfall folgt aus der Abschétzung ||(dexp, )y 7(t) w(t)||* = 0 und |7(t)| =
7(t). Daraus folgt w(t) = 0, da exp, ein lokaler Diffeomorphismus ist, und 7(¢) > 0. So-
mit ist w konstant und » monoton wachsend. Die Kurve ¢ muf in ¢ enden, anderenfalls
hétte man Llc] > L[c|, 1] = L[vpg] = R. Also folgt v(ty) = vy und w = w(lo) = +0,.
Fiir die Kurve c ergibt sich damit

c(t) = exp,(v(t)) = exp,(r(t)zv,) .

d.h. ¢ ist eine Umparametrisierung der Geodétischen 7,,(t) = exp, (tv,). O

Definition 3.25 Der Injektivitdtsradius i(p) in einem Punkt p € M ist die grifte
Zahl € fiir die expp| B.(0) ein Diffeomorphismus auf sein Bild ist.
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Sei nun B,.(p) der Abstandsball bzgl. der Metrik d, die definiert ist durch d(p,q) =
inf L[c], wobei das Infinum iiber alle stiickweise glatten, p und ¢ verbindenden, Kurven
¢ genommen wird. Es ist also B,.(p) = {¢ € M |d(p,q) <r}.

Folgerung 3.26 Sei M eine zusammenhdngende Mannigfaltigkeit. Dann gilt fiir jede
Zahl v < i(p), die Gleichung B, (p) = exp,(5,(0)).

Beweis: Sei v € T,M mit |[v|| <, d.h. v € B,(0). Dann gilt
d(p,exp,v) < Llv] = vl <7,

d.h. exp,(v) € B.(p), was die Inklusion exp,(B,(0)) C B,(p) zeigt. Genauer gilt nach
Satz 3.24 fiir jeden Punkt ¢ € exp,(B,(0)), dass d(p, q) = || exp, ' (q)]|-

Wir nehmen an, es existiert ein Punkt ¢ mit d(p, ¢) < r, der nicht in exp,(B,(0)) liegt.
Sei ¢ : [a,b] — M eine beliebige stiickweise glatte Kurve mit ¢(a) = p und ¢(b) = g¢.
Dann existiert eine Zeit to mit c(ty) = exp,(w) und ||w|| = r, d.h. nach nach Satz 3.24
gilt d(p, c(to)) = r. Fiir die Lénge der Kurve c ergibt sich Llc| = Llcl, , | + L[c|y, 4] -
Da der Punkt ¢ nicht in exp,(B,(0)) liegt, folgt Llc|] > Lc|, ,.j] > d(p, c(to)) = r und,
da die Kurve ¢ beliebig war, auch d(p, q) > r, was ein Widerspruch zur Annahme ist.
Somit ist auch die umgekehrte Inklusion B,(p) C exp,(B,(0)) bewiesen. O

Bemerkungen:

1. Es wurde insbesondere gezeigt, dass fiir alle Punkte p, ¢, nahe genug zueinander,
eine eindeutig bestimmte Kiirzeste existiert, namlich die Geodétische 7,,.

2. Die Folgerung zeigt noch mal, dass die Topologie des metrischen Raumes (M, d)
mit der gegebenen Topologie auf M iibereinstimmt. Denn die Kugeln B.(0) bilden
einen Umgebungsbasis von 0 € T, M und, da exp, ein lokaler Diffeomorphismus
ist, folgt, dass exp,(B,(0)) fiir r < € < i(p) eine Umgebungsbasis von p in der
gegebenen Topologie bildet. Andererseits bilden die Mengen B, (p) eine Umge-
bungsbasis der metrischen Topologie.

Satz 3.27 Kiirzeste sind Geoddtische, also insbesondere glatt.

Beweis: Sei \: [0, L] — M eine nach Bogenlénge parametrisierte Kiirzeste von z =
A(0) nach y = A(L), d.h. die Lange von A ist gleich d(z,y).

e Behauptung: ) ist vor und hinter jedem Punkt p = A\(¢), mit ¢ € (0, L) beliebig,
Stiick einer Geodatischen und damit ist A stiickweise glatt.

Beweis: Sei € < i(p), wobei i(p) der Injektivitétsradius ist und ¢ = A(t') € Be(p)
mit ¢ > t. Dann ist M|y = 7pq bis auf Umparametrisierung (und analog fiir
t'<t).

e Annahme: \ hat einen Knick im Punkt p.

Dann wihlt man ¢,q vor bzw. nach p mit d(q,q') < €, wobei € > 0 so dass
i(q) > € (siehe folgendes Lemma). Dann ist A auch die Kiirzeste zwischen ¢ und
¢, d.h. A = 7,y . Insbesondere hat X keinen Knick in p.
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Im Beweis haben wir folgendes Lemma verwendet:

Lemma 3.28 Um jeden Punktp € M existiert eine offene Umgebung U und ein € > 0,
so dass i(q) > € fir alle g € U.

Beweis: Zum Beweis finden wir eine offene Umgebung W von (p,0) im Tangenti-
albiindel T'M, auf welcher der geodétische Flufl einen lokalen Diffeomorphismus defi-
niert.

Sei A C M eine kleine Umgebung von p. O.B.d.A. kénnen wir durch Karten annehmen,
dass A C R" eine offene Menge ist und V' C R"™ eine Umgebung der Null ist, so dass
exp, fiir alle ¢ € A auf ganz V' definiert ist.

Wir betrachten die Abbildung
F:AxV 5 AxM
(q,v) — (q, exp, v).
Das Differential von F' ist von der Form
dFp0) = (diFipo), d2Fip))
wobei d; die Ableitung in g-Richtung und dy die Ableitung in v-Richtung bezeichnet.
Sei p(t) eine Kurve in A durch p und v(¢) eine Kurve in V' durch v. Dann gilt:

hFy (50) = | ({0 p(0)) = ((0), (0))

4> Flp0)(0(0)) = (0, dexp, 5(0)) = (0,0(0)).

I 0
dF(on):(] ])’

d.h. dF, ) ist invertierbar. Deshalb existiert eine Umgebung W von (p,0) in A x V,
so dass F'|y ein Diffeomorphismus auf sein Bild ist. Die offene Umgebung W enthilt
eine Umgebung der Form U x B.(0), wobei U eine Umgebung von p € M ist (Pro-
duktopologie). Dann ist exp, |p. (o) €in Diffeomorphismus auf sein Bild fiir alle ¢ € U.
O

Damit gilt

3.7 Kiirzeste im Groflen

Beispiel: Sei M C R™ mit der euklidischen Metrik offen und nicht konvex. Dann lassen
sich nicht alle Punkte von M durch eine Geodétische, d.h. Gerade, verbinden.

Satz 3.29 Sei M eine zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit und p € M,
so dass exp,, auf ganz T,M definiert ist. Dann existiert fiir jeden Punkt q € M eine
Kiirzeste v von p nach q. Insbesondere gilt:

Br(p) = exp, (Br(0)) fiir alle R > 0.
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Beweis: Sei p € M so dass exp,, auf ganz T, M definiert ist und ¢ € M beliebig. Fiir
ein beliebiges r < i(p) setzen wir

B.(p) ={z € M |d(p,z) <r}.
Die Exponentialabbildung ist ein Diffeomorphismus
exp,: B,(0) = B,(p).

Insbesondere ist die Abstandssphire OB, (p) kompakt. Sei d,: M — R die Abbildung
d,(z) = d(q,z). Diese Abbildung ist nach der Dreiecksungleichung stetig. Deshalb
nimmt die Einschrinkung

d,: 0B,(p) - R
ein Minimum in einem Punkt = exp,(rv) an, mit v € T,M, |[v|| = 1.

Sei v = =, die Geodétische mit Anfangswerten p,v. Wir zeigen, dass y(R) = ¢ fiir
R =d(p,q), d.h. v ist die gesuchte Kiirzeste.

Wir beweisen, dass
t+dy(v(t) =R Vte|0,R]. (3.5)
Die Behauptung folgt dann fir ¢ = R, denn dann ist d,(y(R)) = 0, d.h. y(R) = ¢.

Geometrisch bedeutet (3.5), dass 7| eine Kiirzeste ist, denn (3.5) ist dquivalent zu

d(p,q) = R =1+ dy(v(t))
= d(p,7(t)) +d(v(t), q).

Wir beweisen (3.5) zunéichst fiir ¢ = r: Sei ¢ eine beliebige Kurve von p nach ¢, welche
die Abstandssphére 0B, (p) in einem Punkt z’ schneidet. Sei ¢; das Stiick von p nach
a2’ und ¢y das Stiick von 2’ nach ¢. Dann gilt

Liey) > 1, Lieg) > dy(2') > dy(x),

da z das Minimum von d, auf der Sphére ist. Daraus folgt

L[C] = L[Cl] + L[CQ]
> 1+ dy(z)
=1+ dy(v(r))-

Da ¢ beliebig ist, folgt R = d(p,q) > r + dy(y(r)). Andererseits ist nach der Dreiecks-
ungleichung

R =d(p,q) < dp(x) + dg(v(r)) =+ dyg(~(r)).
Das beweist Gleichung (3.5) fiir t = r-.

Wir beweisen nun Gleichung (3.5) fiir beliebiges ¢. Sei

s = sup{t € [0, R] | Gleichung (3.5) gilt}.
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Dann ist nach dem gerade eben gezeigten s > r. Auflerdem gilt wegen Stetigkeit Glei-
chung (3.5) auch fiir ¢t = s. Zu zeigen ist, dass s = R.

Annahme: s < R. Wir fithren das zu einem Widerspruch indem wir zeigen, dass
Gleichung (3.5) auch fiir s + r; mit einem r > 0 gilt. Sei p; = v(s), m < i(p1) und
x1 der Punkt auf der Abstandssphiire B, (p;) mit minimalen Abstand zu ¢. Mit 7y,
bezeichnen wir den Teil von v von p nach py, d.h. v = v[p. Wir zeigen zunéchst,
dass d(p, r1) = s + r1: Da Gleichung (3.5) fiir s gilt, folgt

d(p,q) = d(p, p1) + d(p1, q).

Da Gleichung (3.5) auch fiir den Startpunkt p; mit ¢ = r; gilt, folgt

d(p1,q) = d(pr, 21) + d(z1,q).

Auflerdem gilt nach der Dreiecksungleichung

d(p,q) < d(p,z1) + d(z1,q).

Daraus folgt
d(p,x1) > d(p,p1) + d(p1,x1) = s+ ry.

Da die andere Ungleichung wegen der Dreiecksungleichung gilt, folgt die behauptete
Gleichung. Auflerdem gilt

d(p, q) = d(p,x1) + d(x1, ). (3.6)

Die Lénge von 1 U 7,4, ist aber gerade s + ry. Es folgt, dass 1 U yp,4, eine Kiirzeste
und damit nach Satz 3.27 glatt ist. Daher ist v; U 7,,,, eine geodétische Fortsetzung
von ~; und damit

Ty =y(s+r1).

Mit Gleichung (3.6) folgt
R =d(p,q) = d(p,¥(s + 1)) +d(v(s + 1), 9)-

Damit gilt Gleichung (3.5) auch fiir s + 1.

Insgesamt folgt, dass Gleichung (3.5) fiir ¢ = R gilt und damit die Behauptung des
Satzes.

Wir beweisen zum Abschlufl den Zusatz
Br(p) = exp, (Br(0)) fiir alle R > 0.

Sei q € exp, (ER(O)), d.h. ¢ = exp,(tv) fiir ein t < R, |Jv|| = 1. Da diese Geoditische
Linge t hat, folgt dass d(p,q) <t < R. Also ist ¢ € Bg(p). Sei umgekehrt ¢ € Br(p).
Dann ist d(p, q) = t < R. Nach dem Beweis des Satzes gilt ¢ = exp,(tv) fiir ein v € T,M
mit ||v|| = 1. Das zeigt die umgekehrte Inklusion. O
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Satz 3.30 (Hopf-Rinow 1931) Fir zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltig-
keiten sind folgende Aussagen dquivalent:

1. exp, ist auf ganz T,M definiert fiir einen Punkt p € M.
2. (M,d) ist metrisch vollstindig, d.h. Cauchy-Folgen konvergieren.

3. (M, g) ist geoddtisch vollstindig, d.h. jede Geodditische ist auf ganz R definiert.
Beweis: 1. = 2. Sei (¢;) eine Cauchy-Folge in M, d.h.
d(gi,q5) <€, Vi, j>i..
Nach der Dreiecksungleichung gilt

d(p,q;) < d(p,q.) + d(g..q;)
< d(p, qie) t€ Vj > e
=R

fiir eine gewisse Zahl R. Daraus folgt, dass (g;);>; in der Menge Brg(p) liegt, die we-
gen Bg(p) = exp,(Br(0)) nach Satz 3.29 kompakt ist. Da sie auch folgenkompakt ist,
existiert eine konvergente Teilfolge und die Folge (g;) konvergiert.

2. = 3. Sei 7 eine Geoditische, parametrisiert nach Bogenldnge, die nur auf einem
endlichen Intervall [0, s) definiert ist, s < oco. Wir fithren das zu einem Widerspruch.
Sei (t;) eine Folge in [0, s), die gegen s konvergiert. Dann ist (y(¢;)) eine Cauchy-Folge,
da

Nach Voraussetzung konvergiert v(¢;) gegen einen Punkt g. Wir betrachten die Vekto-
ren
vi = (i) € T, M, [Jvi]| = 1

als Folge im Einheitssphérenbiindel des Tangentialbiindels T'M. Es folgt, dass die (v;)
(genauer: eine Teilfolge) gegen einen Vektor v € T,M mit ||v|]| = 1 konvergieren.
Mit einem dhnlichen Argument wie in Lemma 3.28 kénnen wir annehmen, dass alle
Geodétische 7,, und v, auf demselben Intervall (—d,d) definiert sind. Es folgt, dass
Yo, () gegen 7,(t) fiir alle t € (—0,9) konvergiert. Nach Definition gilt

Yo, (B) = y(t; + 1).

Es folgt
Yo(t) = lim y(t; +t) =v(s+t) Vi e (=6,0].
1—00
Also ist 7, eine geodétische Fortsetzung von 7 auf das Intervall [0, s + §). Damit ist
~ auf einem grofleren Intervall definiert, im Widerspruch zur Annahme. Also ist v auf

ganz [0, 00) definiert. Analog folgt, dass v auf (—oo, c0) definiert ist.

3. = 1. Diese Implikation ist trivial. O
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3.8 Kriimmung und Jacobi-Vektorfelder
Sei v: I — M eine Geodétische.
Definition 3.31 FEine geodétische Variation ist eine Abbildung
Y Ax T — M
(s,1) — (s, 1) = 75(1),

wobei A ein Intervall ist, so dass gilt:

o 7 ist glatt

® Y% =7

e v, sind Geoddtische fiir alle s € A.

Das Variationsfeld einer geodétischen Variation ist

0
J == o
88 s=0 !
Das Variationsfeld ist ein Vektorfeld entlang . Wir schreiben
.V . V.
J=J(t), J dtJ’J dtJ

Satz 3.32 Fiir das Variationsfeld einer geoddtischen Variation gilt die Differential-
Gleichung: )

J+R(J,4)7 =0, (3.7)
wobei R den Riemannschen Krimmungstensor bezeichnet. Die Gleichung (3.7) wird
als Jacobi-Differentialgleichung bezeichnet.

Definition 3.33 Allgemein nennt man Lésungen dieser Differentialgleichung Jacobi-
Vektorfelder entlang .

Beweis: Mit Lemma 3.18 und weil v eine Geodétische ist, gilt:

;_VV, VvV

Tdtdt” T dtdt Os

s=0
_VVao,
~ dtdsot
VvV, 0y 07\ .
—@WW(%%)”

Der Schritt zu der dritten Zeile folgt, da in lokalen Koordinaten
VaiVaj"y = VajVai"}/ + R(@i, 8]-)")/,

wegen der Definition des Kriimmungstensors und da [0;, 9;] = 0. O
Bemerkung:
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e Jacobi-Vektorfelder J sind eindeutig bestimmt durch den Anfangswert J(0) und
die Anfangsableitung J (0). Die Menge der Jacobi-Vektorfelder entlang v ist ein
2n-dimensionaler Vektorraum, wobei n die Dimension von M ist (Theorie linea-
rere Differentialgleichungen).

e Triviale Losungen der Jacobi-Gleichung erhilt man durch Umparametrisieren
einer Geodéatischen ~:

A(s,t) = y(t + s(at + b)), mit a,b € R Konstanten.

Dann gilt .J(t) = (at + b)5(t), J(t) = a’y und J(t) = 0. Damit ist J eine Losung
der Jacobi-Gleichung (das ist klar, da 4 eine Variation durch Geoditische ist).

e Sei J ein Jacobi-Vektorfeld entlang ~. Dann ist g(.J, ) eine lineare Funktion in ¢:

d? . d . .
=9(J.7)

= _g<R(J7 7)777) = _R(Ja77777) =0.

Bemerkung: Jacobi-Vektorfelder entsprechen genau den geodétischen Variationen.
Um das zu zeigen, miissen wir ausgehend von einem Jacobi-Vektorfeld eine geodétische
Variation konstruieren. Sei J ein Jacobi-Vektorfeld entlang der Geodétischen v = ~(t)
durch v(0) = p. Sei ¢ = ¢(s) eine Geodéatische mit ¢(0) = p und ¢(0) = J(0). Seien
X,Y die parallelen Vektorfelder entlang ¢ mit X (0) = #(0) und Y'(0) = .J(0).

Behauptung: Die Abbildung

V(s,t) = expy() (H(X (s) + sY (s)))
ist eine geodétische Variation mit Jacobi-Vektorfeld .J.
Es gilt

7(0,1) = exp,(t7(0)) = ~(t)
7(s,0) = exp,(5)(0) = e(s).

Da 4 eine Variation durch Geodétische ist, ist
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ein Jacobi-Vektorfeld. Wir miissen zeigen, dass es dieselben Anfangswerte wie J hat.
Es gilt:

20) = ¥ 55,1
Vo,
= %av(s,t)
= 3 XK@+
= ¥(0) = J0),

da X und Y parallel entlang ¢ sind.

Lemma 3.34 Der Jacobi-Operator R, = R(-,v)v: T,M — T,M ist symmetrisch fir
jedes v € T,M und damit diagonalisierbar mit reellen Eigenwerten.

Beweis: Es gilt wegen den Symmetrien des Kriimmungstensors:

g(R,X,Y)=R(X,v,v,Y)
= R(v,X,Y,v) = R(Y,v,v, X)
=g(RY, X) = g(X, R,Y).

O

Bemerkung: Sei M = S™ RP™ CP", HP" oder CaP? d.h. M ist ein Rang 1 sym-
metrischer Raum. Dann operiert die Isometriegruppe transitiv auf dem KEinheitss-
phérenbiindel im Tangentialbiindel. Daraus folgt, dass die Eigenwerte von R, weder
vom FuBlpunkt p noch dem Vektor v abhéngen. Die Ossermann- Vermutung besagt, dass
auch die Umkehrung gilt. Sie ist zumindest fiir dim M # 8,16 gelost durch Arbeiten
von Gilkey.

Bemerkung: Sei 7 eine Geodétische mit v = ¥, [|v[| = 1. Dann gilt fiir ein Jacobi-
Vektorfeld die Gleichung J = —R,(J). Fiir alle Tangentialvektoren z, die senkrecht
auf v stehen, ist die Schnittkriimmung K (x,v) gegeben durch

o(R,v)0,2) _ g(Ruwx)

K(z,v) =
@0 = Pl = g0~ [P

Falls

e K >0, dann ist —R, < 0, d.h. Geodétische streben wieder zusammen, wie auf

ST

e K < 0, dann ist —R, > 0, d.h. Geodéitische streben schneller auseinander, als
auf dem R", z.B. wie auf dem hyperbolischen Raum H".

Definition 3.35 Sei Jy, das Jacobi-Vektorfeld entlang der Geoddtischen v, bestimmt
durch Jy,(0) =0 und Jy, = w, wobei v,(0) =p und v,w € T,M.
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Lemma 3.36 Firv € T,M klein genug, so dass exp, im Punkt v definiert ist, gilt
(dexp,)ow = Jyu(1). (3.8)

Dabei ist (dexp,,),: T,T,M = T,M — Toxp, ()M

Bemerkung: Im Beweis von Satz 3.12 haben wir gezeigt, dass

(d epr)() = IdTpM-

Beweis: Es gilt:
d
ds

d
- v+sw 1
ds 5:07 +sw(1)

= J(1),

wobei J das durch die geodétische Variation (s,t) — 7,150 (t) definierte Jacobi-Vektorfeld
ist.

(dexp,),w = exp,, (v + sw)

s=0

Zu zeigen: J = J,,. Dazu berechnen wir die Anfangswerte von J:

0
J(O) = @_ 7v+sw(0> =0, da 7v+sw(0) =Dp.
S s=0
. \V4 0
= — — t
J(O) dt o 85 o ’yv—l—sw( )
AV 0
g 0]
\V4 .
= E Y 'Yersw(O)
= & . ('U + Sw)
= w.

Dabei haben wir verwendet, dass fiir ein Vektorfeld entlang einer konstanten Kurve die
kovariante Ableitung gleich der gewohnlichen Ableitung im Tangentialraum ist. Insge-
samt folgt, dass J = J,,. O

Bemerkung: Fiir alle ¢ hinreichend klein, so dass exp,, im Punkt v definiert ist, gilt

va (t) = (d epr)tvtw-
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Beweis: Es ist:

(d expp)tvtw = Jw tw(l)
9
0s
0

% Y Yo+sw (t)

= Jyuw(t).

Vt(v+sw) ( 1)
s=0

Wir beweisen eine interessante Anwendung der Jacobi-Vektorfelder:

Satz 3.37 Seien (M™,g) und (M",§) zwei Riemannsche Mannigfaltigkeiten mit der-
selben konstanten Schnittkrimmung K. Dann sind (M, g) und (M, §) lokal isometrisch.

Beweis: Sei W(t) das parallele Vektorfeld entlang der Geodétischen -, mit W (0) = w
und sei sk : R — R die Losung der folgenden Differentialgleichung:

S+ Kse =0, s5(0)=0,84(0) = 1.

Es gilt:
\/Lfsin VKt fir K >0
sg(t) =<t fir K =0
JiTsinh\/jt fur K < 0.

AuBerdem ist J,,(t) = sk (t)W(t), da

Juw(0) = 0
Jyw(0) = S (0)W(0) = w (W ist parallel),

und J,,, 16st die Jacobi-Gleichung bei konstanter Schnittkriimmung K. Mit der Be-
merkung nach dem Beweis von Lemma 3.36 folgt, dass

[(dexp,)wtwl||y = [sx ()| - [[W(#)|lg = s (t)] - [Jw]],-
Wir konstruieren nun die lokale Isometrie zwischen M und M. Sei
A: T,M — T;M

eine beliebige lineare Isometrie fiir ein Paar von Punkten p und p, definiert z.B. indem
man die Vektoren von Orthonormalbasen in den Tangentialriumen paarweise identifi-

ziert. Sei f die Abbildung
[ =exp;oAo exp;1 .

Behauptung: f ist eine Isometrie zwischen Normalenumgebungen von p in M und p
in M.
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Zum Beweis berechnen wir das Differential df im Punkt exp,(tv), wobei ¢ hinreichend
klein ist. Ein beliebiger Tangentialvektor x in diesem Punkt schreibt sich als x =
(dexp,)wtw. Dann gilt:

|| dfexp, (t0) %1 |5 = [ dfexp, (1) (d €XP,,)wtw]|5
= ||(d expj)ravt Awl[z
= |s(t)] || Awl;
= ls(®)] - [wlly
= [[(dexp,)wtwl|y
= |[zl]y.

Im zweiten Schritt haben wir die Definition von f verwendet. Insgesamt folgt die Be-
hauptung. O

3.9 Der Satz von Cartan-Hadamard

Satz 3.38 (Cartan-Hadamard) Sei (M",g) eine vollstindige Riemannsche Man-
nigfaltigkeit, deren Schnittkriimmung nicht-positiv ist, K < 0. Dann existiert eine
vollstindige Riemannsche Metrik auf T,M = R", fir die exp,: T,M — M eine lokale

Isometrie ist, d.h. exp, ist eine lokal isometrische Uberlagerungsabbildung. Insbeson-
dere ist fiir m (M) =1 die Mannigfaltigkeit M diffeomorph zu R™.

Beweis: Zu zeigen ist zunéchst, dass exp, ein lokaler Diffeomorphismus ist, d.h. dass
(dexp,)ow = Juu(1) #0 Yw € T,M.
Sei J = J,,. Dann gilt

= —K(J AT AP
> 0.
Damit folgt
d? 9 d, .
ZNT(H2 =2~
/O =250
— 2], ) + 21|
> 0.

Sei f(t) = ||J(t)||*. Dann gilt f(0) =0, f(0) = 0 und f(t) > 0, d.h. die Funktion f ist
konvex. Da w # 0, ist f nicht identisch Null. Damit folgt

1 To(®)]] >0 ¥t > 0.

Das war zu zeigen.
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Wir definieren eine Metrik auf 7, M durch

g = exp,g.

Dann ist exp,, eine lokale Isometrie. Es bleibt zu zeigen, dass (T),M, §) vollstéindig ist.
Sei v € T,M ein beliebiger Vektor. Unter der Exponentialabbildung wird die Kurve
t — tv auf die Geodétische 7,(t) abgebildet, die fiir alle Zeiten ¢ definiert ist, da
(M, g) vollstiandig ist. Da die Exponentialabbildung eine lokale Isometrie ist, folgt dass
t — tv eine fiir alle Zeiten definierte Geodétische beziiglich ¢ ist. Damit ist (7,M, g)
vollsténdig. O

3.10 Raumformen

Eine Raumform ist eine zusammenhéngende vollstindige Riemannsche Mannigfaltig-
keit konstanter Schnittkriimmung.

Satz 3.39 Sei (M™,g) eine Raumform. Dann ist die universelle Uberlagerung von M
isometrisch zu S™,R™ oder H".

Bemerkung: Die Bestimmung aller Raumformen ist dquivalent zur Bestimmung aller
frei und eigentlich diskontinuierlich operierenden Untergruppen von Iso(S™), Iso(R™)
und Iso(H").

Einige bekannte Ergebnisse sind:

e Hantzsche-Wendt (1935): Fir n = 3, K = 0 gibt es bis auf Homéomorphie 10
kompakte und 8 nicht kompakte Raumformen.

e Hopf (1926): Fiir n = 0 mod 2, K > 0 sind S™ und RP™ die einzigen Raumformen.

e Wolf (1967): vollstandige Klassifikation fur n > 4, K > 0.

3.11 Die zweite Variationsformel

Sei 4: A X [a,b] — M eine Variation mit festen Anfangs- und Endpunkten, d.h.

¥(s,b) =v0(b) Vs e A

Die Kurve 7 = 7, sei eine nach Bogenlénge parametrisierte Geodétische. Das Langenfunktional
ist definiert durch

L[s] = Llvs] :/ IEAGIEA

Das Variationsvektorfeld ist

0
y = < o
88 s=0 7
mit
Y(a) =Y (b) = 0, (3.9)
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da die Variation feste Anfangs- und Endpunkte hat. Sei
Y=Y —g(3,Y)3

die Projektion von Y auf 4-. Mit Y und Y bezeichnen wir die kovarianten Ableitungen
von Y entlang ~.

Satz 3.40 Es gelten die beiden folgenden Variationsformeln:

1. L] L(s) =0 (siche Folgerung 3.21 zur ersten Variationsformel).

ds |s=0
2. % L(s) = — fabg()"/L + R(YL, 4%, Y)dt (zweite Variationsformel).
s=0
Bemerkung:
o Es gilt:
. d . .
||Y7l||2 = EQ(YL7 YL) - g(YLv YL)

Mit Eigenschaft (3.9) folgt
b .. b .
[ oty = [P

o g(R(Y*,9)7,Y) = K(Y= 9V

Bemerkung: Ist v: [a,b] — M eine Geoditische, die den minimalen Abstand zwischen
den Endpunkten realisiert, d.h. mit d(y(a),v(b)) = L[], dann gilt % L[s] > 0, fiir
5=0

jede Variation mit festen Anfangs- und Endpunkten.

3.12 Der Satz von Bonnet-Meyers

Satz 3.41 (Bonnet-Meyers) Sei (M",g) eine vollstandige, zusammenhdngende Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit. Fs existiere ein 6 > 0 mit K > > 0. Dann gilt:

o M ist kompakt.

o diam(M) < = = diam (SIL/\/(?)

Dabei ist der Durchmesser von M definiert als
diam (M) = sup{d(p,q) | p,q € M}.

Beweis: Seien p, ¢ Punkte in M und v: [0,{] — M eine nach Bogenlidnge parametri-
sierte Kiirzeste von p nach ¢. Sei E ein paralleles Vektorfeld entlang v mit ||F|| = 1,
das senkrecht auf 4 steht. Wir definieren ein Vektorfeld



und eine Variation 4 der Geodéatischen v, gegeben durch

Y(s8,t) = exp,p (sY (1))

Da ~ minimal ist, folgt dass j—; L[s] = 0. Damit gilt mit der zweiten Variationsfor-

mel: -
l
0= —/0 gV + R(YL 4)4, Y Hdt
! w2 7t
= —/0 <—l—29(E, E)+g(R(E, ﬁ)ﬁ,E)) sin? (7) dt.
Damit ist

0= /Ol (7;—22 — K(E,y)) sin? <7th) dt. (3.10)

Mit der Annahme folgt

und damit

Daraus folgt der zweite Teil der Behauptung. Der erste Teil der Behauptung folgt, da
M abgeschlossen und beschrankt ist und damit nach (einer Erweiterung von) Satz 3.30
von Hopf-Rinow kompakt. O

In ahnlicher Weise beweist man:

Satz 3.42 Sei (M™,g) eine vollstindige, zusammenhdngende Riemannsche Mannig-
faltigkeit mit n > 2 und es existiere ein § > 0 mit

Rie(X, X) > (n —1)8]| X%,

d.h. alle Eigenwerte der Ricci-Krimmung sind > (n — 1)0. Dann ist M kompakt und
diam(M) < T

Beweis: Es gilt
n—1
i=1
wobei E; eine Orthonormalbasis von 4+ ist. Mit der entsprechenden Summe iiber Glei-

chung (3.10) folgt die Behauptung. O

Folgerung 3.43 Fulls fiir eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) die Ungleichung
K > 6 > 0 oder Ric > (n—1)§ > 0 gilt, dann ist die Fundamentalgruppe m (M)
endlich.
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Beweis: Sein: M — M die universelle Uberlagerung und § = 7*¢ die zuriickgezogene
Metrik. Dann ist im ersten Fall K; > > 0. Da M vollstandig ist, ist nach Satz 3.41
von Bonnet-Meyers die Mannigfaltigkeit M kompakt. Dann kann die Uberlagerung nur
endlich viele Bldtter haben, d.h. 7y (M) ist endlich. O

Bemerkung: Die Voraussetzung K > 0 oder Ric > 0 ist nicht ausreichend. Ein
Gegenbeispiel ist das 2-dimensionale Rotationsparaboloid, das K > 0 hat, aber nicht
kompakt ist.

Anwendung: Wir betrachten die Mannigfaltigkeit M = S? x S!. Das Produkt der
Standardmetriken hat K > 0. Aber:

e Es existiert keine Metrik auf M mit K < 0: Die universelle Uberlagerung ist
M = 5? x R 2 R3. Die Behauptung folgt mit Satz 3.38 von Cartan-Hadamard.

e Es existiert keine Metrik auf M mit K > 0: Da M kompakt ist, wiirde folgen,
dass K > ¢ > 0 fiir ein 0. Nach Satz 3.41 von Bonnet-Meyers wire 71 (M) endlich,
was ein Widerspruch ist, denn m (M) = Z.

Satz 3.44 (Synge) Sei (M™,g) eine kompakte, zusammenhdingende Riemannsche Man-
nigfaltigkeit mit K > 0. Dann gilt:

e Ist n =0mod 2 und M orientierbar, dann ist m (M) = 1.
e [stn=1mod 2, dann ist M orientierbar.

Anwendung: Die Mannigfaltigkeit M = RP? x RP? besitzt keine Metrik mit positi-
ver Schnittkriimmung. Der Grund ist, dass dann auch die Orientierungsiiberlagerung
positive Schnittkriimmung hétte und damit nach dem Satz 3.44 von Synge einfach-
zusammenhingend wire. D.h. die Orientierungsiiberlagerung, die eine Uberlagerung
der Ordnung zwei ist, wire die universelle Uberlagerung. Damit wire m (M) = Z;.
Das ist ein Widerspruch zu (M) = Zo & Zs.

4 Der Laplace Operator auf Funktionen

4.1 Eigenrdume und Spektren

Lemma 4.1 Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und sei V; C C>(M) fir
1=0,1,... eine Folge von Unterrdumen mit den beiden Bedingungen

1. Zu jedem 1 existiert eine reelle Zahl \; mit Af = N\, f fir alle f € 'V
2. Die Summe @;V; liegt dicht in C®(M).

Dann besteht das Spektrum von A, genau aus den Zahlen \g, A1, ... und die Riume V;
sind genau die Eigenrdume zu den Figenwerten \;.

Bewelis:
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Folgerung 4.2

Bewelis:

4.2 Das Laplace-Spektrum auf der Sphére

Sei (R"*1, gg) der Euklidische Raum mit der Standard-Metrik. Die Sphire S™ C R**!
sei versehen mit der induzierten Metrik. Jeder glatte Funktion f auf R™*! definiert
durch Einschrinkung eine glatte Funktion auf S™. Die Wirkung des Laplace-Operators
auf diesen eingeschriankten Funktionen 18t sich nun leicht berechnen.

Satz 4.3 ,
n+1 n
(AR f)lsn = A® (f lgn) — —?;5 |gn — n% |5

Beweis:

O
Mit Hilfe dieser Formel sollen nun explizit Eigenfunktionen des Laplace-Operators auf
der Sphére konstruiert werden. Spé
ter wird gezeigt, dass man schon alle moglichen Eigenfunktionen gefunden hat.
Sei H ein homogenes Polynom vom Grad k auf R, Ein solches Polynom schreibt

sich in den Koordinaten zq, ..., z, von R"*! als:
_ _ L Tip
H(z) = H(xg,...,x,) = E Wiy Tiy -+ T
11<...<ip

mit Z§=1 ni; = k. Homogene Polynome vom Grad 0 sind die konstanten Funktionen,
die vom Grad 1 sind die linearen Funktionen H(x) = ) a;z;. Die homogenen Polynome
vom Grad k bilden einen Vektorraum, der mit P, wird. Fiir die Dimension des Raumes
der homogenen Polynome vom Grad & auf R**! gilt

dim P, = ("Zk) .

Fiir homogene Polynome vom Grad k gilt H(uz) = p”H (). Insbesondere gilt daher

H = r*H |, wobei r die radiale Koordinate bezeichnet, also 7(z) = ||z||. Ableiten
nach r liefert dann

OH O?H

W = ]{ka_lH |S” = k’(k— 1) Tk_zH |S"

or?
Die Anwendung der Formel aus Satz 4.3 zeigt, dass die Einschrénkungen homogener,

harmonischer Polynome (dh. solcher mit AR""™ H = 0) Eigenfunktionen von AS" sind.
Sei H ein homogenes, harmonisches Polynom vom Grad k auf R**!, dann gilt:

A (H|g) = k(n+k—1)H|qg .

Die homogenen, harmonischen Polynome auf R"*! bilden einen endlich-dimensionalen
Vektorraum, der mit Hj bezeichnet wird. Die Einschrinkung auf S™ wird mit Hy
bezeichnet, dh.

Hi = {f€C(S") | f=[lsn: [ EHi}
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Satz 4.4 Die Riume Hy, sind die FEigenrdume des Laplace Operators auf Funktionen
zu den Figenwerten \, = k(n+k — 1), d.h.

spec(S™,g0) = {k(n+k—-1)|k=0,1,...}

Bemerkungen:

1. In diesem Satz ist die Skalarkriimmung der Sphére auf scal = n(n — 1) normiert.
Die Metrik ist die von der Standardmetrik auf R"*! induzierte Metrik. Das ent-
spricht der Schnittkriimmung K = 1 und der Ricci-Kritmmung Ric = (n — 1)g.

2. Sei g die skalierte Metrik ¢ = cg, ¢ € R. Sind \; die Eigenwerte des Laplace-
Operators Ay, dann sind %)\i die Eigenwerte von Aj. Insbesondere ist auf der

Sphére also der erste von Null verschiedene Eigenwert gleich A\ = ;‘f‘i

Lemma 4.5 Der Raum Py, der homogenen Polynome vom Grad k auf R™** hat fol-
gende orthogonale Zerlequng

Por = Hop @ 7* Hop o ® ... 1Mo, Popr1 = Hor1 @2 Hoe 1 @ ... 1 H,y

Beweis: Man beweist das Lemma mit vollstandiger Induktion. Der Induktions-Anfang
ist Py = Ho und P; = H;1, was richtig ist, da homogene Polynome vom Grad 0 bzw 1, al-
so konstante bzw lineare Funktionen, harmonisch sind. Die Induktions-Voraussetzung
ist dann die Gleichung P, = Hj, @ r*Py_s. Zu zeigen ist nun die Gleichung Py o =
Hiyo & 1Py

O

Beweis von Satz 4.4: Da schon gezeigt wurde, dass die Raume H;, Eigenriume des
Laplace-Operators sind, bleibt nach Lemma 4.1 nur noch zu zeigen, dass die Summe
@Hy, dicht in C>(S™) liegt. Aus dem Satz von Stone-Weierstrass folgt zunichst, dass
@®Py, dicht in C®(S") liegt. Aus Lemma 4.5 folgt dann die gleiche Aussage fiir die
harmonischen homogenen Polynome. O

Bemerkung: Die Multiplizitdt der Eigenwerte )y, also die Dimension der Eigenrdume
‘H;. berechnet sich nach Lemma 4.5 als

L~ ~ - n+k n+k—2
dlmHk:Pk_Pk_zz( L )—( L—9 )

4.3 Flache Tori

Ein Torus ist definiert als Tr = R"/I", wobei I' ein Gitter in R” vom Rang n ist. Als
abelsche Gruppe ist I" isomorph zu Z™ und T diffeomorph zu S* x ... x St. Das Gitter
I' kann geschrieben werden als

I'={av1 + ...+ ayv, | a; € Z},

wobei die Vektoren v; linear unabhéangig sind. Die Gruppe I' operiert auf R™ durch
x — x + 7, mit v € I". Da Translationen Isometrien sind, induziert die euklidische
Metrik auf R™ eine Metrik gr auf Tt, so dass R — Ty eine Riemannsche Uberlagerung
ist. Der Torus Tt mit dieser Metrik heif3t flacher Torus.
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Satz 4.6 Zwei flache Tori derselben Dimension n sind genau dann isometrisch, falls
eine Isometrie von R™ existiert, welche die Gitter vertauscht.

Beweis: Sei F' eine Isometrie von R", welche die Gitter ineinander iiberfithrt. Durch
Komposition mit einer Translation kann man annehmen, dass die Null auf die Null
abgebildet wird. Dann induziert F' einen Gruppenisomorphismus von I' mit I und
eine Isometrie von Tt mit 7. Sei umgekehrt f: Tt — Tt eine Isometrie. Wir kénnen
0.B.d.A. (durch Komposition mit einer Translation auf dem Torus) annehmen, dass
[0] € Tt in [0] € T abgebildet wird. Die Isometrie der Tori induziert nach einem Satz
aus der Uberlagerungstheorie eine Isometrie F': R — R™. Diese Abbildung bildet das
Gitter I' in I'” ab. Da sie eine Isometrie ist, muf sie die Gitter I' und I" identifizieren.
O

Bemerkung: Da jede Isometrie eines flachen Torus eine Isometrie von R™ induziert,
kommt jede Isometrie des flachen Torus von einer linear-affinen isometrischen Abbil-
dung des R™. Man kann so, abhéngig vom Gitter, die Isometriegruppe flacher Tori
bestimmen.

4.4 Klassifikation 2-dimensionaler flacher Tori bis auf Isome-
trie

Wir wollen 2-dimensionale Tori bis auf Isometrie klassifizieren.

Wir betrachten einen Torus Tt = R? /T, fiir ein Gitter I' C R?, mit der flachen Metrik.
Sei @ € I' \ {0} ein Element mit minimaler Norm ||a||. Nach einer Rotation, die das
Gitter auf ein isomorphes Gitter abbildet, konnen wir annehmen, dass a auf der posi-
tiven rechten Halbachse R, liegt. Sei b der kiirzeste Vektor in I' \ Za. Die Vektoren a
und b sind eine Basis von I': Falls nicht, gibt es ein Element z € I', mit z = Aa + ub,

wobei A oder p nicht in Z liegen. Durch Subtraktion von geeigneten Vielfachen von a

und b folgt, dass es ein Element z € T' gibt, mit z = Aa + ub und |A|, |u| < 3, wobei

27
einer der Koeffizienten ungleich Null ist. Dann ist:

[1211* = A[lal]* + 2Au(a, b) + 1*|[b]|?
< gllall* + 5llall - [1ol] + Z1bI*
= 3(llall + llo[)*
< |lbll*.
Es folgt, dass ||z|| < ||b]|. Damit ist z ein Vielfaches von a. Das ist ein Widerspruch.

Durch Spiegelungen an den Koordinatenachsen kénnen wir annehmen, dass b im ersten
Quadranten liegt. Die x-Koordinate von b ist kleiner gleich %a. Andernfalls wére b — a
ein Erzeuger von I' mit kleinerer Léange als b. Der Vektor b ist deshalb ein Element in

M={(z,y) eR* | 2> +¢y* > a* 0 <z < ia,y > 0}.

Geometrisch sind das alle Punkte im ersten Quadraten, die in dem Streifen der Breite
%a rechts von der y-Achse, sowie auf oder oberhalb des Kreises mit Radius a liegen.
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Satz 4.7 Die 2-dimensionalen flachen Tori (Tr, gr) entsprechen bis auf Isometrie ge-
nau den Paaren von Vektoren (a,b), wobei a € Ry und b € M.

4.5 Das Laplace-Spektrum auf dem Torus

Sei (Tr, gr) = (R"/I", gr) ein Torus, wobei I' C R™ ein Gitter und gr die von der flachen
euklidischen Metrik induzierte Metrik auf 1T ist. Das duale Gitter ist definiert durch

I"={zeR"|(z,y) € ZVy e}

Lemma 4.8 Fiir das duale Gitter gilt:
1. T ist ein Gitter.
2. (I*)*=T.

Beweis: Zu 1.: Sei {e;} eine Basis von I" mit dualer Basis {ef}, definiert durch
(ef,ej) = 0;;. Es folgt, dass e; € I'" und dass die Elemente {e}} eine Basis von I'™*
bilden. Zu 2.: Eine Basis von (I'*)* ist gegeben durch {e}*}, wobei (e*, ef) = 0;;. Das

]

bedeutet, dass e* = ¢;, d.h. (I"™)* =T. O

Wir betrachten den Raum C°(T') aller C-wertigen glatten Funktionen auf dem Torus
T. Wir erweitern den Laplace-Operator zu einem Operator auf diesem Raum durch

A(u +iv) = Au + iAv.

Dieser Operator hat dasselbe Spektrum wie der Operator auf reell-wertigen Funktionen.

Definition 4.9 Sei x € I'*. Dann definieren wir die Funktion f, € C®(T') durch

Fly) = i,

Die Funktion ist zunichst nur auf R™ definiert. Sie ist invariant unter jedem Element
yel,dazel™

fr<y + 7) _ e2m‘(z,y+’y> _ 627ri(:r,y>627ri(x,'y> _ fm(?J)
Deshalb definiert sie eine Funktion auf dem Torus 7.

Lemma 4.10 Die Funktion f, ist eine Eigenfunktion des Laplace-Operators zum Ei-
genwert 4m?||x||?.

Beweis: Es gilt f,(y) = e?™ 2% Deshalb ist

82fx 2. 2
8%2- = —4m7z; [
Damit folgt Af, = 47> Z:E]Qfx = 4m?||z||* fo. =
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Definition 4.11 Man definiert

Vi = span{ f, | ||z]|* = 25,2 € T*} C ERA(N).

Lemma 4.12 Die Funktionen f, mit x € I'*, ||z||*> = 25, bilden eine Basis von V).
Beweis: Wir zeigen folgendes: Sind x4, ...,z € I'* paarweise verschieden, dann sind

fais- -, fz, linear unabhéngig. Der Beweis ist durch Induktion nach k.

k = 1: Die Menge { f, } ist linear unabhéngig, da f,, ungleich Null ist.
k —1— k: Seien x1,...,x € ['* paarweise verschieden. Angenommen

k
=1

fiir gewisse Koeffizienten 3; € C. Da f,, fz, = fi,+4, folgt durch Multiplikation mit
-

k-1

=1

Wir wenden den Laplace-Operator auf beide Seiten dieser Gleichung an:

k—1

0= Billzi — 2l for -
=1

Da die x; paarweise verschieden sind folgt mit der Induktionsannahme

fr=...=Br1=0.

Mit der zweiten Gleichung von oben folgt 5, = 0. O

Folgerung 4.13 Die Dimension des Raumes V) ist gegeben durch
dimVy = t{z e T* | ||z]|* = 25}
Insbesondere ist die Dimension von Vy fiir A\ # 0 gerade.

Satz 4.14 Die Rdume Vy sind genau die Figenrdume des Laplace-Operators auf dem
Torus T zum Eigenwert \.

Beweis: Es bleibt folgendes zu zeigen:

V =P vy ist dicht in CZ(T).
A

Nach dem Satz von Stone-Weierstrafl ist zu zeigen:

1. V. .C CZ(T) ist eine Unteralgebra.
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2. Die Konstanten liegen in V.

3. V trennt Punkte.

Zu 1.: Die Behauptung folgt, da f., fz, = fiy 42, und mit 1, 29 € I' ist auch x; + 24 €
|

Zu 2.: Es gilt fo = 1.

Zu 3.: Angenommen, es existieren y,y’ € R™ mit f,(y) = f.(¢y/) fir alle z € I'*. Dann
gilt

e2milzy) _ 2mifzyy’)
und damit e?™“®¥=¥) = 1. Es folgt
(x,y —1v') € Z.
Nach Definition des dualen Gitters ist y — 3’ € (I'*)* = I'. Dann gilt auf dem Torus
vl = ly']- O

4.6 Das Spektrum 1- und 2-dimensionaler flacher Tori

In niedrigen Dimensionen bestimmt das Spektrum einen flachen Torus bis auf [sometrie.

Satz 4.15 Seien (M, g) und (M', ¢') zwei zusammenhdingende kompakte 1-dimensionale
Mannigfaltigkeiten mit Spec(M, g) = Spec(M',g'). Dann sind (M, g) und (M’,q") iso-
metrisch.

Beweis: Nach der Klassifikation 1-dimensionaler Mannigfaltigkeiten sind M und M’
diffeomorph zu S*. Zwei Kreise sind genau dann isometrisch, wenn sie die gleiche Linge
haben. Der Kreis der Linge L ist gegeben durch R/LZ. Das duale Gitter ist R/%Z.

Das Spektrum ist deshalb 4’222’“2 mit £ = 0,1,... Der kleinste Eigenwert ungleich Null

bestimmt die Léange. O

Satz 4.16 Seien T und T zwei Gitter im R* mit Spec(T¢, gr) = Spec(T{, gr') (wobei
mit Vielfachheiten gezihlt wird). Dann sind (T2, gr) und (TZ, gr') isometrisch.

Beweis: Es gilt T @ IV & '™ = (IV)*. Zu zeigen ist: Spec(T%, gr) bestimmt I'* bis
auf Isometrie. Wir miissen die Vektoren a und b in I'* bestimmen. Der Vektor a ist
nach Konstruktion das Element in I'* mit a # 0 und ||a|| minimal. Es folgt, dass

VAL

21

wobei Ay der kleinste Eigenwert ungleich Null ist. Zu bestimmen ist noch der zweite
Erzeuger b € I'*. Dazu miissen wir ||b|| und (a,b) bestimmen. Die Lénge ||b|| ist be-
stimmt durch den kleinsten Wert in Spec(73, gr) \ {k*\1 | k € Z}. Dabei werden in
Spec(T#, gr) die Eigenwerte mit ihrer Vielfachheit gezihlt und wir enfernen fiir k # 0
jeweils zwei Eigenwerte (es kann also sein, dass ||b|| ein Vielfaches von ||a|| ist). Es gilt

lal| =

1
(a,0) = S([lall* + [l = [1b — al*).
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Zu bestimmen ist noch ||b — a||. Nach Konstruktion ist (a,b) > 0. AuBerdem ist
1 1
(a,0) = llal| - ||bl| cos & < [lal| - 5 llal| = 3lal

wobei § der Winkel zwischen a und b ist. Die Abschétzung folgt aus der Konstruktion
von b, da ||b||cosd die orthogonale Projektion von b auf die Richtung, die durch a
definiert wird, ist. Aus diesen beiden Ungleichungen folgt

161 < llb— al* < []al* + [[b]|*.

Da a,b € T* ist auch b—a € I'* und 472||b—al||* € Spec(Tt, gr). Wir entfernen aus dem
Spektrum von Ty die Menge {k*\; | k € Z} und zweimal 472||b||?, entsprechend den
Vektoren b und —b. Dann ist 472||b—a||? ein Eigenwert unter dem Rest des Spektrums,
den wir mit Spec’ bezeichnen.

Behauptung: Es gibt in Spec’ nur einen Eigenwert A mit
1
2 2 2
I < A < Nl + 11

Dann mu8 ||b— a|| = 5= VA sein. Das bestimmt ||b — a|| aus dem Spektrum und damit

den Vektor b.

Wir suchen z € I'™ mit x # ka, k € Z, und x # +b, so dass
101 < [Jl* < [[all* + [1B]*.

Wir miissen zeigen, dass ||x|| dadurch eindeutig festgelegt ist. Dazu zeigen wir direkt,
dass ||z = [Ib— all
Wir kénnen x schreiben als © = aa + b mit «, § € Z. Es gilt

||z[[* = o®[[al|* + B2 [bI]” + 2c5{a, b).
Sei P(«), fiir 5 fest, das quadratische Polynom

P(a) = o®[|a|[* + 2a8{a, b) + B|[b[[* — [lal|* — [|B]|*.

Die Ungleichung ||z||* < [|a|[* 4 |[b]|? ist dquivalent dazu, dass P(a) < 0. Falls die
Diskriminante A’(J3) negativ ist, hat das Polynom keine reellen Nullstellen und es gilt
P(a) > 0 fiir alle a. Die Diskriminante ist

A'(B) = 5*(a,b)* — [[al *(B*[1BI1* — llall* — [[bI[*)-

Mit den Abschitzungen ||a|| < ||b|| und (a,b) < 3|a|* < 3||a]| - ||b]| folgt nach kurzer
Rechnung

N(6) < llallIP(8 — 35%).

Es gilt A'(3) < 0 falls 2 > . Es kann also ||z||* < [|a[|* +||b||* nur dann gelten, wenn
£ =0 oder § = £1. Der erste Fall scheidet aus, denn dann ist x ein Vielfaches von a,
im Widerspruch zur Annahme. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass § = 1. Dann ist

P(a) = o’|al|* + 2a(a, b) — [|al|*

Wir suchen «, so dass P(a) < 0.
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a > 1: Da (a,b) > 0 ist dann P(«) > 0. Dieser Fall scheidet aus.

e o = 1: Dann kann P(a) < 0 nur sein, falls (a,b) = 0. In diesem Fall ist x = a+b
mit ||z[]* = [|b — al*.

e o = 0: Dann ist x = b, im Widerspruch zur Annahme.

a = —1: Das ist der Fall, dass = b — a und ||z||> = ||b — a|?.
o a < —1: Es gilt (a,b) < 3|lal|*. Damit ist
P(a) = (¢ = Dllal|* + 2a{a,b) = (¢” + a — 1)[|a| "

Das ist positiv fiir a < —1. Dieser Fall kann auch ausgeschlossen werden.

4.7 Das Gegenbeispiel von Milnor

Das Ziel in diesem Abschnitt ist die Konstruktion von zwei isospektralen, aber nicht
isometrischen flachen Tori in jeder Dimension > 16.

Bemerkung: Die Isospektralitit zweier Tori R™/T"; und R" /T’y ist dquivalent dazu,
dass jeder Ball in R™ um die Null genau so viele Elemente aus I'] wie aus I} enthalt.

Satz 4.17 Seien (T, gr) und (T, gr/) zwei n-dimensionale nicht-isometrische Tori.
Dann existiert fiir jedes k > 1 ein k-dimensionaler Torus (Itr, grv), so dass (It gr) X
(T, gri) und (Trr, gro) X (1w, gre) nicht isometrisch sind.

Beweis: Durch Induktion reicht es die Behauptung fiir £ = 1 zu beweisen. In (R, go)
wahlt man einen Vektor a, dessen Linge kleiner als alle Lingen von Vektoren in I', T”
ist. Man betrachtet in R"™! die Gitter I' @ Za und I @ Za. Diese Gitter sind nicht
isometrisch: Jede Isometrie von R™*! welche die Gitter ineinander iiberfiihrt, erhilt
den Vektor a und induziert eine Isometrie der orthogonalen Komplemente I' und I”,
im Widerspruch zur Annahme. U

Wir definieren im folgenden fiir jede natiirliche Zahl n = 0 mod 8 ein gewisses Gitter
I'(n) vom Rang n. Wir zeigen, dass die Tori zu den Gittern I'(8) & T'(8) und I'(16) nicht
isometrisch, aber isospektral sind.

Sei n = 0 mod 8. Wir definieren Gitter I'y = Z™ und

1—‘2:{(1'1,...737H)EF1|in50mod2}.

i=1

Das Gitter I'y ist ein Untergitter von I'y vom Index 2. Sei

wy = (1,.... 1) eR™.
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Wir setzen
F(TL) = SpanZ{F27wn} = {37 + kwn | T € Fg,k c Z}

Dann ist I'(n) ein Gitter in R™. Wegen
I'(n)={x+2w,|leZ}U{x+ 20+ Vw, |l € Z}
=T U (w, +T)

ist I'y ein Untergitter von I'(n) vom Index 2.

Das Volumen vol(I") eines Gitters ist definiert als das Volumen vol(R"/I") des entspre-
chenden Torus. Es gilt
vol(I') = det((vs, vj)),

wobei vy, ..., v, eine Z-Basis von I' ist. Da I'y ein Untergitter von I'(n) und Z™ vom
Index 2 ist, sind
R"/T'y — R"/T'(n) und R" /Ty — R"/Z"

2-blittrige Uberlagerungen. Das Volumen ist multiplikativ unter Uberlagerungen:

vol(I'y) = 2vol(I'(n))
vol(['y) = 2vol(Z").

Es folgt, dass vol(I'(n)) = vol(Z") = 1.

Lemma 4.18 Fliir jeden Vektor y € T'(n) ist ||y||> € 2Z, insbesondere ist ||y||* ganz-
zahlig.

Beweis: Der Beweis ist in drei Schritten: Sei y € I'y. Dann ist y = (y,...,y,) mit
> y; = 0 mod 2. Es folgt

2
lyl* = ny = (Z%) - sziyj = 0 mod 2.
i i i#j
Sei y von der Form kw,,. Dann ist y; = g und

k2
yl|* = no = 0 mod 2,

da n = 0 mod 8. Sei schliellich y = x + kw,, mit x € I'y und k € Z. Dann ist
191" = [l + [Jkwal|* + 2(z, kwn).
Es gilt
(x,wy,) = %sz €z
nach Definition von I'y. Es folgt ||y||? = 0 mod 2. 0

Lemma 4.19 Fs gilt I'(n) = I'(n)*.

53



Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass I'(n) C I'(n)*. Dazu ist zu zeigen: Fiir alle y,y’ €
[(n) gilt (y,y') € Z. Sei y = z + kw,,y' = 2’ + K'w, mit z, 2’ € T'y. Es folgt:

(y, ) = (z,2") + Kz, w,) + k{w,, 2 + kK ||w,||?.

Im Beweis von Lemma 4.18 haben wir gesehen, dass (z,w,) und (w,,z’) ganzzahlig
sind. Auflerdem ist ||w,|[* = % ganzzahlig. Damit folgt (y,3y') € Z. Die Behauptung,
dass I'(n) = I'(n)*, folgt wegen vol(I'(n)) = vol(I'(n)*). Das ist mit vol(I'(n)) = 1 eine
Konsequenz des néchsten Lemmas. O

Lemma 4.20 Fir jedes Gitter I' gilt

1
vol(T")

vol(T*) =

Beweis: Sei €,...,¢€, eine Basis von I' und €j,... € die duale Basis von I'* mit
* _ . 3
(€f,€j) = 6;;. Es gilt

vol(I') = det({e;, €;)), vol(I'™) = det({e;, €})).
Wir definieren eine Matrix A = (a;;) durch €f =}, a;;¢;. Es folgt
vol(T'*) = det(A)*vol(T).

Andererseits ist

0ij = (€, €) = Z%‘k(ék,éj),
k

d.h. E=A- ((€,¢€;)). Mit der Determinante auf beiden Seiten folgt 1 = det(A)vol(T').
Damit folgt die Behauptung. O

Zusammenfassend haben wir fiir jedes n = 0 mod 8 ein Gitter I'(n) C R"™ mit folgenden
Eigenschaften konstruiert:

RW 1: Vo € I'(n) : ||z||* = 0 mod 2
RW 2: I'(n) =I'(n)".

Lemma 4.21 Die Gitter I'(8) @ I'(8) und I'(16) sind nicht isometrisch.

Beweis:  Wir zeigen, dass I'(8) @ I'(8) durch Elemente mit Léngenquadrat gleich 2
erzeugt wird und dass I'(16) nicht auf diese Weise erzeugt werden kann.

Das Gitter I'y wird erzeugt von den Vektoren
€1 — €g,€y — €3, ...,€E7 — €3, 2€3.
Das Gitter I'(8) wird erzeugt von

€1 — €g,€3 — €g,...,67 — €3, 2€8, Wg.
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Bis auf 2eg haben alle diese Vektoren Langenquadrat gleich 2. Es gilt
2eg = 2wg — (€1 + e2) — (e3 +eq4) — (e5 + €5) — (€7 — eg).
Deshalb wird I'(8) erzeugt von

€1 —€g,€p —€8,...,E67 — €g,

€1 + €2, e3 + €4, €5 + €, Ws.

Diese Vektoren haben alle Langenquadrat 2.
Die Elemente von I'(16) sind von der Form

aer + ... , A16€16
oder (a1 + %)61 +...+ (a16 + %)616, a; € 7.

Ein System von Erzeugern mufl Elemente vom zweiten Typ enthalten. Fiir die Norm
eines solchen Vektors v gilt

16 16
1
2 142 2
- i 5 = = 2 i 1 Z 4
ol = 3 e+ 3= 3 D2+ 1)
Das zeigt die Behauptung fiir I'(16). O

Der Beweis des folgenden Satzes ist relativ aufwendig.

Satz 4.22 Seien I, 1" zwei Gitter im R™, n = 8,12, 16, 20, mit den Figenschaften RW
1 und RW 2. Dann sind die entsprechenden Tori isospektral.

Zum Beweis betrachten wir fir den Laplace-Operator auf einem Torus (R"/I', gr) die
sogenannte Partitionsfunktion:

Z(t) = Z mye M.
i=0

Dabei sind A; mit
0< <A <<,

die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A und m; die entsprechenden Multipli-
zitdten, d.h. die Dimension der Eigenrdume. Es gilt:

e 7 ist wohldefiniert fiir ¢ > 0.
o 7 ist stetig auf (0, 00).
e 7 bestimmt das Spektrum.

Die ersten beiden Eigenschaften nehmen wir ohne Beweis an. Um die dritte Eigenschaft
zu begriinden, betrachtet man die Funktion

e Z(t) — et
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Dann ist A der eindeutig bestimmte Wert p, fiir den man bei ¢t — oo einen positiven
Grenzwert erhélt. Dieser Grenzwert ist m;. Allgemeiner kann man aus dem Grenzwert

der Funktion -
eMZ(t) — Z mje(“_’\ﬂ')t
=0

die Werte A\; und m,; bestimmen.
Sei f € C°(R", C) eine stark-fallende Funktion (Schwartz-Funktion). Dann ist die Fou-
riertransformierte von f definiert durch

fz) = f( Je 2T dy.

Satz 4.23 (Summenformel von Poisson) Fiir jedes Gitter I' C R™ gilt:

> flk) = M Z f(m

kel

Beweis: Die Funktion

=> fl@+k)

kel

ist I-invariant und definiert eine Funktion auf dem Torus 7" = R™/T". Wir kénnen ¢
nach den Eigenfunktionen des Laplace-Operators entwickeln:

g(ﬁ) — Z Cm627ri<m,r>7

mel*
mit ]
_ —27ri(m7y)d )
Cm VOI(F)/Tg(y)e y
Es gilt
_ —27r7,m
S0 =900 = 3 en =y & [ e
kel mel*
Aber

[ sty =3 [ g+ pjemiay

kel

fly)e i dy

= f(m)~
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Wir wenden diese Formel auf den Fall f(z) = e ™"l an. Dazu definieren wir ein
Gitter I'; = V/tT. Das Gitter I' erfiille RW 1 und RW 2. Da f gleich seiner eigenen

Fouriertransformierten ist, folgt:

— 2 _ 2
$ " ellellt = § el

zel zel’y

Fiir die Eigenwerte des Laplace-Operators auf dem Torus 7' gilt die Formel:
N = dAn?|z|?, xeT™

Deshalb ist

t 2
R R E —||z|[*¢
4 (47) N ¢ '

zel™

Wir definieren diese Funktion als Or(t). Wir haben gerade gesehen, dass Or die Glei-
chung

erfiillt.

Lemma 4.24 Or hat eine holomorphe Fortsetzung auf die rechte Halbebene (Re(z) >

0).

Die Funktion Or(z) 2 ©r(1) ist holomorph und identisch Null auf der rechten Achse
R, . Deshalb gilt

z

Or(z) = 2 30y (1> auf Re(z) > 0.

Wir setzen Or(z) = Op(—iz). Die Funktion O ist holomorph auf der oberen Halbebene
H={z|Im(z) > 0}.

Lemma 4.25 FEs gilt:
1. 6r(z) = 2 26p (<1).
2. Or(z+1) = Op(2).

3. O(z) = 1 fiir Im(z) — .
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Beweis: Es gilt mit w = —iz

n oA 1
= 2_26F (-;) .

Im Schritt zur dritten Zeile haben wir verwendet, dass n = 0 mod 8. Das beweist die
erste Eigenschaft. Die zweite Eigenschaft folgt aus

Or(z 1) = 3 emlkllz il
zel

= Or(2),

da e ™#l” = 1, wegen ||z||? = 0 mod 2. Die dritte Eigenschaft ist klar, da im Grenz-
wert in der Summe iiber z € I' nur x = 0 einen Beitrag liefert. |

Definition 4.26 FEine Modulform vom Gewicht k ist eine holomorphe Funktion auf

H mat
P =t

cz+d

fiir alle < (Z Z ) € SL(2,Z).

Seien

0 —1
s (0

11
2o (1),

Da S und T die ganze Gruppe SL(2,Z) erzeugen, folgt mit den entsprechenden Eigen-
schaften aus Lemma 4.25, dass Or eine Modulform vom Gewicht 7 ist.

Modulformen vom Gewicht k bilden einen Vektorraum Mj. Die Dimension ist gegeben
durch

| &) k =2 mod 12

[£]+1 k#2mod 12.

Deshalb ist fiir n = 2k = 8,12, 16, 20 die Dimension von Mj, gleich eins und Eigenschalft
3. in Lemma 4.25 legt Or eindeutig fest. Dadurch sind auch die Partitionsfunktion Z(¢)
und das Spektrum des Laplace-Operators festgelegt. Satz 4.22 ist damit bewiesen.

Zusammenfassend sind die Tori, die zu den Gittern I'(8) & I'(8) und I'(16) gehoren,
Beispiele fiir isospektrale, nicht-isometrische Riemannsche Mannigfaltigkeiten.
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4.8 Die Weylsche Asymptotik auf dem Torus

Satz 4.27 Sei N()\) die Anzahl der Figenwerte des Laplace-Operators A kleiner gleich
A (mit Vielfachheit gezihlt) auf einem flachen Torus T. Dann gilt fir A\ — oo
vol(T)
(2m)"

N(A) ~ wpA? - (4.11)

wobein = dimT und w, = vol(B™(1)) das Volumen des n-dimensionalen Einheitsballes
ist.

Beweis: Die Eigenwerte auf dem Torus 7' = R"/T" sind gegeben durch \ = 47?%||z||?
fiir z € I'*. Sei B
N*(r) =4I N B"(r)).

Dann ist die asymptotische Gleichung (4.11) adquivalent zu
N*(r) ~ w,r™ - vol(T) for r — occ.

Sei vy,...,v, eine Basis von I' und v € T' ein beliebiger fester Vektor. Dann schreibt
sich v als v = Y7, a;v;. Wir nennen den Fundamentalbereich

J
Pv) = {m:ijvj|aj<a:j<aj+1}

j=1
eine Kopie von 7. Nach Lemma 4.20 gilt

1

vol(T) = vol(P(v)) = ol(T%)’

wobei T* = R"/I'*. Damit ist Gleichung (4.11) dquivalent zu

* n 1
N (T) ~ Wyr - W
Sei w € I'* und P*(w) der Fundamentalbereich, bzw. die Kopie von T* analog zu oben.
Mit d bezeichnen wir den Durchmesser von P*(w). Dieser hiingt nicht von w ab. Sei
P*(r) die Anzahl der Kopien von T*, die ganz in B"(r) enthalten sind. Es gilt

P*(r) < N*(r) < P*(r+d).

Sei C*(r) der Polyeder, der von allen Kopien von T* gebildet wird, die in B"(r) enthalten
sind. Es gilt
vol(C*(r)) = vol(T™) - P*(r)

und damit
vol(T™) - P*(r) < wyr"™.

Sei
B(r) =min{|[y[| |y € " N C™(r)}.
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Es gilt B(r) > r — d und damit C*(r) D B"(r — d). Indem wir das Volumen auf beiden
Seiten bilden, folgt
vol(T™) - P*(r) > wu(r — d)".

Insgesamt haben wir gezeigt, dass

: vol(lT*) <PHr) S N*(r) <P (r+d) <w,(r+d)"- vol(lT*)'

wp(r —d)"

Daraus folgt die Behauptung. O

5 Der Laplace-Operator auf Formen

Sei (M, g) eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Der Laplace-Operator auf
p-Formen QP(M) ist definiert als A = d*d + dd*. Einige bekannte Eigenschaften dieses
Operators sind:

Lemma 5.1 Fliir den Laplace-Operator auf p-Formen gilt:

1. A ist symmetrisch:
(Aa, B)p2 = (o, AB) 2
fir alle o, B € Q2(M).

2. Ad = dA, Ad* = d*A, Ax = *A.
3. Al = d*d.

4. A st elliptisch. Daraus folgt, dass auf kompakten Mannigfaltigkeiten der Laplace-
Operator auf QP(M) ein diskretes Spektrum mit Eigenwerten > 0 und endlicher
Vielfachheit hat.

Sei M im folgenden kompakt.

Definition 5.2 Die Formen im Kern von A nennt man harmonisch. Wir schreiben
HP = HP(M, g) = ker (Alar(ar))

fiir den Vektorraum der harmonischen p-Formen.

Lemma 5.3 Sei (M, g) eine kompakte orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann
qgilt:
w harmonisch < dw = 0,d*w = 0.

Beweis: Die Richtung <« ist klar. Sei w harmonisch.
Aw=0= d"dw+ dd*w =0
= (d"dw,w) + (dd*w,w) =0
= ||dwl® +|d"w|* = 0
= dw =0,d"w = 0.
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5.1

Hodge Theorie

In diesem Abschnitt sei M kompakt und orientiert.

Satz 5.4 (Hodge-de Rham) Sei (M, g) eine kompakte orientierte Riemannsche Man-
nigfaltigkeit. Dann gilt:

1.
2.

dimHP (M) < oo.
Man hat folgende orthogonale Zerlequng in eine direkte Summe:

QP(M) =imA & ker A
= A(QP(M)) & HP (M)
= d*dQP (M) @ dd* ¥ (M) & H”
= d* (T (M)) @ d(Q"H (M) & H”.

Der Vektorraum der harmonischen Formen ist isomorph zur de Rham Kohomo-
logie:
HP(M) = Hgp(M).
Dabei ist
» ker(d: Qr(M) — QPFY(M))
HdR(M) == . —1 :
im(d: QP11 (M) — Q»(M))

Bemerkungen:

Die Gleichung Aw = « hat genau dann eine Losung w, wenn « orthogonal zu H?
ist. Das folgt aus der ersten Gleichung in 2. in Satz 5.4.

Jede p-Form w kann als eindeutige Summe gschrieben werden:
w=d'w + dws + H(w),

wobei H (w) die orthogonale Projektion von w auf H? ist. Die Formen wy, ws sind
dabei nicht eindeutig.

HY = HY, = R, gegeben durch die konstanten Funktionen, falls M zusam-
menhéngend ist.

Falls M zusammenhéngend ist und Dimension n hat, gilt
Hﬂ = HZ;R(M> = Ra

gegeben durch die konstanten Vielfachen der Riemannschen Volumenform dvol,.

Lemma 5.5 Die Abbildung HP(M) — Hip(M),w — [w], ist injektiv.

Beweis: Sei w € HP(M) mit [w] = 0. Dann existiert eine Form 7, so dass w = dn.
Da w € HP ist, folgt dw = 0,d*w = 0, d.h. d*dp = 0. Das L2-Skalarprodukt mit 7
impliziert dn = 0 und damit w = 0. Ein anderer Beweis folgt aus der letzten Gleichung
in 2. in Satz 5.4. O
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Definition 5.6 Der Green-Operator G': QP (M) — HP(M)* ist definiert durch: G(«)
ist die eindeutig bestimmte Liosung w der Gleichung

Aw=a— H(a),

d.h. B
G = (A|(HP)L) o W(Hp)L,

wobei w die orthogonale Projektion bezeichnet. Es gilt
AG(a) =a — H(a).
Der Operator G ist nach 2. in Satz 5.4 wohldefiniert.
Lemma 5.7 G ist ein beschrinkter, selbstadjungierter, linearer Operator.

Lemma 5.8 G kommutiert mit jedem Operator T, der mit A kommutiert, insbeson-
dere mit d,d* und A.

Beweis: Sei T: QP — Q9 ein linearer Operator mit TA = AT'. Es folgt

T(ker A) C ker A
T(imA) C im A,

d.h.
T(HP) C HI
T((HP)*) C (H)™ .
Es gilt
T o W(Hp)i = W(Hq)L O T
T (¢] A|(Hp)i = A|(Hq)L o T
Damit folgt T'o G = G o T nach der Definition von G. O

Satz 5.9 Jede Klasse in der de Rham Kohomologie auf einer kompakten, orientier-
ten Riemannschen Mannigfaltigkeit hat einen eindeutig bestimmten harmonischen Re-
prasentanten.

Beweis: Sei a € Q7 mit da = 0. Wir wollen zuniichst zeigen, dass [a] = [H(«a)] €
HY,. Es gilt:

a=AG(a)+ H(a)
=dd*Ga+ d*"dGa + H(«)
=dd"Ga + d*Gda + H(«)
=d(d*"Ga) + H(a).
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Daraus folgt die Behauptung. Wir zeigen nun die Eindeutigkeit des harmonischen Re-
priasentanten. Seien a1, @y harmonisch mit [o;] = [ap]. Dann gibt es eine Form [ mit
df = ay — as. Es gilt:

o — | |* = (dB, a1 — ag) = (B, d" (o1 — az)) =0,
da a; — ap harmonisch ist. Also ist a; = ax. O

Bemerkung: In einer Ubungsaufgabe wird gezeigt: Der harmonische Reprisentant ei-
ner Kohomologieklasse ist genau der mit minimaler L?-Norm.

Folgerung 5.10 Ist M kompakt und orientiert, dann ist dim Hyp(M) < oo.
Definition 5.11 Die p-te Betti Zahl ust definiert als
by(M) = dim HY,(M).

Die Euler Charakteristik ist definiert als

X(M) = (=1b,(M), n = dimM.

p=0

Beispiele: Einige Beispiele fiir Betti Zahlen von Mannigfaltigkeiten:

o M =5™
1 p=0,n
b, =
0 p#0,n.

o M =CP™
1 0<p<2n gerade
b, =
0 p ungerade.

e M =X, Riemannsche Fldche vom Geschlecht g:

1 p=0,2
by=429 p=1
0  sonst.

o M =1Tm™
n
b, = :
' <p>
Folgerung 5.12 (Poincaré Dualitit) Sei M™ kompakt und orientiert. Dann gilt
Hgp(M) = Hyp"(M).
Insbesondere ist by(M) = b,_,(M).

Beweis: Wir wihlen eine Riemannsche Metrik auf M. Da der Hodge-Stern * mit dem
Laplace-Operator kommutiert, liefert * einen Isomorphismus von H?(M) mit H" P(M).
Daraus folgt die Behauptung.
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5.2 Der Bochner-Laplace Operator

Das Ziel in diesem Abschnitt ist die Darstellung der Bochner Methode, die Verschwin-
dungssétze fiir Betti-Zahlen unter geometrischen Voraussetzungen liefert.

Definition 5.13 Der Bochner-Laplace Operator (rough Laplacian) ist definiert durch:
V*V: QF (M) — QP(M), V*Vw = —tr(Vw).
Dabei ist
T(APM) -2 T(T*M @ APM) - T(T*M @ T*M @ AP M) —%5 T(AP M),
mit tr(X ® Y ®w) = g(X,Y)w. Es gilt
V;Yw = Vx(Vyw) — Vy,yw
und
Viw = Z & ® e? ® Vzi,ej%
2%

wobei {e;} eine lokale Orthonormalbasis von T'M ist und {e}} die dazu duale Basis. Es
folgt die lokale Formel

VVw = — Z Vgheiw = — Z(vei(veiw) - Vveieiw)'

Bemerkung: Fiir p = 0, d.h. Q°(M) = C°°(M), ist

V*Vf = Af.

Wir betrachten eine allgemeinere Situation. Sei £ — M ein Vektorbiindel iiber ei-
ner Riemannschen Mannigfaltigkeit mit Fasermetrik (-,-) und metrischer kovarianter
Ableitung V. Dann ist fiir

VP T(E) = T(T*M ® E)
der adjungierte Operator
(VEY: I(T*"M @ E) - T'(E)
definiert durch
(VEs1,80) = (51, (VE)*sy), s, €T(E), 80 € N(T"M ® E).

Dabei ist (-, ) das L?-Skalarprodukt auf den Schnitten in den entsprechenden Biindeln.
Die Metrik auf einem Tensorprodukt F ® F' ist allgemein definiert durch

(e1® fr,e2® fo) = (ex,e2)(f1, f2).
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Beispiel: Fiir o, f € T*"M @ E gilt

a = Ze?@a(ei), B = Ze? ® B(es)

fiir eine lokale Orthonormalbasis {e;} und

Zum Beispiel ist fiir w,n € ['(E)

(Vw, Vn> = Z(veiw7 ve@'n)'

(2

Wir kénnen einen Zusammenhang auf £ ® F' definieren durch

V(@ f)=VXe® f+e@Vif.

Lemma 5.14 Fir den adjungierten Operator gilt:

1. (VEY = —tp(VI"MOE)

2. (VE)'VEs = =3 (VE(Ves) = Vg, ,8) fir eine lokale Orthonormalbasis {e;}.
Bemerkung: Fiir die Kriimmung eines Biindels F gilt

Ry = Viy = Vik = VXVY = ViVX = Vi)

5.3 Der Operator ¢(R)

Sei T ein reeller Vektorraum mit einem Skalarprodukt (-,-); spéter ist T = T, M fiir
eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g). Wir haben den Isomorphismus

b T T* X"(Y) = (X,Y).

Wir bezeichnen die schiefsymmetrischen Endomorphismen von 7" mit so(7"). Dann gibt
es einen Isomorphismus

AT =5 s0(T),

durch
(XAY)A=(X,A)Y —(Y,A)X, VX, Y,AeT.

Das Skalarprodukt auf A%T ist definiert durch

Dann gilt
(XAY)A,B)=(XAY,AAB).
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AuBlerdem gibt es eine Darstellung von so(T") auf A*T* durch
(XAY) A=Y A(Xow) =X’ A(Yaw), VXY €T, we AT
Beispiel: Fiir eine 1-Form A\ € T™ gilt

(XAY)N(2) = A(X)<Y Z) =AY )(X, Z)
—AM(X, 2)Y = (Y, 2)X)
—AM(X AY)Z).

Die Darstellung von so(T') auf A*T™ ist eine Fortsetzung der Darstellung auf T* als
Derivation. Zum Beispiel gilt auf 2-Formen der Gestalt A A p:

(XAY)AA) =Y A X — u(X)N) = X" A MY ) — p(Y)N)
= (Y’A(X) = X"A(Y)) AuHA (Yb/z(X) X’u(Y))
=(XAY)LN)Ap+AN (X AY)p).

Die Darstellung von von so(T) auf A*T*M ist das Differential der Darstellung von
SO(T). Zum Beispiel ist auf 2-Formen

gA A ) = (gA\) A (gn), Vg € SO(T)

mit dem Differential

AdAAp) = (AN Ap+ AN (A), YA€ so(T).

Definition 5.15 Der Kriimmungsoperator R: A?T — A%T auf einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit ist mit dem Skalarprodukt auf A*T von oben definiert durch

(RIXAY),ZAW) =(R(XAY)Z, W) =(RxyZ,W).
Der Operator R st ein symmetrischer Biindelendomorphismus.
Beispiel: Fiir §”, n > 2, mit der kanonischen Metrik gilt
RxyZ =Y, Z)X — (X, Z)Y.
Daraus folgt R(X AY)=—-XAY,dh. R =-Id. Es gilt K = 1,Ric =n — 1,scal =

n(n —1).

Lemma 5.16 In einer Orthonormalbasis {e;} gilt

X/\Y Z@Z/\nyel
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Beweis: Wir definieren Koeffizienten a,; durch

R(XANY) Zawel/\e] = Zaijei/\ej.
i?j

1<J
Dann ist
CLij = <R(X AN Y), €; AN €j> = <ny6i, €j>'
Es folgt
Zalje] - Z RXYeza ej> - RXYez
J J
und

R(XAY) Zel <Zawe]> = ZelAnyez

i

Der Levi-Civita Zusammenhang auf T'M definiert einen Zusammenhang auf allen For-
menbiindeln APT*M. Durch die Standardformel konnen wir dadurch eine Kriimmung

RM auf diesen Biindeln definieren.

Lemma 5.17 Fliir die Krimmung auf den Formenbiindeln gilt:
1. (RYyNZ = —X(RxyZ), A € Q' (M).
2. Allgemeiner: RYyw =R(X AY )w, w € QP(M).

Beweis: Wir beweisen die zweite Aussage mit der ersten. Zu 1: Fiir den Zusammen-

hang auf AYT*M gilt:
(VxA)(Z2) = X(A(Z)) = MVxZ).
Damit folgt fiir die zweite Ableitung:

(VxVyA)(Z2) = X(VyA)(Z)) = (Vy ) (VxZ)

— X(Y(A(2)) = X(A(Vy Z)) = Y(A(Vx Z)) + A(Vy Vi 2).

Fiir die Kriitmmung folgt
(REX(Y)Q(Z) = —MRxvZ).

Zu 2: Der Zusammenhang auf dem Biindel der 2-Formen ist definiert durch

VxAAp) = (VxA\) A+ AN (Vxp).

Es folgt

Vva(/\ A [L) = (VXVY)\) N M + AA (VXV)/M) + (Vy/\) A (VXM) +

Damit folgt fiir die Kriimmung;:
Ry (A A i) = (REyA) A+ A A (R ).
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Allgemein ist RY eine Fortsetzung von R* als Derivation. Da sich R(X A Y),w als
Derivation auf APT™*M fortsetzt, ist fiir das Lemma nur zu zeigen, dass

RYA=R(XAY)A
fiir eine 1-Form A. Wir rechnen beide Seiten aus. Wir haben in 1. gesehen, dass
(RYy M) (2) = =MRxy 2).
Es gilt:

(R(XAY)AN)(Z) = = Z(ei A nyei)*)\> (Z)

Z((nyei)b VAN €l — 6? N (nyei)J)/\

i

> (Rxye)Ae) = GA(Rxye,))

%

(%)

(Z)

Z((nyei, Z)A(ei) — (ei, Z)A(Rxvyei))
= —MRxyZ).
Dabei haben wir folgende Nebenrechnung verwendet:

~MRxyZ) = — Z MExye;){Z, ;)

J

= _ Z )\((nyej, €i>€i)<Z7 ej)

= Z Aei)(Rxvyei, e)(Z, €;)
= Z(nyez‘, Z)Mei).

Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Definition 5.18 Sei {e;} eine Orthonormalbasis in T, M. Dann definieren wir einen
Operator q(R) auf APT*M durch

¢(R)w = Z el A (6]'_1 Ré\jpeiw) :
0,

Man beachte die Reihenfolge der e;,e;.
Wir definieren den Ricci-Tensor auf 1-Formen A\ durch
(RicA\)(Z) = MRic Z).

Insbesondere gilt Ric > 0 auf A'T*M genau dann, wenn Ric > 0 auf 7M.
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Lemma 5.19 Fir den Operator q(R) gilt:
1. ¢(R) = p(n — p)Id auf APT*S™ fir S™ mit der runden Metrik.
2. q(R) = Ric auf AYT*M fiir alle Riemannschen Mannigfaltigkeiten (M, g).

Beweis: Die erste Aussage folgt mit der Formel oben fiir den Kriimmungstensor von
S™ und weil sich die Kriimmung auf APT*M von A'T*M als Derivation fortsetzt.
Wir beweisen die zweite Aussage:

(@(RYN)(X) = (A (egs REN(2)
_ ZJ}e Z)(RY M) (e;)
_ _JZ e (X)A(Re,e,€5)
— Z]: A(Re, z¢;)
— ,\(i Ryze,€;)

— \(Ric (2))
= (Ric \)(2).

Daraus folgt die Behauptung. O

Lemma 5.20 FEs gilt

g(R) =) (ei Nej)oR(es Aej).

1<j

1
= 5 Z(@Z VAN ej)* o R(el A 6]')*.

/L‘?j

Beweis: Die zweite Zeile folgt wegen Schiefsymmetrie. Nach Definition gilt:

Ze NejaR(e; Nej)w
=3 Z(ei NejaR(e; Nej)w + e? NeiaR(ej Nei)w)
_— 7 A " A ein)R(e; A
= —§Z(ei eja —e; Aeia)R(ei Aej)w

1
=3 Z(ei Nej)soR(ei Nej)w
4,3
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Bemerkung: Der Operator ¢(R) ist ein Biindelendomorphismus von A’ M und un-
abhingig von der Wahl der Orthonormalbasis von A?T'M. Es gilt

a(R) =) (Wi o R(wi).

%

fiir alle Orthonormalbasen {w;} von A*T'M. Zum Beispiel kann man eine diagonalisie-
rende Basis wihlen, so dass R(w;) = \jw;. Dann gilt

q(R) = Z Ai(wi)s 0 (wi)s.

5.4 Die klassische Weitzenbockformel

Satz 5.21 FEs gilt
A=V*'V+q(R) auf Q"(M).

Beweis: Wir verwenden eine lokale Orthonormalbasis {e;} um p, so dass (V.,e;)(p) =
0. Es gilt

(V'V@)(p) = =3 Ve Vew

und

Vx(AANB)=(VxA)ANB+ AN (VxB).
Im Punkt p gilt:

d'dw = — Z ej_nvej(ez A Ve,w)

0,
=— Z eja(e] A Ve, Ve,w)
0,
= — Z Ve, Ve,w + Z el A (€;aVe, Ve,w)
i i\j
=V Vw+ > e A(ejaVe,Vew)
1,J
und
dd'w == "€} AV, (e;1V,w)
i7j
= — Z A (€juVe,Ve,w)
i7j
= — Z A (€juVe,Ve,w) — Z e’ A (€jaRee,w).
Y] 4,J
Durch Addition beider Terme folgt die Behauptung. O

Mit Lemma 5.19 folgt:
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Folgerung 5.22 Auf 1-Formen gilt
AN = V*VA + Ric(N).

Satz 5.23 (Bochner) Sei (M™,g) eine kompakte orientierte Riemannsche Mannig-
faltigkeit mit Ric > 0, d.h. alle Eigenwerte von Ric sind grofier gleich Null. Ist w eine
harmonische 1-Form, dann gilt Vw = 0 und (Ric(w),w) = 0.

Beweis: Nach Annahme ist 0 = Aw = V*Vw + Ric(w). Daraus folgt

= (V*Vw,w) + (Ric(w),w)
= ||[Vw|]* + (Ric(w),w).

Da beide Terme nicht-negativ sind, folgt die Behauptung.

Folgerung 5.24 Sei (M, g) eine kompakte orientierte zusammenhdingende Riemann-
sche Mannigfaltigkeit mit Ric > 0 und Ric > 0 in einem Punkt p € M (d.h. alle
Figenwerte von Ric in p sind grofler Null). Dann gilt by(M) = 0, d.h. es ezistieren
keine harmonischen 1-Formen auf M aufer 0.

Beweis: Angenommen, b;(M) > 0, dann gibt es eine nicht-triviale harmonische 1-
Form w. Nach Satz 5.23 ist w parallel, insbesondere ungleich Null in p, und es gilt
[y (Ric(w),w) = 0. Das ist ein Widerspruch zur Annahme. O

Die Voraussetzung des Satzes ist z.B. erfiillt fiir Einstein-Mannigfaltigkeiten mit posi-
tiver Skalarkriimmung. Es folgt z.B., dass der Torus T™ keine Einstein-Metrik positiver
Skalarkriimmung besitzt (allgemeiner haben Gromov und Lawson 1984 gezeigt, dass
T™ iiberhaupt keine Metrik positiver Skalarkriimmung besitzt).

Wir kénnen Folgerung 5.24 mit dem Satz 3.42 von Bonnet-Meyers vergleichen. Dort
ist die Annahme etwas stérker, ndmlich dass Ric > (n— 1)d. Dafiir ist auch die Schluf3-
folgerung, dass 71 (M) endlich ist, wegen dem folgenden Lemma etwas stéirker.

Lemma 5.25 Ist M eine Mannigfaltigkeit mit (M) endlich, dann folgt by(M) = 0.
Beweis: Die Abbildung

H (M) -1 Hom(my (M), R)

it [

ist wohldefiniert, linear und injektiv. Falls die Fundamentalgruppe (M) endlich ist,
folgt aber, dass Hom(m;(M),R) = 0: Sei h # 0 € Hom(m; (M), R). Das Bild von h ist
eine endliche Untergruppe von R. Dann muf$ das Bild von h Null sein, denn mit jedem
x # 0 € im(h) gilt auch nz € im(h) fiir alle n € Z. O

Folgerung 5.26 Sei (M™, g) eine kompakte orientierte zusammenhdngende Riemann-
sche Mannigfaltigkeit mit Ric > 0. Dann gilt by(M) < n. Gleichheit gilt nur, falls
(M, g) flach ist.
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Beweis: Falls Ric > 0 ist nach dem Satz von Bochner jede harmonische 1-Form par-
allel. Jede parallele Form ist trivialerweise harmonisch. Daher ist die Dimension des
Raumes der harmonischen 1-Formen, d.h. die erste Betti-Zahl, gleich der Dimension
der parallelen 1-Formen. Diese Dimension ist immer kleiner gleich n, da parallele 1-
Formen durch ihren Wert in einem Punkt bestimmt sind. Im Gleichheitsfall gibt es eine
Trivialisierung des Tangentialbiindels durch parallele Vektorfelder E;. Mit der Formel
fiir die Kriimmung folgt Rg, g, Ex = 0, d.h. (M, g) ist flach. O

Die folgende topologische Aussage kann man auch auf andere Weise beweisen, z.B. mit
der Mayer-Vietoris-Sequenz.

Folgerung 5.27 Auf der Sphdre S™ verschwinden alle Betti-Zahlen b, fir p # 0,n.
Beweis: Mit der Formel fiir ¢( R) fiir die runde Metrik folgt, dass A > 0 fiir 0 < p < n.
Dann kann es in diesen Graden keine harmonischen Formen geben. O
Allgemeiner hat man:

Satz 5.28 Ist q(R) > 0 auf A*T*M, dann sind alle harmonischen k-Formen parallel.
Ist ¢(R) > 0 auf A¥T*M, dann ist by(M) = 0.

Bemerkung: Sei R: A2M — A?M der Kriimmungsoperator. Es gilt:
R<0=K >0,

da (R(XAY), X AY)

KX, Y)=—
(%.7) XAV

Y

Es gilt auch:

R<0=¢q(R)>0
R <0=¢q(R)>0.

Der letzte Fall ist eine starke Einschrankung an die Mannigfaltigkeit:
Satz 5.29 (Brendle, Schoen 2007) Ist R <0, dann ist M diffeomorph zu S™.

Man hat auflerdem:

Satz 5.30 (Gallot, Meyer 1975) Sei (M",g) eine kompakte, irreduzible und einfach-
zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit mit R < 0. Dann ist M ein sym-
metrischer Raum M = G /K oder homéomorph zu S™ oder biholomorph zu CP™/2,

5.5 Der Kriimmungsoperator von symmetrischen Riumen

Sei M = G/K ein symmetrischer Raum vom kompakten Typ, z.B. S CP™ oder die
Grassmannsche O(p+q)/O(p) x O(q). Wir schreiben die Liealgebra von G als g = ¢®p,
wobei p ein Ad-invariantes Komplement ist. Es gilt:

[ Ce [ep] Cpfp,plCt
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Wir kénnen den Tangentialraum Ty M mit p identifizieren. Die Riemannsche Metrik auf
M ist gegeben durch die Einschrinkung der Killing-Form B auf p. Fiir die Kriimmung
gilt dann

nyZ = —ad[X7y]Z = —[[X, Y], Z]

Die Isotropie-Darstellung ist
A K — SO(p)

mit Differential
Aot €= s0(p) =2 A%p, A\ (X) = ad(X),
wobei ad(X)Y = [X,Y]. Es gilt

A (X) = ad(X Zez A X, e

fiir jede Orthonormalbasis {e;} von p. Die Abblldung A« ist injektiv und wir kénnen ¢
mit seinem Bild identifizieren. Wir schreiben A%p = £ @ &t

Lemma 5.31 Der Kriimmungsoperator R: A’p — A%p hat Bild in €.
Beweis: Es gilt

1
R(X/\Y) = §Zei/\ny€i

_ _%Zem{x,w,ei]

— (X YY),
Die Behauptung folgt, da [X,Y] € ¢. O

Satz 5.32 Auf symmetrischen Rdumen vom kompakten Typ gilt R < 0.

Beweis: Wir miissen zeigen, dass (R(w),w) < 0 fiir alle w € A%p. Wir kénnen wegen
Lemma 5.31 annehmen, dass w = ad(X) mit X € ¢. Dann ist fiir eine Orthonormalbasis

{e;} von p
w = Z e; N\ [ X, e
Es folgt:
(R(w),w) = > (Rles A X, ei])e; A X e])
4,3
=¥ (Reixeqes [X,e5])
4,3
== Z([[e’w [X7 ei“7 ej]v [Xv ej])
4,3
== Z<[€i7 [X7 62‘]], [€j7 [X7 6]”)
4,3
= -1z
fir Z =) ,[e;, [X,e]]. Im vorletzten Schritt haben wir die Ad-Invarianz des Skalar-
produktes ausgenutzt. Insgesamt folgt die Behauptung. O
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5.6 Der Casimir-Operator

Sei G eine kompakte, halb-einfache Liegruppe, (-,-) ein G-invariantes Skalarprodukt
auf g und p: G — Aut(V) eine unitdre Darstellung auf einem komplexen Vektorraum
V. Sei {e;} eine Orthonormalbasis von g.

Definition 5.33 Den Endomorphismus
Casjy = ZP*(ei) o pa(e:)

von V' nennt man den Casimir-Operator von G und p.

Bemerkungen:
1. Casj ist unabhiingig von der Wahl der Orthonormalbasis {e;}. (UA).
2. Es gilt Cas) € Zentrum(EndgV), d.h.

Cas) o p(g) = p(g) o Cas), Vg€ G. (UA)

3. Sei (Vy, p) eine irreduzible Darstellung mit héchstem Gewicht A € t* = R*. Dann
gilt
Cas) = —(A\, A +29)1d.

Dabei ist § ein spezielles Element in ¢.

Beispiel: Sei G = SO(2n + 1). Dann ist ¢* = R™ und (-, -) auf ¢* ist das Standardska-
larprodukt. Es gilt

A=A, ., ) mit Ay > X > ... >\, >0, \; € Z
Das Element ¢ ist gegeben durch
5:%(271—1,271—3,...,1).
Fiir V, = APC?"H! ist
A=(1,...,1,0,...,0) (k Einsen).

Daraus folgt
(MA+20) =k(2n+1—k).
Zum Beispiel ist fiir £ =1
Casf\ol@nﬂ) = Z(ei Aej)eo (e Aej)s
i<j
= —2n.
Fiir den Raum Vy = Sym{C?"*! der harmonischen homogenen Polynome vom Grad &

auf C?"*1 ist
A= (k,0,...,0)
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und
(AMA+20) = k(k+2n—1).

Die Darstellung auf den homogenen Polynomen Sym*C?"+!

dern zerfillt in eine Summe

SykaQn+1 _ @ Symlg—%(c2n+l’
7

ist nicht irreduzibel, son-

dhnlich wie in Lemma 4.5. Zum Beispiel gilt Sym*C?"*! = SymJC*"*! @ C, wobei
SymZC?"+! die spurfreien homogenen Polynome, betrachtet als symmetrische Endo-
morphismen, sind.

5.7 Das Laplace-Spektrum auf symmetrischen Raumen

Wir betrachten wieder einen kompakten symmetrischen Raum M = G/K und schrei-
ben wie in Abschnitt 5.5 g = € @ p. Die Isotropie-Darstellung ist A,: € — so(p). Der
Kriimmungsoperator ist R: A%p — A?p.

Lemma 5.34 Sei p,: &€ — End(A*p*) die Darstellung von € auf A*p*, gegeben durch
die Verkniipfung der Isotropie-Darstellung mit der Standarddarstellung von so(p) auf
den Formen wie in Abschnitt 5.3. Dann gilt fiir jede Orthonormalbasis {f.} von ¢ fiir
den Operator q(R) auf k-Formen die Formel

Q<R) = - Zp*(fa) o p*(fa)

ok
= Casp.

Beweis: Sei {e;} eine Orthonormalbasis von p. Da [p,p] C ¢, konnen wir schreiben

[6i7 ej] = Z<[6ia ej]a fa>fa-

Es gilt:
q(R) = % Z(ez‘ Aej) o R(e; Aej).
1
=3 ;j(ei Aej)w o (A(les, €5]))x
= —% Z<fa, [62', 6j]>(ei A ej)* © (A*(fa))*

Z?-]?a/

LS el e Ao (2.

1,5,a

= — Z()\*(fa))* © (/\*(fa>>*
= — ZP*(fa) © p*(fa)‘
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O
Sei M = G/K der symmetrische Raum und F — M ein Vektorbiindel mit faserweiser

Darstellung

p: K S0(p) — Aut(V),

z.B. mit £ = APT*M und
p: K 2 SO(p) — Aut(APgh).
Es gibt die Identifikation
[(E) = C¥(G, V)" ={f: G =V glatt | f(gk) =k~ f(9)}, (5.12)

wobei k7! f(g) eine Abkiirzung fiir p(k)~' f(g) ist. Zum Beispiel ist C*°(M) der Raum
der glatten K-invarianten Funktionen auf G.

Bemerkung: Der Raum I'(E) trigt die sogenannte links-regulire G-Darstellung

(9- @) =l(N)@) = flg~ ).

Lemma 5.35 Unter der Identifikation (5.12) fir E = APT*M geht der Levi-Civita
Zusammenhang V x in die Richtungsableitung Lx = X () tber.

Es gilt R
Vof = X(f) = =L(X)f.

Damit folgt fiir eine Orthonormalbasis {e;} von p
VIV ==Y V. V.f
==Y L(e)l(e)f

= —(Casf — Cas}) /.
Mit Lemma 5.34 folgt:
Satz 5.36 F'ir einen kompakten symmetrischen Raum M = G /K gilt
A =V"V +¢(R) = —Cas].

Da G durch Isometrien auf M wirkt, kann man QP(M) in G-invariante Unterrdume
zerlegen, die von A erhalten werden. Es folgt:

Satz 5.37 Als G-Darstellung gibt es folgende Zerlegung in irreduzible isotypische Sum-
manden:
(M) = P Wy @ Homgc (W, APp*),
xe@
mit Alw, = (A, A+ 20)1d.
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Beispiel: Sei M = 5?" = SO(2n+1)/S0O(2n). Die irreduziblen SO(2n+1)-Darstellungen
sind gegeben durch

Vo A=, ), > > >0 >0, )\ €Z
Die irreduziblen SO(2n)-Darstellungen sind gegeben durch
Vj\, 5\:(5\1,...,5\”>, 5\1 25\2 Z Zj\n,1 Z |5\n|7 5\2 EZ.

Wir betrachten eine Zerlegung R*"*1 = R*" ¢ R. Diese Zerlegung ist SO(2n)-invariant,
wenn man SO(2n) in SO(2n + 1) durch

A0
<o 1), A € SO(2n),

einbettet. Deshalb zerfallt die Darstellung V) in gewisse V5.

Satz 5.38 Als SO(2n)-Darstellung gilt V\ = @5 Vi mit
M>M>X> >N > A\ EZ

Beispiel: Fiir C>(5?") ist A = 0. Daraus folgt A, ..., A\, = 0 und

Es gilt

und

so(2n+1)
—Casy, " "= k(k + 2n — 1)Id.

Daraus folgt, dass

COO(SQn) = @ Vr(k,[) ,,,,, 0) ® Homso(Qn)(‘/(k,O ..... 0)» (C)
k

Dabei ist V{y,..0) ein Eigenraum des Laplace-Operators auf 5?7 und Homo(20) (Vik.o.....0))
C™ mit der Multiplizitit my; vergleiche Abschnitt 4.2. Das Spektrum ist

Spec(A) ={k(k+2n—-1) | k=0,1,...}.

Das ist das Spektrum der Sphére mit der Standardmetrik: Das Standardskalarprodukt
(-,-) auf R™ = ¢* ist
1
oy = ————Bont1)-
< ; > 2<2n — 1) (2n+1)

Daraus folgt fiir die Skalarkriimmung

scal(.y = 2(2n — 1)scal_g = 2n(2n — 1),
dim M
2

da scal_p = fiir einen symmetrischen Raum M.
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5.8 Weitzenb6ck-Formeln II und der Twistor-Operator

Sei (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum der Dimension n und {e;} eine Orthonor-
malbasis. Spéter ist V' = T, M und (-,-) = g, fiir eine Riemannsche Mannigfaltigkeit

(M, g).

Lemma 5.39 Die Darstellung A*V* @ V* zerfillt in die unter SO(n) irreduziblen
Summanden A*FV* @ ARV @ ARV,

Wir beschreiben die Summanden und ihre Einbettung in A*V* ® V* im Folgenden
genauer. Seien

Prpk+r: V* & AkV* — AkHV*
ARQwWrH— AAwW
Ipk+1: ALYV V@ ARV
1

b
i ;ei ® (e;a0v).

Dann gilt pryss1 0ipre+1 = Idps+1 und ipe+1 o pryrsr ist eine Projektion auf das Bild von
ipk+1. Seien

pryei: V@ APV — AR
X ®wr— X w
o1 ARV — V@ ARV
1 b b
o — n_—mzk:q@(ez/\a)
Dann gilt prys—1 0ipx-1 = Idps—1 und ipk-1 o prys—1 ist eine Projektion auf das Bild von

iyk—1. Seien schlieflich

AFYW* = ker prye—1 Nkerpryen C V* @ AFV*

und
Pryke: V@ ARV — ARV
ARQW > A® w — ipk+1 0 Prpest (A @ w) — igr—1 0 pryr—1(A @ w),
d.h.
_ 1 b g
(praca (A ®@w))(v) = Av)w P 11u()\ Aw) e A (A*Lw).

Sei (M™,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann zerfillt T*M ® A¥T*M in die
Biindel
T*M @ A*T*M = A" T*M @ A" T*M @ AP T M.

Fiir eine k-Form w ist Vw ein Schnitt in dem Biindel auf der linken Seite.

Lemma 5.40 FEs gilt fiir jede k-Form w:
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1. dw = pryen(Vw).
2. d'w = —prAk_l(Vw).

Beweis: Zu 1: Es ist Vw = Y. ¢! ® V,,w. Damit folgt

praes(Vw) = Z & AVe,w = dw.

Analog folgt die Behauptung fiir d*w. O

Definition 5.41 Der Twistor-Operator
P:T(A*T*M) — T(T*M @ A*T* M)
ist definiert durch Pw = prye.(Vw). Es gilt:

1 1
Puw)(X) = ——X S ‘e *w.
(Pw)(X) = Vxw P de—i_n—k—kl Ad'w

Lemma 5.42 Sei Z ein Vektorfeld auf der Mannigfaltigkeit M.
1. PZ° =0« Z ist ein konformes Vektorfeld, d.h. Lyg = fg fiir eine Funktion f.
2. PZ" =0 und d*Z° = 0 & Z ist ein Killing- Vektorfeld, d.h. L;g = 0.

Beweis: Sei A = Z°. Dann gilt P\ = 0 genau dann, wenn

0=(VxA\)Y — %d)\(X, Y) + %g(X, Y)d*\, ¥V Vektorfelder X,Y.
Es gilt

AANX,Y) = Lx(A\Y)) — Ly(A(X)) = M[X,Y]) = (VxA)Y — (Vy V) X.

Damit folgt

PX=0&0= %((VX)\)Y + (VyN)X) + %g(X, Y)d*\, VX,Y.
Eine kurze Nebenrechnung zeigt

(VxN)Y + (VyAN)X = (Lz9)(X,Y).

Es folgt:
2
PZ’ =0& Lyg=—=(d"2")g.
n

Eine weitere Nebenrechnung zeigt, dass aus Lzg = fg fiir die Funktion f folgt f =
—%d*Z". Damit folgt insgesamt die Behauptung. O

Satz 5.43 (Weitzenbdck-Formel) Auf QF(M) gilt:
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1. V'V = (dtd + —Ldd* + P*P.

2. q(R) = A5d*d + ;55dd* — P*P.

Zum Beweis siehe die Ubungsaufgaben. Man verwendet, dass der adjungierte Operator
P*: T(AP'T*M) — T(A*T* M)
gegeben ist durch
P ==Y Ve (¥(e) + Y 1(Veer),
wobei ¢ € I'(T*M @ A*T*M) von der Form ¢ = 3", €2 @ 9(e;) ist.

Mit Lemma 5.19 folgt:
Folgerung 5.44 Fiir eine 1-Form A € QY (M) gilt

1 1
Rie(\) = Sd"dA+ t .

dd*\ — P*PA.

Folgerung 5.45 (Lichnerowicz) Sei (M",g) eine kompakte Riemannsche Mannig-
faltigkeit mit Ric > c - g fir eine Konstante ¢ > 0 (d.h. alle Eigenwerte von Ric
sind > ¢). Dann gilt fiir den ersten von Null verschiedenen Eigenwert i des Laplace-
Operators A auf Funktionen:

Beweis: Sei Af = \f mit A # 0, so dass df nicht identisch Null ist. Dann folgt

n—1

Ric(df) — %d*d(df) + =L - P,

n

Wegen d? = 0 ist
n—1

A(df) = Ric(df) + P*P(df).

n
Durch Bilden des L?-Produkts mit df folgt

n

~1
—Aldf[[* = elldf | + [[P(d)I]* = elldf|I*

Da df nicht identisch Null ist, folgt die Behauptung. O
Bemerkung: Der Satz von Obata, der in einem der nédchsten Abschnitt bewiesen wird,

besagt dass Gleichheit im Satz von Lichnerowicz genau dann gilt, wenn (M, g) isome-
trisch zu (S, go) ist.

Folgerung 5.46 Sei X ein Killing-Vektorfeld auf (M™, g). Dann gilt:
1. &*X’ =0.
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2. AX® = 2Ric(X").

Ist M zusdtzlich kompakt, dann gilt die Umkehrung, d.h. X st ein Killing- Vektorfeld,
genau dann, wenn 1 und 2 erfillt sind.

Beweis: X ist nach Lemma 5.42 ein Killing-Vektorfeld, genau dann, wenn PX’ = 0
und d*X° = 0. Nach Folgerung 5.44 ist dann

1 1
Rmxwzywﬁzémw

Das zeigt die erste Richtung. Sei M kompakt und X ein Vektorfeld mit Eigenschaften
1 und 2. Dann gilt wegen Folgerung 5.44

1
‘PPW:5$¢W—RMX5:O

Es folgt ||[PX’||> = 0 und damit PX” = 0. Zusammen mit Eigenschaft 1 folgt aus
Lemma 5.42; dass X ein Killing-Vektorfeld ist. O

5.9 Die Isometriegruppe Riemannscher Mannigfaltigkeiten

Satz 5.47 Sei (M, g) eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gilt fir die
Isometriegruppe 1(M, g):

1. Ric < 0= I(M,q) ist endlich.

2. Ric > 0 = Alle Killing-Vektorfelder sind parallel und die Zusammenhangskom-
ponente 1o(M, g) der Eins ist ein Torus.

3. Ric=0= dimI(M,g) = b (M).

Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe. Man verwendet, dass die Liealgebra der Isometrie-
gruppe durch den Raum der Killing-Vektorfelder gegeben ist.

Definition 5.48 Fiir ein Vektorfeld & definieren wir den Operator auf Vektorfeldern
A¢ = Le — V¢. Die Rechnung

AcX = LeX — VeX

= [éaX] - VSX
= VgX — V)(f — VgX
= —ng

zeigt, dass Ag = —VE ein Endomorphismus auf TM ist.

Bemerkung: ¢ ist ein Killing-Vektorfeld, genau dann, wenn A, schiefsymmetrisch ist.

Lemma 5.49 Flir beliebige Vektorfelder Y, Z und ein Killing- Vektorfeld & gilt

Lf(VyZ) - Vy(LgZ) = V[&Y]Z.
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Beweis: Sei ¢; der lokale Flufl von ¢ durch Isometrien. Dann gilt
¢1.(VyZ) =V, yor. 2.
Es folgt:
Le(VyZ) = }g&%(VYZ — 6. VyZ)
= lim (Vv Z = Vg, v 2) + lim (Vg v Z = Vo, y61.7)
=ViyZ+VyLZ
=VieyZ +VyLeZ.

Satz 5.50 Sei & ein Killing- Vektorfeld. Dann gilt:
1. VYAg = ng.

2. V3,6 = —ReyZ.

Beweis: Die zweite Aussage ist ein Folge der ersten mit V2Y7 2£ =VyVz{ —Vy, zE.
Wir beweisen die ersten Aussage. Mit der Definition von A¢ und Lemma 5.49 folgt:

(VyAg)(Z) = Vy(AeZ) — ANy Z
= VyLeZ — VyVeZ — LNy Z + VeVy Z
= —V[é,y}Z — VngZ + VgVyZ
— ReyZ.

Folgerung 5.51 Killing-Vektorfelder entlang Geoddtischen sind Jacobi- Vektorfelder
(klar, da Fluf$ durch Isometrien).

Folgerung 5.52 Falls (M", g) kompakt ist, gilt fir die Isometriegruppe
1
dimI(M,g) < gn(n +1) = dimSO(n+ 1) = dimI1(S™, go).

Bewelis: §ei E das Vektorbiindel E = TM & A*>T*M. Wir definieren eine kovariante
Ableitung V auf E durch

(B )= (nr o) (W) =R rd).

Sei ¢ ein Killing-Vektorfeld. Dann gilt
A 6 -
3
& ( Ag

ist eine injektive lineare Abbildung von dem Raum der Killing-Vektorfelder in den
Raum der V-parallelen Schnitt von E. Dieser Raum hat Dimension kleiner gleich dem
Rang von E, der gegeben ist durch n+3n(n—1) = in(n+1) = dim SO(n+1). Da die
Killing-Vektorfelder die Liealgebra der Isometriegruppe bilden, folgt die Behauptung.
O

Die Abbildung
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5.10 Die Cheeger-Ungleichung

Sei (M™, g) eine kompakte, zusammenhéngende, orientierte Riemannsche Mannigfal-
tigkeit.

Definition 5.53 Die Cheeger-Konstante ist definiert als

vol(.S)
min{vol(M,), vol(M_)}’

h = inf

wobei das Infimum dber alle Untermannigfaltigkeiten S der Kodimension 1 lduft, die
M in zwei Teile My und M_ mit gemeinsamen Rand S aufteilen.

Satz 5.54 (Cheeger-Ungleichung, 1970) Sei A\, der erste von Null verschiedene
Figenwert der Laplace-Operators A auf C*°(M). Dann gilt:

h2
/\1>Z

Bemerkung: Die Ungleichung ist in gewissem Sinne optimal auf Flachen.

Wir beweisen nun den Satz von Cheeger.

Beweis: Erster Schritt: Sei f; eine Eigenfunktion von A zum Eigenwert Ay, d.h. Af; =

Atfi-

e (Milnor): Falls nétig ersetzt man f; durch eine Morsefunktion fs, d.h. eine Funk-
tion ohne entartete kritische Punkte, beliebig nahe an f;.

e Falls notig ersetzt man fo durch fy+ €, mit € beliebig klein, so dass 0 ein regulérer
Wert ist. Das ist moglich, da die kritischen Punkte von f5 isoliert sind.

Man erhélt so eine Funktion f, die nur nicht-entartete isolierte kritische Punkte hat,
so dass 0 ein reguldrer Wert ist. Man kann erreichen, dass de ” beliebig nahe an Ay
liegt.

Zweiter Schritt: Wir zerlegen M: Sei S = f~1(0). Da 0 ein regulirer Wert ist, ist S
eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension 1. Seien

M, = fﬁl([oa OO))
M. = 1 (~o0,0))

OBdA (man kann f durch —f ersetzen) sei vol(M_) > vol(M,).

lldf 13,

Bemerkung: Es geniigt nach unten abzuschétzen.

TR,
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Es gilt mit dem Volumenelement v, = dvol, (alle folgenden Integrale sind nur tiber
M+):

e, P,
[T TR A
_ ff2vg ) f |df‘2vg
(J f2v)
 ( fldrloy)?
()
_! (M)
4\ [ fP, .
Dabei haben wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung verwendet und dass |df?| = 2|f] -
|df| = 2f|df|, da f > 0 auf M,. Zu zeigen ist:

/ |df Pvg >R | f?v,. (5.13)
My My

Dritter Schritt: Seien py, ..., p, die (isolierten) kritischen Punkte von f auf M, mit
Werten a; = f(p;) und

I;’C = (akflaak)
My, = f~H(1}),

fiir £ > 1. Wir setzen dabei ayp = 0. Nach der Morsetheorie ist M, diffeomorph zu
I, x Ly, wobei Ly = f~1(p) fiir ein beliebiges 8 € I;. Da wir an der Funktion f2
interessiert sind, machen wir eine Variablentransformation: Sei

I, = (ai—b@i)

und p: My — I x L ein Diffeomorphismus mit inverser Abbildung «, so dass 7 op =
f?, d.h.

771:f2OOé,

wobei 71 : I, X L — I, die Projektion ist. In jedem Punkt von M, gilt
Vgl = dr A w,

wobei dr = % und w die Volumenform der Niveauflache von f durch den betrachteten
Punkt von M, ist.

Lemma 5.55 Mit dem Diffeomorphismus «: I}, X L, — M, gilt
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Beweis: Esist (f?)*dt = df?. Damit folgt

midt = (f*o)*dt = o (f?)*dt
= o (df?) = 2fa*df.

mdt o (df Y “d
arz] — ¢ \Jar) — 4

Wir definieren J;, = |, M |df?|vy. Dann gilt nach der Transformationsformel und dem
Satz von Fubini:

Da |df?| = 2f|df| folgt

O

Ji = / o (|df[v,)
IkXLk

= / \df?|adr A oFw
IkXLk

:/ mdt A o’w
]kXLk

AV

A(t) = vol(f (VD)) = / e

Sei

Dann gilt
Jk:/ A(t)dt.
Iy,

Vierter Schritt: Seien

S(t) = (V1)
M (t) = [V, 00)
M_(t) = [~ (=00, Vt]).
Wir setzen
V(t) = vol(M4(t)).
Es gilt
V(t) < vol(M_(t)),
denn

V(t) < vol(My) < vol(M_) < vol(M_(t)).
Es folgt mit der Definition der Cheeger-Konstanten fiir ¢t € I,

vol(S(t)) Alt)
h< min{vol(M,.(¢)), vol(M_(t)) - 40
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T = / V(t)dt
Iy

Jp > hJ..

folgt

Durch partielle Integration folgt

I = / Vt)di
Iy
d
= tV(t)|or, — tEV(t)dt
Es folgt
T T d

J— / J— _
=> J Z/l tV ()t

k=0 k=0 k

da sich die mittleren Randterme in der Summe paarweise wegheben und am unteren
Ende ¢ = 0 und am oberen V' (¢) = 0 ist. Es folgt

/M+ ldf2|v, = J = ; Jo > h (- ; /1 t%\/(t)dt) . (5.14)

Fiinfter Schritt: Es gilt mit Fubini
r—k

V(t) = / adr AN aw + Z / adr N a*w
(t,ag)x Ly i—1 Y dk+iXLgy1

2

- /<> (/ ) L&l *Z/I,m (/ ) |dcjf2|'

d a*w

Ly = - / o

=), 1
Mit Gleichung (5.14) folgt

[ow=s=n(E ] (] 7))

=h Z/ ta*dr A a*w
I

Damit folgt

k=0 kXLk
r
=h g / tvg
k=0 Ik ><Lk

=h v
ST

= h/ f2vg.
M

Damit ist Ungleichung (5.13) bewiesen. O
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