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1. DIFFERENZIERBARE MANNIGFALTIGKEITEN

1.1. Topologische Mannigfaltigkeiten. Topologische Mannigfaltigkeiten sollen als spe-
zielle topologische Rdume definiert werden. Dafiir sind zunéchst einige Grundbegriffe der
Topologie zu wiederholen.

Sei M eine Menge. Ein Mengensystem O = Oy C P(M) heisst Topologie auf M, falls

(1) 0,MeO
(2) U,V eOdannistauch UNV € O
(3) U;€O,iecldannist auch (J,.,U; € O

Ein Paar (M, Q) heisst topologischer Raum. Eine Teilmenge heisst offen, falls U € O. Eine
Teilmenge A C M heisst abgeschlossen, falls M \ A offen.

Beispiele: (1) Die offenen Mengen der Standardtopologie auf R™ sind die Mengen U C R,
fiir die zu jedem Punkt z € U eine kleine Kugel B, (z) existiert, die ganz in U liegt. (2) Die
diskrete Topologie auf einer Menge M ist definiert durch O = P(M), d.h. jede Teilmenge
von M ist offen. (3) Sei (M, Oyy) ein topologischer Raum und X C M eine Teilmenge. Dann
sind die offenen Mengen der Teilraumtopologie (auch induzierte Topologie) auf X genau die
Schnitte von X mit offenen Mengen in M.

Ein Mengensystem B C P(M) heisst Basis der Topologie Oy, falls die offenen Mengen aus
Oy genau die Vereinigungen der Mengen aus B sind. Insbesondere ist also B C Oy;.

Beispiel: Eine (abzéhlbare) Basis der Standardtopologie auf R" bilden die Kugeln B, (x) mit
rationalem Radius » um Punkte x € R™ mit rationalen Koordinaten.

Eine Abbildung f: (M, Oy) — (N, Ox) heisst stetig, falls f~1(V) € Oy fiir alle V € Oy.
Eine bijektive Abbildung f: M — N heisst Homdomorphismus falls f und f~! stetig sind.
In diesem Fall nennt man die Rdume M und N zueinander homdomorph.

Ein topologischer Raum M heisst lokal homdomorph zu R™ (auch lokal euklidisch), falls
fiir alle p € M eine offene Menge U C M mit p € U, eine offene Menge V' C R" und ein
Homoéomorphismus ¢: U — V existieren.

Ein topologischer Raum M heisst zusammenhdngend, falls kein U € M, U # (), M existiert,
dass zugleich offen und abgeschlossen ist. Aquivalent ist, dass M nicht als nicht-triviale Ver-
einigung zweier disjunkter offener Mengen dargestellt werden kann. Eine Teilmenge X C M
heisst zusammenhéngend, falls X mit der Teilraumtopologie zusammenhéngend ist.

Ein topologischer Raum M heisst wegzusammenhdngend, falls sich je zwei Punkte in M
durch einen stetigen Weg in M verbinden lassen, d.h. fiir je zwei Punkte p,q € M existiert
eine stetige Abbildung c¢: [0,1] — M mit ¢(0) = p und ¢(1) = gq.
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Lemma 1.1. Wegzusammenhdngende Rdume sind zusammenhdngend. Zusammenhdngende,
lokal euklidische Rdume sind auch wegzusammenhdngend.

Ein topologischer Raum heisst kompakt falls jede offene Uberdeckung eine endliche Teil-
berdeckung besitzt. Ein topologischer Raum M heisst hausdorff (auch T3), falls fiir alle
p,q € M,p # q offene Mengen U,V C M existieren mit p € U,g € V und U NV = ().

Bemerkung Aus lokal euklidisch folgt nicht hausdorff.

Definition 1.2. Fine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist ein topologischer Raum
M mat:

(1) M ist lokal homdomorph zu R"
(2) M ist hausdorff
(8) M besitzt eine abzihlbare Basis der Topologie

Die lokalen Homdéomorphismen ¢: U C M — V C R" heissen Karten (oder auch lokale
Koordinatensysteme) von M.

Genaugenommen muss man noch iiberpriifen, dass die Dimension wohldefiniert ist, also
nicht vom Punkt abhéingig ist. Das folgt aus dem Satz von Brouwer bzw. aus dem Satz iiber
die Invarianz des Gebietes.

Satz: (Brouwer) Sei U C R" offen und f: U — R" stetig und injektiv. Dann ist die Menge
f(U) C R™ offen, d.h. f ist ein Homdomorphismus.

Folgerung: Seien U C R" und V' C R™ zwei offene Mengen. Sind U und V' zueinander
homdomorph, so folgt n = m.

Beweis: Man nimmt n # m an und 0.B.d.A. auch m < n. Sei i: R™ — R" die kanonische
Einbettung i(xy, ..., 2m) = (21,...,%m,0,...,0). Dann ist i stetig, injektiv und i(R™) enthélt
keine in R"™ offene Menge.

Sei nun ¢: U — V der laut Voraussetzung existierende Homéomorphismus. Dann ist auch
f =iy o¢: U — R" stetig und injektiv. Aus dem Satz von Brouwer folgt nun, dass die
Menge f(U) = i(V) C i(R") offen in R". Das ist ein Widerspruch und es muss also m = n
gelten. O

Nach dieser Folgerung kann es also fiir einen Punkt p € M nicht zwei Karten Uy, U,
geben, mit p € U; N Uy und U; ist homoéomorph zu einer offenen Menge V; € R"™ und U;
ist homéomorph zu einer offenen Menge Vo C R™ mit n # m. Denn sind ¢; : U; — Vi und
g : Uy — V5 die beiden Karten-Homoomorphismen, dann ist ¢s o gpl’l VICR" =V, CR™
ein Hombomorphismus, also m = n.
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Im Folgenden sollen drei Beispiele topologischer Mannigfaltigkeiten vorgestellt werden.

(1) Der n-dimensionale euklidische Raum M = R™. Hier hat man eine Karte, die durch
die Identitdt gegeben ist. Analog ist auch jede offene Teilmenge M C R™ eine n-
dimensionale Mannigfaltigkeit.

(2) Die n-dimensionale Sphdire: S™ := {x € R"**|z? + ... + 22, = 1}. Als Topologie auf
S™ ¢ R™! withlt man die von der Standardtopologie auf R™*! induzierte Topologie.
Dann ist klar, dass der topologische Raum S™ hausdorff ist und eine abzéahlbare Basis
der Topologie besitzt. Auf S™ kann man mittels der stereographischen Projektion zwei
Karten definieren, die zeigen, dass S™ lokal homéomorph zu R" ist.

Sei U; = S™\ {en41} und Uy = S™\ {—¢€,,1}. Dann definiert man Homéomorphismen
gi: Uy — R" i =1,2 durch

1 1
($1,~-,$n), 92(95) = m

(3) Der n-dimensionale hyperbolische Raum: H" := {x € R" ™22 — 22 — ... — 22 =
1,29 > 0}. Hier reicht eine Karte, d.h. H" ist homéomorph zu R". Man definiert
¢: H* C R™™ — R" durch ¢(z) = (x1,...,7,). Die (stetige) Umkehrabbildung ist
gegeben durch

¢: R" — H" C R™, w(y)=(\/1+y%+-~+y%,yh.--,yn)

gi(z) = (1, ..., 2p) -

- Tn+1

Bemerkung: Der Doppelkegel M = {(z,y,z) € R?z? = 2 + y*} ist keine topologische
Mannigfaltigkeit.

Satz 1.3. FEine 0-dimensionale Mannigfaltigkeit ist eine abzihlbare Menge von Punkten mit
der diskreten Topologie. Insbesondere sind 0-dimensionale kompakte Mannigfaltigkeiten end-

lich.

Beweis: Sei M eine 0-dimensionale Mannigfaltigkeit und p € M. Dann existiert eine offene
Menge U C M mit p € U, die homdomorph zu R® = {0} ist. Daraus folgt U = {p}, d.h. die
Punkte in M sind offene Mengen und M triagt damit die diskrete Topologie. O

Bemerkung: Eine zusammenhéngende 1-dimensionale Mannigfaltigkeit ist homéomorph zu
St oder R!.

Satz 1.4. Sei M eine n-dimensionale und N eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit. Dann
ist M x N eine Mannigfaltigkeit der Dimension n + m.

Beispiel: Sei M = N = S!, dann ist 7% = S! x S* der 2-dimensionale Torus. Allgemeiner
hat man den n-dimensionalen Torus 7" = S x ... x S
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1.2. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Es soll nun fiir topologische Mannigfaltigkei-
ten der Begriff einer differenzierbaren Abbildung definiert werden. Dazu muss zunéchst auf der
topologischen Mannigfaltigkeit eine differenzierbare Struktur eingefiihrt werden. Sei M eine
topologische Mannigfaltigkeit und sei f: M — R eine stetige Abbildung. Seien (U, z), (V,y)
Karten um p € M. Dann gilt:

foy=(foa ") (woy™).

Man sieht, dass fiir die Definition der Differenzierbarkeit von f mit Hilfe von Karten, die
Differenzierbarkeit der Kartenwechsel z o y~! benétigt wird.

Definition 1.5. Zwei Karten (U, x),(V,y) heissen vertréglich falls die Abbildung
zoy Liy(UNV)—=z(UNV)

ein Diffeomorphismus von offenen Mengen in R™ ist. Die Abbildung x o y~' heisst Karten-
wechsel. Eine Menge von Karten A = {(Uy,x4)} heisst Atlas von M, falls die Karten M
tiberdecken und je zwei Karten wvertriglich sind. Ein Atlas A heisst maximaler Atlas, falls
jede Karte, die mit allen Karten in A vertrdglich ist, schon in A liegt.

Lemma 1.6. Sei A ein Atlas fir M und sei Ap.. die Menge aller Karten von M, die mit
allen Karten aus A vertraglich sind. Dann gilt

(1) A C Ama:r

(2)  Apas ist ein Atlas

(3)  Amas ist mazimaler Atlas

(4)  Jeder Atlas ist in genau einem mazimalen Atlas enthalten

Definition 1.7. Eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit st eine n-dimen-
sionale topologische Mannigfaltigkeit zusammen mit einem maximalen Atlas.

Bemerkung: Differenzierbare Mannigfaltigkeiten nennt man auch C*°- oder glatte Mannigfal-
tigkeiten. Ein maximaler Atlas definiert eine differenzierbare Struktur. Es gibt topologische
Mannigfaltigkeiten, die keine differenzierbare Strukturen zulassen. Auf einer topologischen
Mannigfaltigkeit kann es “unterschiedliche” differenzierbare Strukturen geben.

Notation: Im Weiteren soll mit “Mannigfaltigkeit” immer “differenzierbare Mannigfaltig-
keit” gemeint sein.

Beispiele: (1) Jede offene Teilmenge U C R™ ist trivialerweise eine n-dimensionale diffe-
renzierbare Mannigfaltigkeit. Als Atlas nimmt man hier A = {(U,id)}. (2) Die Sphére S"
ist eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Seien (U, g;),7 = 1,2 die oben ein-
gefithrten Karten. Zu iiberpriifen bleibt, ob der Kartenwechsel g, 0 g, ' differenzierbar ist. Fiir
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x € go(U NUy) = ga(S™\ {xeni1}) =R\ {0} C R™ gilt:

1 () ( 2 1— ||x||2) 1 21 2 x
glog €T :gl s g Tz . g frg
: [P T+ [alP) ~ =S T+ e~ 2P~ o

Damit sind die Karten (Uy, g;) und (Us, go) vertriglich. Da sie auch S™ iiberdecken erhélt
man den Atlas A = {(U;, ¢;),7 = 1, 2}.

Definition 1.8. Seien M, N zwei differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Eine stetige Abbildung
f: M — N heisst differenzierbar, wenn es um jeden Punkt p € M Karten (U,x) um p und
(V,y) um f(p) gibt, so dass auf einer Umgebung W C z(f~1(V)NU) von z(p) die Abbildung

yofox LW Ca(f{(V)NU)— yV)

differenzierbar ist. Ein Diffeomorphismus ist ein Homdéomorphismus f, fir den f und =1
differenzierbar sind. In diesem Fall nennt man die Mannigfaltigkeiten M und N diffeomorph.

Bemerkungen: (1) Genauer kann man noch von Differenzierbarkeit in einem Punkt und
k-facher Differenzierbarkeit sprechen. Im Weiteren soll “differenzierbar” immer “beliebig oft
differenzierbar” bedeuten. Solche Abbildungen nennt man dann glatt oder C*. (2) Ist f in
p bzgl. eines Paares von Karten differenzierbar, so auch fiir alle anderen Karten um p bzw.
f(p). Den unendlich-dimensionalen Vektorraum der differenzierbaren Funktionen auf M mit
Werten in R bezeichnet man mit C*(M).

Beispiele:

(1) Die antipodale Abbildung f: S™ — S™, f(y) = —y ist differenzierbar. (UA)

(2) Auf R seien die Atlanten A; = {x = id: R — R} und Ay, = {7: R — R, Z(t) = 3}
fixiert. Dann sind  und & keine vertriglichen Karten, da x o #7'(t) = /¢ nicht dif-
ferenzierbar ist. Damit ist id: (R, A1 maz) — (R, A2mas) differenzierbar, aber kein
Diffeomorphismus, denn die Abbildung id: (R, Asmaz) — (R, A maes) ist nicht dif-
ferenzierbar. Allerdings liefert die Abbildung f(t) = +/t einen Diffeomorphismus
f: (Ra Al,maz) — (R, A2,max)-

Bemerkungen:

(1) Fiir n # 4 ist jede differenzierbare Struktur auf R™ diffeomorph zur Standardstruktur
Az 20 A = {(R",id)}.

(2) Auf R* gibt es iiberabziithlbar viele differenzierbare Strukturen, die paarweise nicht
diffeomorph sind (= exotische Strukturen).

(3) Jede topologische Mannigfaltigkeit in Dimension 1, 2 und 3 besitzt genau eine diffe-
renzierbare Struktur.

(4) Es gibt topologische Mannigfaltigkeiten in Dimension 4, die keine differenzierbare
Struktur zulassen.
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(5) Es gibt fir n > 7 Mannigfaltigkeiten, die homéomorph zu S™ aber nicht diffeo-
morph sind. Diese nennt man exotische Sphéren. In jeder Dimension n,n > 7, gibt
es hochstens endlich viele exotische Sphiren. Die Existenz einer exotischen S* ist
ungeklart.

1.3. Projektive RAaume. Im Folgenden soll noch ein wichtiges Beispiel differenzierbarer
Mannigfaltigkeiten vorgestellt werden: die projektiven Rdume. Diese sind definiert als Quo-
tientenrdume.

Sei X ein topologischer Raum, sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X, dann bezeichne X/ .. die
Menge der Aquivalenzklassen. Auf dieser lisst sich eine Topologie definieren. Dafiir bezeichne
m: X — X/.,z — [z] die kanonische Projektion. Dann ist eine Menge U C X/. genau
dann offen, wenn 7~1(U) C X offen ist. Die Quotiententopologie wird damit die grofite
(feinste) Topologie auf X /., fiir die die kanonische Projektion stetig ist. Im Allgemeinen ist
X/~ keine Mannigfaltigkeit, noch nicht einmal hausdorff. Die Eigenschaften kompakt und
zusammenhéngend iibertragen sich von X auf X/.. Sei Y ein beliebiger topologischer Raum.
Eine Abbildung f: X/. — Y ist genau dann stetig, wenn fom: X — Y stetig ist.

Auf S™ betrachtet man die Aquivalenzrelation  ~ —z. Dann ist der reell-projektive Raum
definiert als
RP"=5"/_,
versehen mit der Quotientenraumtopologie. Offensichtlich ist RP™ ein kompakter, zusammen-
héngender topologischer Raum. Das RP™ eine abzéhlbare Basis der Topologie besitzt und
hausdorff ist, wird spéter gezeigt (im Zusammenhang mit Gruppenwirkungen auf Mannigfal-
tigkeiten). Man kann RP™ auch mit dem Raum aller 1-dimensionalen Unterrdume, also aller

Geraden durch die Null in R"*! identifizieren. Dafiir bildet man die Aquivalenzklasse [x] auf
die Gerade durch = ab. Es ist
RP" = R™1\ {0}/

wobei © ~ y genau dann, wenn x = Ay fiir ein A\ # 0, also genau dann, wenn x und y auf
einer Geraden durch die Null liegen.

Auf dem reell-projektiven Raum kann man folgendermafien Karten definieren. Sei dazu
7: R"1\ {0} — RP" die kanonische Projektion. Man schreibt

w(xo, ..., xn) = [(To,...,xn)] = [wo:... 2] .

Man betrachtet die offenen Mengen V; := {(x¢,...,x,)|z; # 0} C R*™ 4 = 0,...,n und
definiert fiir ¢+ = 0, ..., n Karten auf RP™ durch

U =7Vi) = {lxo:...ixn) |z #0} = {[xo:...: 1. 2]}
mit der 1 an der (i+ 1)ten Stelle. Lokale Homéomorphismen ;: U; — R™ sind gegeben durch

SDZ([:E]) = (2_27"'a$;;1a$;t1""’%) .
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Tatséchlich sind die Abbildungen ¢; wohl-definiert, denn
Bl=ly © zry o A0 oAy o B8 o BB o o)) — pif[y)
fiir alle k, 7. Die Abbildung ¢; ist bijektiv mit der Umkehrabbildung
0 Wor Y1) = [Wo:- iy Lyt Y]

Offensichtlich ist damit ¢; fiir alle ¢ ein Homéomorphismus. Weiterhin ist der Kartenwechsel
w00t 0i(U;NU;) — ¢;(U; N Uj) ein Diffeomorphismus. Man findet

(@jo%_l)(yoa---,yn—l) = %’([?Joi'--3yi—1iliy¢1‘--iyn—1])
_ <y_o vio1 1w Yio1 i1 M)
G e gy .

Zusammenfassend ist damit der folgende Satz bewiesen

Satz 1.9. Der reell-projektive Raum RP"™ ist eine n-dimensionale kompakte, zusammenhdngende
Mannigfaltigkeit.

Etwas allgemeiner kann man zu jedem (n + 1)-dimensionalen Vektorraum V' {iber einem
Korper (oder Schiefkorper) K einen projektiven Raum definieren:

KP™ := Menge aller 1-dimensionaler Unterrdume in V.

Diese Ridume sind Quotientenrdiume von V bzgl. der Aquivalenzrelation: v ~ w genau dann,
wenn v und w linear abhéngig sind. Fiir K = C erhélt man den komplex projektiven Raum
CP™ und fiir K = H den quaternionisch projektiven Raum HP™ d.h.

Bemerkung: Es gilt RP! = §' CP! = §2 HP! = $*. Fiir n > 2 ist RP" nicht diffeomorph
zu 8", denn 7 (RP") = Zy und 7 (S™) =1 fiir n > 2.

Die projektiven Rdume sind mit den Sphéren durch die sogenannte Hopf-Faserung verbun-
den. Das sind jeweils Abbildungen der Form (zo,...,2,) — [20: ... 2],

§"— RP", Sl CP", g, P

Dabei ist das Urbild eines Punktes im reell projektiven Raumes gleich Z,, im komplex-
projektiven Raum diffeomorph zu S! und im quaternionisch projektiven Raum diffeomorph
zu S3. Es gibt noch die Hopf-Faserung S'® — S® mit Urbild (= Faser) diffeomorph zu S”.

1.4. Der Satz vom regulidren Wert. In diesem Abschnitt soll die Konstruktion differen-
zierbarer Mannigfaltigkeiten als Urbild regulérer Werte beschrieben werden. Sei f: M — N
eine differenzierbare Abbildung.
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Definition 1.10. Seien (U, z) bzw. (V,y) Karten um p bzw. f(p). Dann ist der Rang von f
in p definiert als der Rang der Jacobi-Matriz von yo fox™t, d.h.

rgp(f) = Rang (%) = Rang Jx(p)(yf:c’l) ,

wobei Jy(r) im Weiteren die Jacobi-Matrix einer Abbildung r im Punkt p bezeichnet.

Bemerkung: Der Rang der Jacobi-Matrix J,()(y f2~") hingt nicht von den gewéhlten
Karten (U,x) und (V,y) ab, d.h. der Rang rg,(f) ist damit wohldefiniert.

Beweis: Seien (U, z) und (U, #) Karten um p und (V,y) und (V,) Karten um f(p). Dann
gilt

gret = @y efa)o@a )"
Nun sind die Kartenwechsel 5 y~! bzw. Z 27! Diffeomorphismen und deren Jacobi-Matrizen

damit Isomorphismen, die den Rang einer linearen Abbildung also nicht &ndern. Daraus und
aus der Kettenregel folgt nun

rgJ (G fit) =g (J@Gy oy fa)oJ(@a™) ) = gy fa).

Bemerkung: Die Abbildung p ~ rg,(f) ist unterhalbstetig, d.h. hat f in p den Rang r,
dann gilt rg,(f) > r fiir alle ¢ in einer kleinen Umgebung von p.

Aus der Analysis ist bekannt, dass der Rang das lokale Verhalten von Abbildungen be-
stimmt. Die entsprechenden Sétze iibertragen sich nun direkt auf Mannigfaltigkeiten. Zunéchst
iibertragt sich der Rangsatz.

Rangsatz: Sei f: M — N eine differenzierbare Abbildung, die in einer Umgebung von
p € M konstanten Rang r hat. Dann ist f bzgl. geeigneter lokaler Koordinaten um p von der
Form

R" x R®* = R" x R, (z,y) ~ (z,0,...,0),
wobes dimM =r+s und dim N =r + ¢.

Ist f ein Diffeomorphismus, dann ist J,(f) invertierbar. Die partielle Umkehrung dieser
Aussage beinhaltet der Umkehrsatz.

Umkehrsatz: Sei f: M — N eine differenzierbare Abbildung zwischen zwei Mannigfaltig-
keiten der Dimension n. Seip € M ein Punkt mit rg,(f) = n. Dann existiert eine Umgebung
von p, auf der f ein Diffeomorphismus ist.

Zum Beweis: ist der Rang von f in p gleich n, dann ist die Jacobi-Matrix von yfx~! inver-

tierbar und damit ist y fz~! ein lokaler Diffeomorphismus um x(p), was sich entsprechend auf
die Mannigfaltigkeit iibertragt.
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Der Umkehrsatz ist ein Spezialfall des Rangsatzes. Einen weiteren wichtigen Spezialfall
erhdlt man, wenn man von der Jacobi-Matrix nur noch verlangt, dass sie surjektiv sein soll.
Dazu definiert man zunéchst

Definition 1.11. Sei f: M — N eine differenzierbare Abbildung. Dann heifit ein Punkt
p € M regulér, falls rg,(f) = dim N, d.h. falls J(yfaz™") surjektiv in xz(p) ist.

Bemerkung: (1) Ist p regulir, dann folgt dim M > dim N. (2) Ist dim M < dim N, dann
sind alle Punkte in M kritisch, d.h. nicht regulér.

Satz vom regulidren Punkt: Se: f: M — N differenzierbar und sei p € M requldr. Dann
existieren Karten (U, x) um p und (V,y) um f(p) mit f(U) CV und

yfa b (2, mes) = (20, .., ,)
wobet dim M = r 4+ s und dim N = r, d.h. in lokalen Koordinaten stimmt f mit der kanoni-
schen Projektion von R™* auf R" diberein.

Definition 1.12. Sei f: M — N eine differenzierbare Abbildung. Ein Punkt g € N heifst
regulirer Wert von f, falls jedes p € f~(q) ein requlirer Punkt von f ist.

Bemerkung: (1) Jeder Punkt, der nicht im Bild von f: M — N liegt, ist ein regulédrer Wert.
(2) Nach dem Satz von Sard liegt die Menge der regulidren Werte dicht in N. (3) Es gibt keine
surjektive differenzierbare Abbildung f: R — R2, wohl aber stetige.

Definition 1.13. Eine Teilmenge My C M, einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M nennt
man k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, wenn es um jeden Punkt von M, eine Karte
(U,z) von M gibt mit

(UN M) =RFnz(U)
wobei R¥ = {(z1,...,7%,0,...,0)} C R™ Die Differenz dim M — dim My nennt man die
Kodimension von My in M.

Bemerkungen: (1) Jede Untermannigfaltigkeit ist wieder eine Mannigfaltigkeit. Unterman-
nigfaltigkeiten von M der Kodimension 0 sind genau die offenen Mengen in M. Unterman-
nigfaltigkeiten der Dimension 0 sind genau die diskreten Teilmengen in M (endlich, falls M
kompakt). (2) Eine Teilmenge M C R" ist genau dann eine Untermannigfaltigkeit der Di-
mension k£ von R”, wenn M lokal diffeomorph zu einer offenen Menge in R ist, z.B. regulire
Flichen im R3. (3) Der Satz von Whitney besagt, dass jede n-dimensionale Mannigfaltigkeit
diffeomorph zu einer Untermannigfaltigkeit von R?" ist. Genauer kann man noch sagen:

(1) Falls n eine 2er-Potenz ist, Lifit sich RP™ nicht in R*"~! einbetten, z.B. ist RP? nicht
diffeomorph zu einer Untermannigfaltigkeit von R3.

(2) Ist n keine 2er-Potenz, dann existiert fiir jede n-dimensionale Mannigfaltigkeit eine
Einbettung nach R?"~!. (Haefliger-Hirsch-Wall)
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(3) Orientierbare Flichen lassen sich in R? einbetten. Nicht-orientierbare Flichen nur
nach R%.

(4) Jede kompakte, orientierbare n-dimensionale Mannigfaltigkeit besitzt eine Einbettung
nach R?"~1,

Satz vom regulidren Wert: Ist g € N ein requlirer Wert einer differenzierbaren Abbildung
f: M — N, dann ist f~(q) eine Untermannigfaltigkeit von M und es gilt

dim f~!(¢) = dim M — dim N .

Beweis: Seip € f~1(q) ein regulirer Punkt. Dann wihlt man Karten (U, ) um p und (V,y)
um ¢, wie sie nach dem Satz vom reguldren Punkt existieren. O.B.d.A. kann man auch noch
y(q) = 0 voraussetzen. Dann gilt p € UN f~(q) g.d.w. yfz~' z(p) = 0. Da man die Karten
so gewdhlt hat, dass f lokal mit der kanonischen Projektion

(T1y ey Tps) = (T1, .., Tp)

ibereinstimmt, ist dies dquivalent zu z(p); = 0 fir ¢ = 1,...,r, d.h. zu z(p) € R* N z(V).
Insgesamt erhélt man die gesuchte Untermannigfaltigkeitsgleichung

2(UNf(q) =R Nz(U).
0J

Der Satz vom reguldren Wert kann benutzt werden, um Mannigfaltigkeitsstrukturen nach-
zuweisen. Dafiir sollen zwei Beispiele gegeben werden.

Beispiel: Die n-dimensionale Sphdre

Fiir M = R"™ und N = R betrachtet man die Abbildung f: R — R, gegeben durch
f(z) = ||z||* = >, 2. Die Jacobi-Matrix von f im Punkt z = (o, ..., x,) berechnet sich als
J(f) = (2xo,...,2x,). Damit folgt rg,(f) # 0 fiir alle Punkte x # 0, d.h. 1 ist ein reguldrer
Wert fiir f und f~1(1) = S™ ist damit eine Untermannigfaltigkeit von R

Beispiel: Die orthogonale Gruppe O(n) = {A € M(n,R)| AT - A= FE}
Sei M = M(n,R) = R" und sei N = Sym(n,R) = {4 € M(n,R)| AT = A} = Ran(ntD),
d.h. N ist die Menge der symmetrischen Matrizen.

Lemma 1.14. Fiir die Abbildung f: M(n,R) — Sym(n,R), A — AT A ist die Einheitsmatriz
E ein requlirer Wert. Damit ist die orthogonale Gruppe O(n) = f~Y(E) eine Mannigfaltigkeit
der Dimension sn(n —1).

Beweis: Nach dem Satz vom regularen Wert ist zu zeigen ist, dass die Jacobi-Matrix der
Abbildung f in jedem Punkt p € f~*(FE) = O(n) surjektiv ist. Dafiir nutzt man die Definition
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der Jacobi-Matrix als Abbildung (Richtungsableitung) und berechnet fiir v € R":

TP = g,y fl0+tv)

= 4| _, o+ t0) (p+tv)

=4 |t:0 (pTp + tpTv + tvTp + t20T0)

=plv+ovlp
Fiir B € Sym(n,R) und p € O(n) = f~!(E) definiert man v := 1pB und berechnet

1 1 1 1
plo+ufp = §prB + §BTpr = §B + §BT =B.

D.h. die Jacobi-Matrix der oben definierten Abbildung f ist surjektiv in allen Punkten von
f7YF) und die Einheitsmatrix E ist damit ein regulirer Wert von f. Nach dem Satz vom
reguldren Wert ist damit die orthogonale Gruppe O(n) als Urbild der Einheitsmatrix E

unter f eine Mannigfaltigkeit, namlich eine Untermannigfaltigkeit von R™ der Dimension
1
sn(n —1). O

Bemerkungen: (1) Die spezielle orthogonale Gruppe SO(n) ist eine offene Teilmenge von
O(n) und daher eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension 0. (2) Die Mannigfaltigkeit
O(n) zerfallt in zwei Zusammenhangskomponenten. (3) Die klassischen Matrizengruppen
GL(n),U(n),SU(n),Sp(n) sind alles Mannigfaltigkeiten. Zusétzlich sind die Gruppenopera-
tionen differenzierbare Abbildungen. Solche Gruppen nennt man Lie-Gruppen.

1.5. Immersionen, Submersionen, Einbettungen. Mit Hilfe des Ranges lassen sich zwei
Klassen von differenzierbaren Abbildungen charakterisieren.

Definition 1.15. Sei f: M™ — N™ eine differenzierbare Abbildung. Die Abbildung f heifst
Submersion, wenn rg,(f) = dim N fir alle p € M gilt. Die Abbildung f heifst Immersion,
wenn1g,(f) = dim M fiir allep € M gilt. Die Abbildung f heifit Einbettung, wenn f(M) C N
eine Untermannigfaltigkeit und f: M — f(M) ein Diffeomorphismus ist.

Submersionen und Immersionen lassen sich durch weitere &quivalente Bedingungen be-
schreiben.

Lemma 1.16. FEine Abbildung f: M™ — N™ ist genau dann eine Submersion, wenn die
Jacobi-Matriz J(y fx=1) in allen Punkten p € M bzgl. Karten (U, x) um p und (V,y) um f(p)
surjektiv ist. Weiter ist f eine Submersion genau dann, wenn f in lokalen Koordinaten von
folgender Form ist: (x1,...,xn) — (T1,...,2,) .

Lemma 1.17. FEine Abbildung f: M™ — N™ ist genau dann eine Immersion, wenn die
Jacobi-Matriz J(yfz~') in allen Punkten p € M bzgl. von Karten (U, z) um p und (V,y) um
f(p) ingektiv ist. Weiter ist f eine Immersion genau dann, wenn f in lokalen Koordinaten
von der Form (x1,...,Zm) — (T1,...,Zm,0,...,0) ist.
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Bemerkungen: (Ubungsaufgaben)

(1) Immersionen sind i.A. nicht injektiv und injektive Immersionen sind i.A. keine Ein-
bettungen.

(2) Einbettungen sind Immersionen, die ein Homéomorphismus auf ihr Bild sind.

(3) Sei M kompakt und f: M — N eine injektive Immersion, dann ist f eine Einbettung.

(4) Eine Abbildung f ist genau dann ein lokaler Diffeomorphismus, wenn f Immersion
und Submersion ist.
5) Diffeomorphismen sind bijektive lokale Diffeomorphismen.
6) Submersionen sind i.A. nicht surjektiv.
)
)

7

8) Sei f: M — N eine Submersion, M kompakt und N zusammenhéngend, dann ist f
surjektiv.

Submersionen sind offene Abbildungen.

(
(
(
(
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2. DER TANGENTIALRAUM

2.1. Die geometrische Definitionen des Tangentialraumes. Sei f: R®” — R™ eine dif-
ferenzierbare Abbildung. Dann ist eine lineare Approximation von f in x gegeben durch das

Differential df,: R™ — R™, d.h. die lineare Abbildung df, = J,.(f) mit

f(x+v) = f(z) + dfo(v) + ¢ (v)
und lim, o ¢(v)/||v]] = 0. Es gilt

dfz(v) = J(flv = v(f)a = flz+tv),

dt|,_y
wobei J,.(f) die Jacobi-Matrix von f bezeichnet. Die partiellen Ableitungen von f entsprechen
genau den Bildern der Basisvektoren e; der kanonischen Basis im R™ unter der linearen
Abbildung df,, also den Spalten der Jacobi-Matrix.

Nun moéchte man analog Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten approximieren. Dazu
definiert man zu jedem Punkt p der Mannigfaltigkeit M einen abstrakten Vektorraum 7,M,
den Tangentialraum in p, und dann definiert man zu jeder Abbildung f: M — N eine lineare
Abbildung df,: T,M — Ty, N, das Differential von f in p.

Fiir Untermannigfaltigkeiten M C R¥ hat man eine anschauliche Definition des Tangential-
raumes, als Menge der Tangentialvektoren an Kurven in M:

T,M = {5(0) |v: (—¢,e) — M differenzierbar, v(0) = p} .

Im Allgemeinen hat man aber keine kanonische Einbettung und mufl daher den Tangen-
tialraum 7, M durch innere Eigenschaften von M definieren. Dazu definiert man auf der
Menge der Kurven in M eine Aquivalenzrelation: zwei Kurven a,f: (—,¢) — M mit
a(0) = p = 5(0) heiflen dquivalent, o ~ [, falls fiir eine und damit fiir jede Karte (U, x)

um p gilt: ' _
(0 a)(0) = (z 0 B)(0) .

Denn #oa = (Zz7') o (z 0 a) und damit &| _ o a(t) = d(@z™") 4|,_ z o a(t). Die
Gleichung der Aquivalenzrelation bzgl. der neuen Karte ¥ ergibt sich also durch Anwendung
des Isomorphismus d(# z~') auf die Gleichung der Aquivalenzrelation bzgl. der alten Karte.
Dabei ist d(Zz~') das Differential im Sinne der Analysis, d.h. die Anwendung der Jacobi-
Matrix, im Punkte x(p). (Man kann immer ¢ klein genug wéhlen, so dass o und 8 auf
(—¢,¢) definiert sind und die Kurven in der Kartenumgebung verlaufen. Es reicht also aus
differenzierbare Kurven v zu betrachten, die durch p verlaufen und auf irgendeinem offenen
Intervall I, definiert sind).

Definition 2.1. Tangentialvektoren an M im Punkt p € M sind Aquivalenzklassen bzgl.
~ von Kurven in M durch p. Der Tangentialraum von M in p ist die Menge all dieser
Aquivalenzklassen:

T,M = {~v: I, = M differenzierbar,v(0) = p}/~ .
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Fiir die Aquivalenzklasse einer Kurve v in M nutzt man folgende Schreibweisen:

] = 4(0) = &

—— t) .
g tzov()

Lemma 2.2. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, p € M. Dann ist der Tangential-
raum T,M ein n-dimensionaler reeller Vektorraum.

Beweis: Sei (U, z) eine Karte um p, dann definiert man:
dr,: T,M = R",  [y]— (z0~)(0).

Diese Abbildung ist wohldefiniert nach Definition der Aquivalenzrelation ~ bzw. des Tangen-
tialraumes 7, M. Man zeigt nun, dass dz,, bijektiv ist. Injektivitét ist wiederum klar nach der
Definition. Um die Surjektivitdt zu zeigen, definiert man fiir einen Vektor v € R™ die Kurve
v(t) := z~(z(p) + tv). Man wihlt ¢ so klein, dass z(p) + tv fiir |t| < € in z(U) liegt. Dann
folgt

o) = & L ror(alp) + 1) = o G =v.

Die Vektorraumstruktur auf 7, M wird nun so definiert, dass dz, eine lineare Abbildung wird.
Also z.B. fiir v,w € T,M definiert man:
v w o= (day) 7 (day (v) + dry ()

Zu zeigen bleibt noch, dass die Vektorraumstruktur auf 7, M nicht von der gewahlten Karte
abhingt. Das folgt dann wieder aus der Gleichung dz, = d(iz~') o dz,. 0

Bemerkungen: (i) Die Abbildung dz,, ist das Differential der Kartenabbildung = im Punkt
p (siehe unten). (ii) Die kanonische differenzierbare Struktur auf R™ ist definiert durch die
Karte (R",z = id). Daher stimmt hier dz, iiberein mit der kanonische Identifizierung

¢: T,R" - R", [a] — &(0),

die nach Definition ein linearer Isomorphismus ist. In der umgekehrten Richtung ordnet man
einem Vektor v € R" die Klasse [a] zu mit «a(t) = p + tv. Dabei ist a eine Kurve durch p mit
a(0) = wv.

Definition 2.3. Sei f: M — N eine differenzierbare Abbildung. Dann ist das Differential
von f in p definiert durch

dfy: T,M — TrpyN, [y]— [for].
Man schreibt auch: df,(5(0)) = f o 4(0).

Die Eigenschaften des Differentials fiir Funktionen zwischen Euklidischen Radumen {ibertragen
sich jetzt direkt auf differenzierbare Funktionen zwischen Mannigfaltigkeiten.
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Lemma 2.4. Das Differential einer differenzierbaren Funktion ist wohldefiniert, d.h. un-
abhdingig von der Wahl der Reprdisentanten, linear und erfillt die Kettenregel.

Beweis: Seien o und & zwei dquivalente Kurven auf M durch p, d.h es gilt za(0) = 2a(0).
Sei weiter (U, x) eine Karte um p und (V,y) eine Karte um f(p), dann folgt

dyspfoe] = 4| _ yfo= 4| _, (yfe™)za=d(yfz!)za(0) = d(yfz ) z(0)
= dys(p[f o @]

Es war schon gezeigt worden, dass die Abbildung dy bijektiv ist und somit folgt die Gleichung
[f oa] = [f oa], d.h. die Definition des Differentials df ist unabhéngig vom gewihlten
Reprisentanten des Tangentialvektors. Die Kettenregel folgt aus einer formalen Rechnung:

dg o df[a] = dg(df|a]) = dg[foa] =[go foa] =d(go f)la] .

Sei x : U C M — R" eine Kartenabbildung und p € U. Das Differential von z in p
ist eine Abbildung dz,, : T,M — T, R". Verkniipft mit der kanonischen Identifizierung ®
erhdlt man genau die oben definierte Abbildung dz,, die nach Definition linear ist. Daher
ist auch das Differential in p der Kartenabbildung z linear. Im Weiteren unterscheidet man
nicht mehr zwischen dx, : T, M — T,y R" und ® o dx, : T,M — R". Unter der kanonischen
Identifizierung geht ausserdem das in der Analysis definierte Differential, also die Anwendung
der Jacobi-Matrix, genau in das oben definierte Differential iiber.

Schreibt man nun f = y~to(yfax~1)ox folgt nach der Kettenregel df = (dy) ‘od(yfa!)odz,
d.h. man hat ein entsprechendes kommutatives Diagramm. Das Differential ist damit als
Verkniipfung linearer Abbildungen linear. 0

Bemerkungen: (1) (dida), = idp,a. (2) Ist f ein Diffeomorphismus, dann ist df,, fiir alle
p ein Isomorphismus. (3) Ist df, ein Isomorphismus, dann ist f lokal um p ein Diffeomor-
phismus. (4) Da die Jacobi-Matrix von yfz~! nur eine andere Beschreibung des Differential
d(yfz~') ist, folgt fiir den Rang einer differenzierbaren Abbildung f im Punkt p € M auch
die Gleichung rg,(f) = rg,(df,). (5) Seii: M — RY eine Untermannigfaltigkeit, mit Inklu-
sionsabbildung i. Dann ist ® o di : T,M — T;;,)RY — RY ein Isomorphismus auf das Bild.
Es gilt di([v]) = [¢ o] und damit (® o di)([y]) = 7(0). Damit kann der Tangentialraum 7, M
identifiziert werden mit den Vektorraum aller Tangentialvektoren #(0) fiir Kurven v in RY

mit y(0) = p.

2.2. Die algebraische Definition des Tangentialraumes. Den Tangentialraum in einem
Punkt p kann man identifizieren mit dem Raum der Derivationen auf Funktionskeimen um
p. Das soll im Folgenden genauer erkliart werden. Dieser Zugang verallgemeinert den Begriff
der Richtungsableitung aus der Analysis.
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Zwei Funktionen f und h definiert auf einer Umgebung U von p heiflen dquivalent, f ~ h,
falls eine Umgebung V' C U von p existiert, so dass f|y = h|y gilt.

Definition 2.5. Die Aquivalenzklassen bzgl. ~ differenzierbarer Funktionen, definiert auf
Umgebungen von p € M nennt man Funktionskeime in p. Man schreibt C;’O(M) fiir den
Raum der Funktionskeime in p.

Bemerkung: Man kann Funktionskeime addieren und multiplizieren, z.B. definiert man das
Produkt durch [f] - [g] = [f - g]. Damit wird C;°(M) eine reelle Algebra, d.h. ein Vektorraum
mit einer vertréglichen Multiplikation.

Lemma 2.6. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Dann ist: C;°(M) = Cg°(R") .

Beweis: Sei (U, z) eine Karte um p mit z(p) = 0, dann wird die Isomorphie definiert durch

die Abbildung [f] — [foz7!]. O

Definition 2.7. Eine Derivation auf C;°(M) ist eine lineare Abbildung v: C;°(M) — R mit

v([f1lg]) = v([fDa(p) + f(p)v(lg)) -
Die Menge der Derivationen auf C;°(M) wird mit D,(M) bezeichnet.

Bemerkung: (1) D,(M) ist ein reeller Vektorraum. (2) D,(M) = Dy(R™). Dieser Isomor-
phismus ist folgendermassen definiert: Sei v eine Derivation in Dy(R™), dann definiert die
Abbildung [f] — v(f o 27!) eine Derivation in D, (M)

Beispiel: Jeder Vektor v = (vq,...,v,) € R" definiert durch die Richtungsableitung eine
Derivation auf C3°(R™):

o) = A fant) = d) = omadg) = 3L
t=0 b

7j=1 zo

Dabei entsprechen also die Vektoren e; der kanonischen Basis, den partiellen Ableitungen

%,z’ = 1,...,n. Im folgenden Satz wird gezeigt, dass auch umgekehrt jede Derivation von

dieser Form ist, d.h. man hat eine Isomorphie R" = D, (R™) fiir einen beliebigen Punkt
zo € R™. Insbesondere gilt dann auch D,(M) = R".

Satz 2.8. Jede Derivation § auf Cg°(R™) schreibt sich, angewendet auf [f] € C§°(R™), als

() = Y 8D 5

0

Insbesondere hat der Raum der Derivationen auf C5°(R™) die Dimension n, mit den Deriva-
tionen %,i =1,...,n, als Basis.
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Beweis: Die Aussage des Satzes folgt aus einem fundamentalen Lemma, das zuerst bewiesen
werden muss.

Lemma 2.9. Sei f: U — R eine differenzierbare Funktion auf einer konvexen Umgebung U
von 0 € R™. Dann kann f geschrieben werden als:

f(z) = f(0)+z zjhj(z) ,

fiir gewisse differenzierbare Funktionen h; mit h;(0) = ngj

Beweis des Lemmas: Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und der
Kettenregel folgt

o [td R of R Lof
f(x)—f(O)_/O %f(tx)dt_/o ;xja—xj(tx)dt—;xj/o 8—%(t:p)dt.

Um den Beweis des Satzes abzuschliessen, muss man noch bemerken, dass Derivationen
auf konstanten Funktionen verschwinden. Es geniigt dies fiir die konstante Funktion f =1
nachzuweisen: Sei ¢ eine Derivation, dann folgt 6(1-1) = 6(1) 4+ 6(1) und somit (1) = 0. Sei
nun [f] ein Funktionskeim in 0 € R™ und ¢ eine beliebige Derivation. Schreibt man f wie in
dem oben angefiihrten Lemma und wendet ¢ darauf an, so folgt

() = Y 8D 5=

0
Die Abbildung [f] + % , also die partielle Ableitung nach x; im Punkt 0, ist eine De-
I 10 i
rivation, die wie iiblich mit % bezeichnet wird und, wie gezeigt, den Raum der Deriva-
J

tionen aufspannen. Offensichtlich sind sie auch linear unabhingig, bilden also eine Basis in
Do(R™). OJ
Definition 2.10. Sei & € T,M und f € C®(M). Dann ist die Lie-Ableitung von f in
Richtung & definiert als:
L(f) =6 = 2| flal).
t=0

wobei § = [a. Auf Funktionskeimen definiert man die Lie-Ableitung durch Le([f]) = [Le(f)]-

Bemerkungen: (i) Identifiziert man TR mit R, so schreibt sich die Lie-Ableitung auch
als  L¢(f) = df,(€). (ii) Die Lie-Ableitung ist eine Derivation, d.h. L € D,(M). Das folgt
aus der Produktregel bzw. der Gleichung:

d d d

dt o (fg) (Oé(t)) = o » (f(a(t)-g(oz(t))) _ ¢

T s)+0) | (ala).

t=0
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Satz 2.11. Die Abbildung & — L¢ definiert eine lineare Isomorphie zwischen T,M und dem
Raum der Derivationen auf C;°(M), d.h.

T,M = D,(M) .

Beweis: Sei (U, x) eine Karte um p € M mit z(p) = 0 € R", sei £ € T,M ein Tangentialvek-
tor mit dx,(§) = v = (v1,...,v,) € R™. Die Zuordnung £ — L ist offensichtlich linear und
weiter folgt:

() L) = dhl©) = Al 0)(€) = dla &) = o(F)(0) = 3 1 2 0).

Jj=1

Aus dieser Formel folgt sofort, dass die Zuordnung & — L injektiv ist. Denn gilt L¢(f) =0
fir alle f dann auch fiir f = z;, woraus dann v; = 0 und schliefllich auch § = 0 folgt.
Hierbei ist x; : U — R die auf der Kartenumgebung U definierte jte Koordinatenfunktion,
d.h. es gilt z,;(p) := x(p);. Die Zuordnung { — L ist bijektiv aus Dimensionsgriinden:
dim T, M =n = dim Dy(R"™) = dim D, (M), denn wie oben gezeigt ist Dy(R™) = R". O

Bezeichnung: Sei f € C>°(M) und sei (U, x) eine Karte um p € M. Dann schreibt man

L= | =Lt

p

Genaugenommen betrachtet man f auf der Kartenumgebung U von p bzw. geht zu dem
Funktionskeim [f] in p iiber.

Bemerkungen:

(1) Die Derivationen %‘ ,j=1,...,n bilden eine Basis in D,(M) = T,M. Denn jeder
7lp
Tangentialvektor ¢ € T,M bzw. die dem entsprechende Derivation L, schreibt sich

nach (1) als
& 0
= . — eR.
5 ; Uj 8.73] Uj =

Dabei sind die Koeffizienten v; eindeutig bestimmt durch v; = L¢(z;) = dz;(§), denn

)
p

ox; Ox; 0x™t
- — 5ij .
axj (%cj

Wie ebenfalls in (1) gesehen, gilt auch v = (vy,...,v,) = dz,(§). Insbesondere folgt:

| = () )

al'j »




VORLESUNGSSKRIPT DIFFERENTIALGEOMETRIE WS 16/17 23

(2) Die Derivationen 32-| entspricht dem Tangentialvektor £ € T,M mit dz,(§) = e;,
7lp

d.h. der Aquivalenzklasse von Kurven [a] mit
aj(t) = a7 (x(p) + tey) .
(3) Seien (U, x) und (V,y) zwei Karten um p. Dann gilt:

dy; 0
i =2 Gy,

(4) Sei f: M — N eine differenzierbare Abblldung und seien (U, z), (V,y) Karten um p

bzw. f(p). Dann gilt:
af; 0
(8932) Z dx; Oy

wobei f; die Komponentenfunktion f; = y; o f bezeichnet. Insbesondere gilt fiir Funk-
tionen f : M — R die Beziehung

o\ _ Of _ olfor)
Ay (m) S om  om

(5) Sei z; : U ¢ M — R die jte Koordinatenfunktion. Dann bilden die Linearformen
(dx;), : T,M — R,i=1,...,n, eine Basis im Dualraum (7,M)*. Es ist genau die zu

{%’p}izl 77777 » duale Basis. Denn nach dem letzen Punkt fir f = z; ist

5, ) = Orj _ O(xjoxt) _ 5
Oz; |, ox; ox; E

(6) Eine dritte dquivalente Beschreibung von Tangentialvektoren ist folgendermassen ge-
geben. Es bezeichne K,(M) die Menge aller Karten um p € M und es sei V,(M)
die Menge aller Abbildungen v : K,(M) — R"™ mit dem Transformationsverhalten
v(V,y) = Jup(yox ') v(U,z). Dann ist V,(M) isomorph zu T, M, wobei der Isomor-
phismus gegeben ist durch:

T,M = Vp(M), &= (U z) = dry(§))
(wie oben gesehen gilt dx,(§) = (Le(x1), ..., Le(xy)). Somit kénnen Tangentialvek-
toren lokal (in jeder Karte) angesehen werden als Vektoren in R”, die ein gewisses
Transformationsverhalten bei Kartenwechsel besitzen. Die Abbildung (U, x) — dz,(&)
besitzt das gewiinschte Transformationsverhalten, da

dyy(§) = d(yox™" ox),(§) = d(yor™)ap dzp(§)
und d(y o z71),(,) ist genau die Jacobi-Matrix J,,)(y o z71).

(d)p( 5~

(7) Sei @ : M — N eine differenzierbare Abbildung, f € C*°(N) und X € T,M. Dann
gilt: d,(X)(f) = Ly(f o ®) = X(f o ®)
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(8) Sei X = [y] € T,M mit v : I, - M und (0) = p. Dann gilt X = dvy
Tatséchlich ist

X() = Lx(f) = Gley (Fon) = (Gl o)) -
Alternativ hat man nach Definition dz,(X) = 4| 1o ( 07)(t) aber auch

dry(dv( 5], o)) = dl@oNo(Gl_y) = &lo o).

Gl i=o)-
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2.3. Das Tangentialbiindel.

Definition 2.12. Das Tangentialbiindel T'M einer Mannigfaltigkeit M ist definiert als die
disjunkte Vereinigung aller Tangentialrdume:

T™ = | T,M .

peEM

Satz 2.13. Sei M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann traigt T M die
Struktur einer 2n-dimensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeit. Die Fufpunktabbildung
w: TM — M ist surjektiv und differenzierbar.

Beweis: Man definiert die kanonische Projektion als die FuBpunktabbildung:
7: TM — M, (&) =p falls {e€T,M.
Sei (U, x) eine Karte von M, dann definiert man
¢: 71 (U) = z(U) x R* C R*™"
®(§) = (zom(§), drn()(E))

Es ist klar, dass ® eine bijektive Abbildung ist. Die Topologie auf T'M wird durch die Forde-
rung definiert, dass alle Abbildungen ® Homéomorphismen sind.

Nun ist noch der Kartenwechsel zu berechnen. Dafiir seien (U, z), (V,y) Karten um p € M
mit den assoziierten Karten (7=1(U), ®), (x~1(V), ¥). Dann gilt
Vod™l: 2(UNV)xR*"—=yUNV)xR"
(q,v) = (y o™ (q), d(yz=")qv) -
Denn fiir £ = @ !(g,v) folgt 7(&) = 27'(¢q) und v = d,(5)(€), wobei z(m(§)) = ¢g. Wendet
man darauf ¥ an, so ergibt sich
Vo @~ (g,v) = W(§) = (y 0 7(&), dyne) (€)) = Yz~ (@), dyr(e) © (dne)) ' v)

der Kartenwechsel ist also differenzierbar und die Karten (7=(U), ®) definieren eine diffe-
renzierbare Struktur auf 7M. O

Offensichtlich hat T'M eine abzéhlbare Basis der Topologie und 7: T'M — M ist differen-
zierbar, denn

zoro® ' z(U) x R" = x(U), (z1,...,79,) v (T1,...,2,) .
Es bleibt noch, die Hausdorfl-Eigenschaft zu zeigen. Dafiir seien (p,a) und (q,b) zwei ver-
schiedene Punkte in M, mit a € T,M und b € T, M.

1. Fall: Sei p # ¢. Dann existieren offene Umgebungen U,V von p,q mit U NV = (). Dann
sind aber auch 7#=!(U) und 7~*(V) disjunkte offene Umgebungen von (p, a) und (g, b).



26 UWE SEMMELMANN

2. Fall: Sei p = ¢,a # b in T,M. Sei (U, z) eine Karte um p mit der Karte ®: 7~ 1(U) —
z(U) x R fir TM und ®(a) = (z(p),v), ®(b) = (z(p),w). Sind V, W offene Mengen in R"
mit v € V;w € W und VNW = (), dann sind @ (z(U) x V) und &~ (x(U) x W) disjunkte
offene Umgebungen von a, b.

2.4. Vektorbiindel. Das Tangentialbiindel 7'M ist ein Beispiel fiir ein reelles Vektorbiindel.
Diese sind folgendermassen definiert.

Definition 2.14. Seien E und B differenzierbare Mannigfaltigkeiten, m: £ — B eine diffe-
renzierbare Abbildung. Ein Vektorbiindel vom Rang n ist ein Tripel (E,mw, B) mit:

(1) m ist surjektiv )
(2) Es existiert eine offene Uberdeckung {U;}icr von B und Diffeomorphismen
h;: 7T_1<UZ') — U; x R"
mit:
o hi(m7(z)) = {x} x R"
e ho hj_lz (U;NU;) xR* = (U;NU;) xR™,  (z,v) = (x,g5(x)v)
fir differenzierbare Abbildungen g¢;;: U; N U; — GL(n,R).

Bemerkungen:

(1) Das Urbild E, = 7 !(x) heifit Faser iiber x € B. Die Fasern FE, sind fiir alle x
Vektorrdume isomorph zu R".

(2) Die Mannigfaltigkeit £ nennt man Totalraum, B die Basis und h; die lokalen Trivia-
lisierungen des Vektorbiindels 7: £ — B.

(3) Zwei Vektorbiindel my : By — M; und 7 : Ey — M, heissen (zueinander) isomorph
falls ein Paar (f,h) von differenzierbaren Abbildungen f : Ey — FEs,h : M; — M,
existiert, so dass m o f = h o gilt und die Einschrdnkung von f auf die Faser fiir
alle z € M; eine lineare Isomorphie 7~} (x) — 7, *(h(x)) ist.

Beispiele: (1) Das Tangentialbiindel w: TM — M einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit
M ist ein Vektorbiindel vom Rang n. (2) Analog zum Tangentialbiindel definiert man das
Kotangentialbiindel T* M als Vereinigung der Dualrdume 7> M = (T,,M)* und das Endomor-
phismenbiindel EndT'M. (3) Das triviale Biindel iiber B ist definiert als 7: ' = BxR" — B,
wobei 7 die Projektion auf den ersten Faktor ist. Ein Vektorbiindel ist trivial, wenn es iso-
morph zum trivialen Biindel ist.

Definition 2.15. Eine differenzierbare Abbildung s: B — E heifit Schnitt des Vektorbindels,
falls

mos=idg,
d.h. falls s(z) € E, fir alle v € B. Den unendlich-dimensionalen Vektorraum der Schnitte
in E bezeichnet man mit T'(E).



VORLESUNGSSKRIPT DIFFERENTIALGEOMETRIE WS 16/17 27

3. VEKTORFELDER

Definition 3.1. Ein Vektorfeld ist ein Schnitt des Tangentialbiindels, d.h. eine differenzier-
bare Abbildung X : M — TM mit m o X =idy, also X, = X(p) € T,M fir allep € M.

Beispiel: Sei M = S™, dann schreibt sich der Tangentialraum in einem Punkt p € S™ als
T,5" = pt = {v € R""! (v, p) = 0}. Ein Vektorfeld auf S™ ist also eine glatte Abbildung
v: S™ — R™ mit (v(p),p) = 0 fiir alle p € S™. Interessant ist die Frage, ob es Vektorfelder
ohne Nullstellen gibt, also ohne p mit v(p) = 0. Auf der S**! 14t sich leicht ein Beispiel
dafiir angeben:

U(.I'(), e ,.fCQnJrl) = (—.1'1, Loy -y — L2415 .T2n> .

Der Satz vom Igel in allgemeiner Fassung besagt nun:

Satz: Jedes Vektorfeld auf S?" hat eine Nullstelle.

Bemerkung:

(1) Sei n +1 = (2r +1)2¢"* mit 0 < ¢ < 3. Dann gibt es auf der S™ genau 2¢ + 8d — 1
punktweise linear unabhéngige Vektorfelder, die also insbesondere keine Nullstellen
haben.

(2) S™ hat n linear unabhéngige Vektorfelder genau dann, wenn n = 1,3 oder 7.

(3) Gibt es auf einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M die maximal mogliche Anzahl
von n linear unabhéngigen Vektorfeldern, so sagt man, dass M parallelisierbar bzw.
das Tangentialbiindel trivial ist.

(4) Den unendlich-dimensionalen Vektorraum der Vektorfelder auf M bezeichnet man mit

X(M) bzw. T(TM).

Bemerkung: Sei M C RY eine Untermannigfaltigeit. Dann kann man 7'M identifizieren
mit einer Teilmenge von R*Y. Sei ¥ : TM — RY x RY definiert durch ¥(X) = (p, X)
wobei X € T,M C TM und T,M identifiziert wird mit einem Unterraum in RY. Dann ist
U offensichtlich ein Diffeomorphismus auf sein Bild. Vektorfelder kénnen dann beschrieben
werden als Abbildungen X : M — R* mit X (p) = (p, X,) oder auch gleich als Abbildung
X : M — RV,

3.1. Vektorfelder als Derivationen. Tangentialvektoren kann man identifizieren mit Deri-
vationen auf Funktionskeimen. Analog kann man Vektorfelder identifizieren mit Derivationen
auf dem Raum C*°(M) der glatten Funktionen auf M. Die Identifikation wird wieder durch
eine Lie-Ableitung gegeben.
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Definition 3.2. Eine Derivation § auf der Algebra C*°(M) der differenzierbaren Funktionen
auf M st eine lineare Abbildung 6: C*°(M) — C*(M), die die Produktregel:

o(f-9)=0(f)-g+f-(g),
erfillt. Der Vektorraum der Derivationen auf M wird mit D(M) bezeichnet.

Beispiel: Jedes Vektorfeld X € x(M) definiert durch die als Lie-Ableitung bezeichnete Ab-
bildung Lx: C®(M) — C*(M) eine Derivation auf M. Dabei definiert man punktweise

LX(f)(p) = LXp[f] = dfp(Xp)'

Satz 3.3. Die Abbildung X — Lx von T'(T M) nach D(M) ist ein Isomorphismus unendlich-
dimensionaler Vektorrdume.

Beweis: Klar ist, dass X — Lx eine lineare Abbildung ist, und dass die Lie-Ableitung L x
tatséchlich eine Derivation auf M definiert.

Als erstes soll gezeigt werden, dass X +— Lx injektiv ist, d.h. fiir X € x(M) mit X # 0
ist Lx # 0 zu zeigen. Dafiir sei X # 0 ein Vektorfeld auf M, d.h. es existiert ein p € M
mit X, = X(p) # 0. Nun war aber schon gezeigt worden, dass die Abbildung X, € T,M
Lx, € Dy(M) injektiv ist. Damit existiert eine Funktion f, definiert auf einer Umgebung U

von p mit Lx,[f] = df,(X,) # 0.

Man kann jetzt f zu einer auf ganz M definierten Funktion fortsetzen. Dafiir wahlt man
eine Funktion ¢ € C*(M) mit supp (¢) C U und ¢|, = 1 auf einer Umgebung V' C U
von p. Dann ist f - ¢ die gewiinschte Fortsetzung von f, deren Lie-Ableitung nach X nicht
verschwindet:

Lx(f-¢)(p) = d(f - ¢)p(X,) = dfpy(X,) #0.

Alternativ kann man schreiben:

Lx(f-9)(p) = Lx,(f-¢) = Lx,(f) o) + f(p)Lx,(¢) = Lx,(f) .

Die Existenz der sogenannten Abschneidefunktion ¢ bleibt noch zu zeigen.

Als zweites ist zu zeigen, dass X +— Ly surjektiv ist. Wie schon gesehen, kann man mit Hilfe
von Abschneidefunktionen jeden Funktionskeim einer lokal definierten Funktion als Keim
einer global definierten Funktion auffassen léft. Sei nun 0 eine Derivation auf M. Dann
definiert 0,: f + d(f)(p) eine Derivation auf den Funktionskeimen C;°(M). Wie schon gezeigt

wurde, schreibt sich 6, als 6, = > 7| d,(7;) 2| . Damit erhélt man ein Vektorfeld X auf
7lp

M: in jedem Punkt p € M definiert man X, als den Tangentialvektor, der zur Derivation d,
gehort. Es gilt dann Ly = 4. In lokalen Koordinaten (U, x) schreibt sich X als

" 0
Xly=> 6(%)8_3@ ;
j=1
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womit gezeigt ist, dass X ein glattes Vektorfeld ist.

Zur Konstruktion der Abschneidefunktion ¢:
Lemma 3.4. Sei R > 0, dann existiert eine glatte Funktion ¢: R" — R mit

¢|BO(%R) =1 und ¢|Rn\Bo(§R) =0.

Bemerkung: Jedes Vektorfeld X auf M schreibt sich in einer Karte (U, z) als X = > | a; 52

a; %
wobei die Funktionen a; € C*(U) bestimmt sind durch a; = X (z;). Hierbei bezeichnet z;
wieder die ite Koordinatenfunktion, d.h. z;(q) := x(q); fir alle ¢ € U.

3.2. Die Lie-Algebra der Vektorfeldern. Die Verkniipfung zweier Derivationen ist i.A.
keine Derivation. Es gilt:

0102(f - g) = (0102f) - g+ 0af - 619+ 01f - dag + f - 01029
Insbesondere hat man damit aber gezeigt:

Lemma 3.5. Seien 01,09 zwei Derivationen auf C*. Dann ist 01 05 — 09 61 wieder eine Deri-
vation.

Definition 3.6. Seien X,Y Vektorfelder auf M. Dann ist [X,Y] das eindeutig bestimmte
Vektorfeld mit

L[X7y] = LX o Ly — Ly ¢) LX .
Man nennt [X,Y] die Lie-Klammer bzw. den Kommutator der Vektorfelder X,Y . Die Lie-
Ableitung von Y nach X ist definiert als LxY = [X,Y].

Bemerkung: Das Vektorfeld [X, Y] ist also als Derivation bestimmt durch die Gleichung
(X YI(f) = XY () =Y (X(F)).

Lemma 3.7. Zwei Vektorfelder X,Y € x(M) seien lokal gegeben als X = Zai% und
Y =Y b5 Dann gilt

X,y =) (%8—% - bja—%) oz,

ij=1

Beweis: Man schreibt das Vektorfeld [X,Y] lokal als [X,Y] = 3" ¢; 2. Die Koeffizienten ¢;
bestimmen sich durch

¢; = [X,Y](x;) = Lx(Ly(x;)) — Ly (Lx(x;)) = Lx(b;) — Ly(a;) = Z ob; Zb Oa;

Aj—— — — .
J J
8mj P 8!L‘j

OJ

J
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Satz 3.8. Seien X,Y,Z Vektorfelder auf M, a,b reelle Zahlen und f eine differenzierbare
Funktion auf M, dann gilt:

(1) [X,Y] = -]V, X], (Schiefsymmetrie bzw. Antikommutativitit)
(2) [aX +bY,Z] = a[X, Z] + DY, Z] , (Bilinearitit)
(3) [X,[Y,Z]]+ Y, [Z, X]| +[Z,[X,Y]] =0, (Jacobi-Identitdt)

(4) UX, Y] =X, Y] =Y (X, Lx(f-Y)=[X fY]=fIX, Y]+ X())Y .

Bemerkung: Eine reelle Lie-Algebra ist ein reeller Vektorraum V mit einer Abbildung
[,]]: V xV — V| die die Eigenschaften 1,2,3 erfiillt. Die Lie-Klammer [-,-] ist also eine
bilineare schiefsymmetrische Abbildung, die die Jacobi-Identitét erfiillt.

Beispiele: (1) Der Raum V = x(M) der Vektorfelder auf einer Mannigfaltigkeit M zu-
sammen mit dem Kommutator von Vektorfeldern, ist eine unendlichdimensionale reelle Lie-
Algebra. (2) V = R? mit dem Vektorkreuzprodukt als Lie-Klammer ist eine 3-dimensionale
Lie-Algebra. (3) V' = M(n,R) der Vektorraum der quadratischen reellen Matrizen mit der
Lie-Klammer definiert durch [A, B] := A- B — B - A ist eine Lie-Algebra der Dimension n?.

3.3. Das Bild von Vektorfeldern unter Diffeomorphismen.

Definition 3.9. Sei ¢: M — N ein Diffeomorphismus, dann ist das Bild des Vektorfeldes
X € x(M) unter ¢ ein Vektorfeld auf N definiert durch

(0:X)g = dog-1(9)(Xs-1(9)) -
Satz 3.10. Sei ¢: M — N ein Diffeomorphismus und X € x(M). Dann ist ¢, X ein glattes
Vektorfeld auf N und es gult:
(1) Ly.x(f) = Lx(fod) oo™

(2) ¢:[X, Y] = [9.X,0.Y]

wobei f eine beliebige reell-wertige Funktion auf N ist.
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3.4. Vektorfelder und Differentialgleichungen. Sei X € y(M) ein Vektorfeld auf M
und (U, z) eine Karte um p € M. Dann schreibt sich X eingeschriankt auf U als:

& 0
X = ; a; oz,
fiir glatte Funktionen a;: U — R. Man sucht nun glatte Kurven c: (—¢,¢) — M mit
1) 0 =p
(2) é(t) = Xew fir alle t € (—¢,¢)
Der Tangentialvektor ¢(t) schreibt sich in der Karte (U,z) als ¢(t) = >0, ¢(1) a%i
wobei ¢; definiert ist durch ¢; := z; o ¢: R — R. Denn man hat

(t)y=> a; 2

=1

wobei a; = ¢(t)(x;) = [c](z;) = %}tzo x;(c(t))

c(t)
Gleichung (2) ist damit dquivalent zu

Gi(t) = aile(t)) = (a7 (cr(t), ..., ea(t)) fir i=1,...,n.
Zur Bestimmung der Kurve ¢ erhélt man also n gewohnliche Differentialgleichungen fiir die

Funktionen ¢;,7 = 1,...,n mit den Anfangsbedingungen ¢;(0) = x;(p).

Definition 3.11. Fine differenzierbare Kurve c: (—e,e) — M heifit Integralkurve des Vek-
torfeldes X € x(M) durch p, falls c(0) = p und ¢(t) = Xy fiir alle t € (—¢,¢).

Aus dem Satz {iber die lokale Existenz und Eindeutigkeit der Losungen gewohnlicher Dif-
ferentialgleichungen bzw. dem Satz iiber die differenzierbare Abéangigkeit von den Anfangs-
werten ergeben sich die folgenden Eigenschaften der Integralkurven:

Satz 3.12. Flir alle p € M existiert ein Intervall I, C R um 0 und eine eindeutig bestimmte
Kurve ¢, I, = M mit

p0)=p und  (t) = Xeg)
fir alle t € I, d.h. die Integralkurven von X sind (lokal) eindeutig bestimmt und existieren
lokal.

Folgerung 3.13. Durch jeden Punkt der Mannigfaltigkeit M geht genau eine Integralkurve
von X, d.h. insbesondere, dass sich Integralkurven nicht schneiden.

Satz 3.14. Fir alle p € M existiert eine offene Umgebung U von p und ein Intervall I um
Null, so dass fiir alle ¢ € U die Kurve ¢, auf I definiert ist. Die Abbildung

IxU— M, (t,q) — c4(t)

ist differenzierbar.
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Definition 3.15. Die Abbildung (t,q) — c,(t) heifit der lokale FluB8 des Vektorfeldes X.
Die Integralkurven von X nennt man auch Flulinien von X. Der Fluf§ definiert fiir alle
hinreichend kleinen Parameter t eine lokale Abbildung pr: U C M — M durch ©i(q) = c4(t).

Satz 3.16. Die Abbildungen p; sind lokale Diffeomorphismen und es gilt
Pt © Ps = Pit+ts

fiir alle Parameter t,s, fir die @, ¢s und pis defintert sind. Insbesondere kommutieren
die lokalen Diffeomorphismen ;. Man sagt: {p:} ist eine 1-parametrige Gruppe (lokaler)
Diffeomorphismen.

Beweis: Aus der Definition der Fluf-Abbildung ¢, folgt:

Prrs(q) = cg(t +8) = ey(s)(t) = @ilcy(s)) = @1 0 ps(q)

Insbesondere folgt aus dieser Gleichung id = ¢ = @i (—y) = @1 0 Y4, also ¢, ' = ¢_,. Damit
ist ¢, invertierbar und die Umkehrabbildung ist wieder differenzierbar, d.h. ¢; ist ein (lokaler)
Diffeomorphismus. [

Beispiel: Sei M = R und X das Vektorfeld X, = :UQ% fiir z € R. Die Integralkurve von X

durch z ist gegeben durch ¢(t) = %-. Denn:

)= =X
—_— ) = —— = C = c
(1 — tx)? (1 — tx)? R
wobei T),R mit R identifiziert wird. Die Integralkurve von X durch x ist fiir folgende Parameter
t definiert:

ety ==z

1 1
t € (—o0,—) falls x>0, te(—,00) falls = <0.
T T

Der Fluf ist also definiert auf 7, = (_ITI\’ ﬁ) und es folgt, dass I, immer kleiner wird fiir
T — Foo.

Definition 3.17. Ein Vektorfeld X € x(M) hat kompakten Trager, falls der Abschluf der
Menge {p € M| X,, # 0} kompakt ist.

Satz 3.18. Ist X ein Vektorfeld mit kompaktem Trager, so ist sein FlufS @, fir allet € R
definiert und jedes p,: M — M ist ein globaler Diffeomorphismus.

Bemerkung: Die Voraussetzung des Satzes ist zum Beispiel fiir kompakte Mannigfaltigkeiten
erfiillt. Ist der lokale Flul von X fiir alle ¢ definiert, so nennt man X wvollstandig.
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Beweis: Fiir alle p € M existieren offene Umgebungen V' von p und ein Intervall I, =
(—e,¢), so dass der Flul ¢,(q) fiir alle ¢ € V.t € I, definiert ist. Endlich viele dieser Mengen
iiberdecken den Triager K =supp (X): Vi,...,V,, d.h.

X, =0 fiir alle qEM\UVi.
i=1

Durch Punkte ¢ € M mit X, = 0 existiert immer die konstante Integralkurve c(t) = gq.

Seien (—e¢;,¢;) die Definitionsbereiche der Fliisse auf V; und € := mineg;. Dann ist ¢;(q)
definiert fiir alle ¢ € M und ¢t € (—¢,¢). Sei T' € R beliebig und |T| = k § +r, mit £ € N und
r € (0,5). Man definiert nun

o7 = (@g)k o fir T >0 und o7 = (ga_%)k . fir T <O0.

Mit dieser Definition wird {¢;} ein global definierter Fluf§ des Vektorfeldes X. O

3.5. Lie-Ableitung von Vektorfeldern. Die Lie-Ableitung von Funktionen und Vektor-
feldern kann man auch mit Hilfe des lokalen Flufles beschreiben. Sei X ein glattes Vektorfeld
auf M mit dem lokalem Flufl ¢;: M — M. Dann ist X nach Definition tangential zu den
FluBlinien ¢,(t) = ¢:(p), woraus folgt:

LX(f)p = dfp(Xp) = %‘t:l) f(@pt(p» = liInt—)() %(f(‘,@t(p)) - f(p))
= limy 0 1 (07 f)(p) — f(p)) ,

wobei das Zuriickziehen von Funktionen f € C*(M) mittels ¢; durch Verkniipfung definiert
ist, d.h. (@7 f)(p) = f(ei(p)). Analog, also unter Benutzung des lokalen FluBes kann man
nun auch die Lie-Ableitung anderer Objekte beschreiben. Fiir Vektorfelder definiert man das
Zuriickziehen mittels der lokalen Diffeomorphismen ¢, durch

(erY)p = ((p=):Y)p = (do—t) (0 Yor () -
wobei ¢; ' = ¢_, und dp_;: T,,myM — T,M.
Satz 3.19. Seien X, Y beliebige glatte Vektorfelder auf M. Dann gilt in p € M:
LxY, =[X,Y], = IIEL H(@Y), = Y,) = 1%%(% — (Pt )p) -

0t

Beweis: Beim Ubergang von of zu ¢, geht ¢ in —t iiber, daher stimmen die beiden Grenz-
werte in der Formel fiir LxY offensichtlich tiberein.

Sei f: M — R eine glatte Funktion. Dann definiert man F(t,p) := f(v:i(p)) — f(p). Es
existiert eine glatte Funktion g mit F'(¢,p) =t g(t, p). Insbesondere folgt:

9(0,p) = limg(t, p) = % Flep)) = X,(f) = Lx fy
t=0
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Die Existenz der Funktion g ist ein Spezialfall des Lemmas 2.9. Unmittelbar aus der Definition
des Differentials ergibt sich nun die folgende Rechnung

(rY)(f) = (dSO—t)w(p)YsOt(p)(f)
= Ygoz(p)(f 0 p_t)
= Yw( )(F(_t )+ f)
—t Yo, (9t ) + You) (f)
=Y (Netw) = 1Yo (9(t;-))

Fiir den Grenzwert folgt also:

limioo L6 )p = Y)(F) = it 2 (D) — Y () = i Y (2, )
—dt|to (F)(@e(p)) = Yp(X(f))
Xp(Y(f)) = Y(X(/))
:[va]p(f)-

3.6. Ergdnzungen zu Vektorfeldern.

Satz 3.20. Sei X ein Vektorfeld auf M mit X,, # 0 fiir einp € M. Dann existiert eine Karte
(U,y) um p mit

X =— auf U .
oy /

Beweis: Die Aussage ist lokal, kann also mittels Karten auf die entsprechende Situation
im R" zuriickgefithrt werden. Somit sei 0.B.d.A. M = R" mit den Standardkoordinaten

x = (x1,...,%,), weiter sei p = 0 und Xy = = e1. Diese letzte Eigenschaft kann man

&l
da1 |
immer durch eine lineare Koordinatentransformation erreichen.

Man nutzt folgende Idee fiir die Konstruktion der geeigneten Karten: durch den Punkt

(0, as,...,a,) existiert eine eindeutig bestimmte Integralkurve von X. Jeder Punkt auf dieser
Kurve ist eindeutig festgelegt durch die benétigte Zeit.

Sei ; der lokale Flul von X, dann definiert man durch
w(ay, ... a,) = @a,(0,as,...,a,)

eine Abbildung 1 auf einer hinreichend kleinen Umgebung von 0 € R". Man mdochte nun
zeigen, dass ¢ ein lokaler Diffeomorphismus ist. Dazu berechnet man diy) im Punkt a =
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ddz(%

)W =] (fow

=l L [f(ar + b an, . a,)) — f((a)]
07 [f(®ar+1(0,a2, ..., an) — f(1(a))])
= limyo 7 [f(¢e(1(a)) — f(¥(a))]
= Xy(a)(f)

Analog berechnet man nun im Punkt 0 und fiir ¢ > 2 das Differential von v auf den

—_

= limy;_yg

Basisvektoren %‘ :
Ty 0

a (2

J =& Fow
—timp 3 [0, .t 0)) = F(0)
= limy0 1 [f(0...,t,...,0) — f(0)]

of
Da X, = 6%1 folgt di)y = id. Damit ist ¢ ein lokaler Diffeomorphismus und man kann
0
y := 1¢~! als neue Koordinaten um die 0 € R" einfiihren. In diesen Karten gilt dann: X = 8%1.
Denn wie schon gezeigt ist
0 Of o of
X =i || () = = o
1'1 b) €1 zp*l(b) U1 b
denn nach Definition der partiellen Ableitung in einer Karte (U, y) gilt andererseits:
0 df o)
Uiy L1 |y=1(b)
0J

Bemerkung: Direkt aus der Definition der Lie-Klammer folgt Ly X = 0. Diese Eigenschaft
lésst sich aber auch mit Hilfe des lokalen Flufles ¢, von X zeigen. Tatséchlich findet man, dass
(X)), = X, fiir alle p € M und alle ¢, fiir die ¢, definiert ist, erfiillt ist. Der Vektor X,,_, )

ist der Tangentialvektor an die Kurve s — @ (p) fiir s = —t bzw. der Tangentialvektor an die
Kurve ¢(s) := ps_¢(p) fiir s = 0. Daher folgt:
d d d
(@t*X>p = dQOt(Xwit(p)) = dg&t % . C(S) = % o @t © Sps—t(p) - E o Sps(p) = XP

Aus der Definition der Lie-Ableitung Lx X als Ableitung der Kurve (¢4.X), erhélt man damit
nochmal LxX = 0.
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Lemma 3.21. Sei ¢ ein Diffeomorphismus und X ein Vektorfeld auf M mit dem lokalem
Fluf$ ©,. Dann hat das Vektorfeld 1, X den Fluf 1o @, 0=t

Beweis: Sei f ein beliebiger Funktionskeim um ¢ € M. Dann ergibt sich die Aussage des
Lemmas aus folgender Rechnung:

(w*X>q(f) = dw(Xw—l(q)xf) = Xw—l(q)(fow) = %‘t:O (fow)(%(w‘l(q)))

= &l o fWopiov™(q) .

Man sieht, dass das Vektorfeld 4, X in einem Punkt ¢ tangential an die Kurve v o ;019 1(q)
ist. Die Menge dieser Kurven bilden damit den lokalen Flufl von 1, X. O

Folgerung 3.22. Sei i) : M — M ein Diffeomorphismus und X ein Vektorfeld auf M mit
dem lokalen FlufS @;. Dann gilt:

P X =X genau dann, wenn Yo =1op; .

Beweis:  Die Vektorfelder X und ¥, X stimmen genau dann iiberein, wenn ihre lokalen Fliisse
gleich sind. Nach dem obigen Lemma bedeutet das: ¢, = 1) o ¢, 0 7L, 0

Das folgende Lemma gibt eine naheliegende Charakterisierung der Bedingung [X, Y] = 0:
zwei Vektorfelder kommutieren genau dann, wenn ihre Fliisse kommutieren.

Lemma 3.23. Sei X ein Vektorfeld mit dem lokalem Fluf§ ¢ und sei Y ein Vektorfeld mit
dem lokalem Fluf v;. Dann gilt:

(X, Y]=0 genau dann, wenn 010 Ys =Yg 0y,

wobei die rechte Gleichung fiir alle s und t erfillt sein soll, fiir die die entsprechenden Fliisse
definiert sind.

Beweis: Sei zunéchst vorausgesetzt, dass die Fliisse kommutieren dann folgt nach Folge-
rung 3.22 ¢, Y =Y fiir alle ¢, fiir die der Flufl definiert ist. Nach Ableiten erhélt man daraus
LY =0.

Fiir den Beweis der umgekehrten Richtung hat man in allen Punkte ¢ € M die Vorausset-
zung: limy_o §(Y; — (1Y )g) = 0 (*). Man definiert nun eine Kurve ¢ : (—¢, ) — T,M durch
c(t) = (¢wY),. Die Berechnung des Tangentialvektors an ¢ im Punkt ¢(t) ergibt:

ct) = limg fle(t +5) — ()]
= lim,_,g %[@(t+s)*y —ouY],
= lim, 0 2 [dpe (05 Y ) up) — A2t ()]

= dy (im0 2[(95:Y )o_utp) — Youtp))
—0
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Fiir die letzte Gleichung nutzt man die Voraussetzung (*) im Punkte ¢ = ¢_4(p). AuBerdem
verwendet man die offensichtliche Beziehung (f o ¢)..X = fi(¢.X). Damit ist ¢(¢) konstant
also ¢(t) = ¢(0), d.h. ¢ Y =Y und die Behauptung ergibt sich aus Folgerung 3.22. O

In Satz 3.20 wurde gezeigt, dass man fiir ein Vektorfeld X mit X, # 0 Karten (U,y) um
p finden kann, fiir die X ein Koordinatenvektorfeld auf U ist. Man betrachtet nun folgendes
Problem: gegeben sind zwei Vektorfelder X und Y, die in einem Punkt p € M, und damit
in einer kleinen Umgebung von p, linear unabhéngig sind. Ist es dann moglich Karten zu
finden, in denen X,Y Koordinatenvektorfelder sind? Aus dem Satz von Schwarz folgt, dass
der Kommutator von je zwei Koordinatenvektorfeldern verschwindet, d.h. in jeder Karte
(U, x) gilt, dass [a%i, %] = 0. Damit ist [X,Y] = 0 ist eine notwendige Bedingung dafiir,

dass es die gesuchten Koordinaten gibt. Tatséchlich ist diese Bedingung auch hinreichend.

Satz 3.24. Seien Xi,..., X, Vektorfelder auf einer Umgebung V von p € M, die in jedem
Punkt von V' linear unabhingig sind und es gelte [ X,, Xp] = 0 fir 1 < a,b < k. Dann existiert
eine Karte (U, z) um p mit:

Xy = 0 auf U fir a=1,...,k.

Beweis: O.B.d.A. kann man wieder annehmen: M = R",p = 0 und X, = % fiir a =
@ o
1,...,k. Sei ¢f der lokale FluBl zum Vektorfeld X,, dann definiert man
Ylar, ... an) = ph (02 (... (gplgk(O, ooy 0,811,y an)) )

Wie im Beweis von Satz 3.20 berechnet man das Differential von 1 und erhélt:

o .
a X’L(O):a_mzo /l/:]_,...,k
Tilo 8‘2 1=k+1,...,n
10

Somit ist 1 wieder auf einer Umgebung der Null ein Diffeomorphismus und man kann eine
neue Karte durch y = ¢! definieren. Analog zum Beweis von Satz 3.20 findet man auf dieser
Kartenumgebung

Xl - 8191 .
Aus Lemma 3.23 folgt nun, dass man die Reihenfolge der ¢! ’s in der Definition von
vertauschen kann. Schreibt man nun ¢ = gpgl( ..), so folgt firi =1,...,k
_ 0
Xi= 5, -
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4. INTEGRAL-MANNIGFALTIGKEITEN

4.1. Distributionen und Integral-Mannigfaltigkeiten. Ziel dieses Abschnitts ist eine
Verallgemeinerung des Begriffs der Integralkurven, sowie eine geometrische Interpretation
von gewissen Systemen partieller Differentialgleichungen. Die Darstellung folgt dem entspre-
chenden Abschnitt im Buch von M. Spivak.

Definition 4.1. Eine k-dimensionale Distribution auf M ist eine Zuordnung p — A, mit

(1) A, C T,M ist ein k-dimensionaler Unterraum
(2) Fiir alle p € M existiert eine Umgebung U von p und auf U definierte Vektorfelder
le . ,Xk mat:

A, =span{Xi(q),..., Xx(¢)} fir alle qeU .

Sei X ein Vektorfeld auf M. Man sagt, dass X ein Vektorfeld in A ist, falls X, € A, fir
alle p € M gilt.

Bemerkung: Aquivalent kann man Distributionen auch als Unterbiindel A € T'M definieren.
Vektorfelder in A sind dann genau die Schnitte von A.

Sei E — M ein Vektorbiindel {iber M. Eine Teilmenge F' C E heifit Unterbiindel von E,
falls F* — M ein Vektorbiindel ist und F, fiir alle p € M ein Unterraum von FE, ist. Es folgt,
dass F' eine Untermannigfaltigkeit von F ist.

Definition 4.2. Fine Integral-Mannigfaltigkeit einer Distribution A ist eine Untermannig-
faltigkeit © : N — M mat:

di(T,N) = A, fiir alle pe N .

Bemerkung: Der Begriff der Untermannigfaltigkeit ist hier in dem schwécheren Sinne zu
benutzen, d.h. N C M ist eine Untermannigfaltigkeit, falls N eine Mannigfaltigkeit ist und
eine injektive Immersion i : N — M existiert. Im Allgemeinen existieren keine Integral-
Mannigfaltigkeiten (noch nicht einmal lokal). Als Beispiel betrachtet man folgende 2-dim-
ensionale Distribution auf R3.

Beispiel: In p = (a, b, ¢) sei die Distribution A gegeben als:

A, = span{a%}p +b2

0 _ 0 0 0
2], a—y‘p}—{r%‘p—l—sa—y‘p—l—bra‘p |7 s €R).

Fiir den Beweis, dass zu A keine Integral-Mannigfaltigkeiten existieren, sei auf das Buch von
Spivak verwiesen.
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4.2. Integrable Distributionen. Sei N C M eine Untermannigfaltigkeit und seien XY
zwei Vektorfelder auf M. Durch Einschriankung auf N erhalt man zwei Vektorfelder auf V. Es
soll zunéchst gezeigt werden, dass der Kommutator dieser eingeschréinkten Vektorfelder gleich
der Einschrinkung von [ X, Y] auf N ist. Das ist nicht offensichtlich, da der Kommutator auf
M mehr Ableitungen enthélt.

Definition 4.3. Sei f : N — M eine differenzierbare Abbildung. Zwei Vektorfelder X € x(N)
und Y € x(M) nennt man f-verkniipft, falls

Vi) = df (Xp)
fir alle p € N erfillt ist.

Bemerkung: Zwei Vektorfelder X € x(N),Y € x(M) sind genau dann f-verkniipft, wenn
Y(g)o f=X(¢of)
fiir alle Funktionen (bzw. Funktionskeime) ¢ auf M gilt.

Lemma 4.4. Sei f : N — M eine Immersion und Y € x(M) ein Vektorfeld mit
Yf(p) € Im(dfp) .
Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Vektorfeld X auf N, so dass X und Y f-verkniipft

sind.

Beweis: Man definiert X, durch die Gleichung Yy, = df(X,). Der Vektor X, ist wohl-
definiert nach Voraussetzung und eindeutig bestimmt, da f eine Immersion, d.h. df injektiv
ist.

Da f eine Immersion ist existieren Karten (U, z) bzw. (V,y) um p bzw. f(p) mit

yofoxNay,...,a,) = (ay,...,a,,0,...,0).

In diesen Karten gilt dann fiir s = 1,...,n:
df (2| )= & .
(axi p) i | f(p)
Seinun Y =>"1", aia% mit glatten, auf V' definierten, Funktionen a;. Dann ist notwendi-
gerweise X = Y1 bl-%, mit b; := a; o f. Dann sind die b; wieder glatte Funktionen und X
damit ein glattes Vektorfeld. 0J

Beispiel: Sei N eine Untermannigfaltigkeit von M und ¢ : N — M die Inklusionsabbildung,
weiter sei Y € x(M) ein Vektorfeld mit Y, € di(T,N) fiir alle p € N. Das wie oben be-
schriebene, eindeutig bestimmte Vektorfeld X € (V) mit di(X) = Y, ist dann genau die
Einschrénkung von Y auf N.
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Lemma 4.5. Sei f : N — M eine differenzierbare Abbildung und seien X; € x(N) bzw. Y; €
X(M),i = 1,2 zwei Paare von f-verkniipften Vektorfeldern. Dann sind die Kommutatoren
(X1, Xo] und [Y1,Y5] ebenfalls f-verkniipft, d.h. df ([X1, X2]p) = Y1, Ya]p(p) -

Beweis: Sei g eine Funktion (bzw. Funktionskeim) auf M. Dann gilt nach Voraussetzung
firi =1, 2:

Yi(g)o f = Xi(go f)
Damit berechnet man
[Y1,Y2](g) o f =Y1(Ya(g)) o f — Y2(Yi(g)) o f
= X1(Ya(g) o f) — Xa(Yi(g) © f)
= X1(Xa(go f)) = Xa(Xi(g o f))
= [X1, Xo](go f)
OJ

Anwendung: Sei N C M eine Integral-Mannigfaltigkeit einer Distribution A und seien X, Y
zwei Vektorfelder in A. Wie oben beschrieben existieren eindeutig bestimmte Vektorfelder
X,Y auf N mit X, = di(X,),Y, = di(Y,), dh. X = X|,,Y = Y|,. Damit folgt:

dl([Xay]P) = [Xv Y]P d.h. [X|N ) Y|N] = [X’ Y”N :

Da X und Y Vektorfelder auf N sind, gilt dies auch fiir ihren Kommutator [X, Y]. Nach Vor-
aussetzung, da N eine Integral-Mannigfaltigkeit ist, folgt daraus di([X,Y]) € A,. Also, wie
oben gezeigt, auch [X, Y], € A,. Damit ist gezeigt: existiert eine Integral-Mannigfaltigkeit fiir
die Distribution A, dann liegt mit zwei Vektorfeldern X, Y in A auch deren Kommutator in A.
Man erhélt also eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer Integral-Mannigfaltigkeit.

Definition 4.6. Fine Distribution A heifit integrabel (oder auch involutiv), falls fir je zwei
Vektorfelder X, Y in A auch [X,Y] ein Vektorfeld in A ist.

Lemma 4.7. Seien X, ..., X} Vektorfelder definiert in einer Umgebung U von p mit A, =
span{Xi(q), ..., Xx(q)} fir alle g € U. Dann ist A integrabel genau dann, wenn Funktionen
ci; € C*(U) existieren mit

(X0, Xj) =D X,

r

Beweis: Ist die Distribution integrabel, dann ist die obige Bedingung trivialerweise erfiillt.
Sei nun die Bedingung erfiillt und X,Y zwei beliebige Vektorfelder in A, dann existieren
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lokal Funktionen a; und b; mit: X = > a;X; und Y = > b;X;. Berechnet man nun den
Kommutator, so folgt:

(XY= [aiXs, 0;X5] = (aibi[Xi, X;] + aiXi(by) X — by X;(a:) X;) -
i ij
Unter der Voraussetzung, dass sich der Kommutator [X;, X;] fiir alle 1 <4, j < k als Linear-

kombination der Verktorfelder X; schreiben 148t, folgt damit, dass dies auch fiir [X, Y] gilt,
d.h. der Kommutator [X, Y] liegt wieder in der Distribution A. O

Die Anwendung von Lemma 4.5 besagt also, dass aus der Existenz von Integralmannigal-
tigkeiten folgt, dass die Distribution integrabel ist. Der Satz von Frobenius besagt nun, dass
auch die Umkehrung gilt.

4.3. Satz von Frobenius fiir Distributionen.

Satz 4.8. Sei A eine k-dimensionale integrable Distribution auf M. Dann existieren fiir jeden
Punkt p € M Karten (U, x) mit

l‘(p):O, l‘(U):(—E,S)X...X(—E,S) )
so dass fir alle agyq,...,a, mit |a;| < e firi=k+1,...,n die Menge
No :={q € U|2k31(q) = apy1, .-, 00(q) = an}

eine Integral-Mannigfaltigkeit von A ist. Jede zusammenhdngende Integral-Mannigfaltigkeit
von A eingeschrinkt auf U ist in einer dieser Mengen enthalten.

Beweis: Da es um eine lokale Aussage geht, kann man o0.B.d.A. annehmen, dass M =

R*"p = 0 und Ay = span{a%‘ ,...,(%‘ } € TyRF = RF. Sei 7 : R* — R* die Pro-
0 0
jektion 7(z1,...,7,) = (x1,...,2). Dann ist nach Voraussetzung dr : Ay — TyR* ein

Isomorphismus. Aus Stetigkeitsgriinden ist dann auch dr : A, — T,R* ein Isomorphismus
fiir alle ¢ in einer Umgebung U der Null. Damit existieren eindeutig bestimmte Vektorfelder
X1, ..., Xy € x(U) mit X;(q), ..., Xk(q) € A, und

dr(X;(q)) = 2

(9_t¢ fur Zzl,,k

™(q)
d.h. die Vektorfelder X; und % fir ¢ = 1,...,k sind m-verkniipft auf der Umgebung U. Da

% Koordinatenvektorfelder sind folgt mit Lemma 4.5 die Gleichung

dn((Xe X,1) = [, 2] = 0,
Da nun dr ein Isomorphismus auf A, ist (fiir alle ¢ € U) und da aufgrund der Integrabilitét
[Xi, X, € A, gilt folgt [X;, X;] = 0. Nach Satz 3.24 findet mal also ein Koordinatensystem
(U, xz) um Null mit

X, =2  fir i=1,...,k.

g 812
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Man iiberzeugt sich nun, dass (U, z) das gesuchte Koordinatensystem ist. Sei dazu ¢ : U —
R % die Abbildung ¢ — (zx+1(q),.-.,2.(q)). Als Teil einer Kartenabbildung ist ® eine
Submersion und jeder Punkt im Bild von @ ist ein reguldrer Wert. Nach dem Satz vom
regulidren Wert ist also N, = ®!(ag11,...,a,) eine Untermannigfaltigkeit mit

TyN, = kerd®, = Span{a%l, Cey a%k}q = span{Xi(q),.... Xx(q)} = A, ,
d.h. wie behauptet ist N, eine Integral-Mannigfaltigkeit der Distribution A.

Sei N eine zusammenhéngende Integral-Manigfaltigkeit von A eingeschréankt auf U. Sei
i : N — U die Inklusionsabbildung. Man betrachtet d(z™ o) fiir K+ 1 < m < n. Dann gilt
fiir einen Tangentialvektor X, an N:

d(a™ 0 i)(X,) = X,(a" 0i) = di(X,)(x™) = 0.

Denn di(X,) € A, und A, wird aufgespannt von 52 fiiri = 1,.. ., k. Es folgt also d(z™oi) = 0,
d.h. die Funktionen x™ o ¢ fiir m = k + 1,...,n sind konstant auf der zusammenhédngenden

Mannigfaltigkeit N. 0

Bemerkung: Sei A C T'M eine integrable Distribution. Dann ist M eine disjunkte Verei-
nigung von maximalen zusammenhéngenden Integral-Mannigfaltigkeiten. Jeder Punkt p € M
liegt in einer eindeutig bestimmten maximalen zusammenhéngenden Integral-Mannigfaltigkeit
I(p), die gegeben ist durch

I(p) = {qg€ M|3c:[0,1] = M, stiickweise glatt c(0) = p,c(1) = q,¢(t) € Aqyy, t €[0,1]} .

Fiir Einzelheiten sei auf das Buch von Spivak verwiesen.

4.4. Immersierte Untermannigfaltigkeiten. Im Zusammenhang mit Integral-Mannigfaltig-
keiten sieht man zum ersten Mal, dass es notig ist, einen etwas allgemeineren Begriff von
Untermannigfaltigkeiten zu benutzen. Man unterscheidet eingebettete und immersierte Un-
termannigfaltigkeiten.

Eine Teilmenge N C M™ ist eine k-dimensionale eingebettete Untermannigfaltigkeit, wenn
zu jedem Punkt p € N eine Karte (U, X) von M um p existiert, so dass z(UNN) = z(U)NR*
gilt. In diesem Fall ist N mit der Teilraum-Topologie eine topologische Mannigfaltigkeit und
es existiert eine eindeutig bestimmte differenzierbare Struktur auf N, so dass die Inklusi-
onsabbildung ¢ : N — M eine Einbettung ist. Dabei ist eine Einbettung eine injektive
Immersion, die ein Homéomorphismus auf ihr Bild ist. Man sieht Bilder von Einbettungen
sind eingebettete Untermannigfaltigkeiten (und umgekehrt).

Allgemeiner nennt man eine Teilmenge N C M eine immersierte Untermannigfaltigkeit,
falls N eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist (die differenzierbare Struktur kann ganz
unabhéngig von der auf M sein) und die Inklusionsabbildung i : N < M eine Immersion ist.

Immersierte Untermannigfaltigkeiten erhélt man oft durch folgende Konstruktion: Sei N
eine Mannigfaltigkeit und F' : N — M eine injektive Immersion. Dann existiert auf dem
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Bild F(N) C M eine eindeutig bestimme Topologie und differenzierbare Struktur, fiir die
F : N — F(N) ein Diffeomorphismus ist: eine Menge U C F'(N) ist genau dann offen, wenn
F~Y(U) C N offen ist. Sei (V, x) eine Karte auf N, dann definiert man durch (F(V),z 0o F~1)
eine Karte auf F(N). Es folgt dann, dass die Inklusionsabbildung i : F(N) — M eine
injektive Immersion ist. Denn ¢ = F o F'~1 ist die Komposition eines Diffeomorphismus und
einer Immersion.

Analog zu den eingebetteten Untermannigfaltigkeiten zeigt man, dass immersierte Unter-
mannigfaltigkeiten genau die Bilder injektiver Immersionen sind.

Immersierte Untermannigfaltigkeiten tragen im Allgemeinen nicht die Teilraumtopologie.
Es kann z.B. sein, dass man eine differenzierbare Abbildung f : P — M mit f(P) C N hat,
die aber nicht stetig als Abbildung nach N ist. Wenn aber die Abbildung f : P — N stetig
ist, so ist sie auch differenzierbar.

Den Tangentialraum einer immersierten Untermannigfaltigkeit ¢ : N < M in einem Punkt
p € N identifiziert man mit di(7,N) C T,M. Man schreibt dafiir oft einfach wieder T, N.

Ein Beispiel fiir eine immersierte aber nicht eingebettete Untermannigfaltigkeit ist die Linie
auf dem Torus T? = S x S1, die definiert ist durch eine Gerade in R? mit irrationalem Anstieg.
Das Bild solch einer Geraden liegt dann dicht in T2

Zur Erinnerung: injektive Immersionen F' : N — M von kompakten Mannigfaltigkeiten N
sind immer Einbettungen.
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5. LIE-GRUPPEN

Definition 5.1. Ein Gruppe G heifit Lie-Gruppe, falls G eine Mannigfaltigkeit ist und die
Abbildung G x G — G, (g, h) — gh™! differenzierbar ist.

Bemerkung: Die zweite Bedingung ist dazu dquivalent, dass die Gruppenoperationen, also
die Abbildungen g — ¢! und (g, h) — gh differenzierbar sind.

Beispiele: Die klassischen Matrizengruppen sind Lie-Gruppen, z.B. GL(n,R),O(n) oder
U(n). Auch R" mit der Vektoraddition ist eine Lie-Gruppe.

Definition 5.2. Die Links- bzw. Rechtstranslation auf G sind fir jedes fiviertes g € G
definiert durch:

Bemerkung: Die Abbildungen l4,7, : G — G sind Diffeomorphismen. Tatséachlich sind 7,
und [, nach Definition fiir alle g € G differenzierbar und es gilt I;* = ;-1 (analog fiir 7).

Definition 5.3. Fin Vektorfeld X € x(G) heifit links-invariant, falls fir alle g € G:
[ X =X,
d.h. X st lj-verkniipft zu sich selbst.

Bemerkungen:

(1) Ein Vektorfeld X ist links-invariant genau dann, wenn dl,(X,) = X, fiir alle g, h € G.
Denn nach der Definition des push-forwards folgt

(lg*X>h = dlg(Xlgl(h)> = dl9<Xg—1h) .
(2) Links-invariante Vektorfelder sind bestimmt durch den Wert in einem Punkt:
X, =dl, (Xe) .
dabei ist e das Einselement der Gruppe G. Die Abbildung X € T.G — X e x(G)
mit X, = dl,(X) definierte eine Bijektion zwischen 7,G und dem Raum der links-
invarianten Vektorfelder. Insbesondere ist das so definierte X ein differenzierbares

Vektorfeld auf G. Die Umkehrabbildung ist gegeben durch X — X..

(3) Lie-Gruppen G sind parallelisierbar, d.h. es existiert die maximal mogliche Anzahl von
dim G punktweise linear unabhéngigen Vektorfeldern: Man setzt eine Basis in T,G fort

zu links-invarianten Vektorfeldern auf G. Insbesondere sind Lie-Gruppen orientierbar.
Die Sphéren S* = SO(2) = U(1) und S® = SU(2) = Sp(1) sind Lie-Gruppen.

(4) Analog zu links-invarianten kann man auch rechts-invariante Vektorfelder definieren.
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(5) Sind G, H Lie-Gruppen, so auch G x H.

Es war schon gezeigt worden, dass der Raum y (M) der Vektorfelder auf einer Mannig-
faltigkeit M eine Lie-Algebra ist. Neben dieser unendlich-dimensionalen Lie-Algebra gibt es
auch endlich-dimensionale Beispiele, z.B. End(V) mit [A, B] := Ao B — B o A oder R? mit
[v,w] := v x w, wobei x das Vektorkreuzprodukt bezeichnet. Es soll nun gezeigt werden,
dass zu jeder Lie-Gruppe eine eindeutig bestimmte Lie-Algebra gehort. Die letzten beiden
Beispiele sind dann Spezialfélle davon.

Satz 5.4. Sei G eine Lie-Gruppe und es bezeichne g :=T.G. Dann gilt:

(1) Die Menge der links-invarianten Vektorfelder auf G ist ein reeller Vektorraum, der
isomorph zu g = T.G ist. Insbesondere gilt dim G = dim g.

(2) Der Kommutator zweier links-invarianter Vektorfelder ist links-invariant. Damit ist
die Menge der links-invarianten Vektorfelder mit der FEinschrinkung des Kommenta-
tors von Vektorfeldern eine Lie-Algebra. Auf g = T.M ist die Lie-Algebren Struktur

definiert durch [X,Y] = [)N(,}N/]e, fir X,Y € T.G. Insbesondere gilt: [X,Y] = [)2,57].

Beweis: Die erste Aussage, also die Isomorphie zwischen dem Raum der links-invarianten
Vektorfelder und T.G wurde schon gezeigt. Zum Beweis der zweiten Aussage bemerkt man
zuerst, dass sich jedes links-invariante Vektorfeld als X fiir ein X € T,G schreiben 1a8t. Wie
schon bemerkt sind links-invariante Vektorfelder [, -verkniipft zu sich selbst. Damit sind auch
die entsprechenden Kommutatoren [ -verkniipft und es folgt

—_—

dly([X,Y).) = [X, Y], = [X,Y], .
Der Kommutator von X und Y ist also wieder links-invariant und es gilt die behauptete
Gleichung, denn nach Definition ist dl,(Z) = Z, fiir ein Z € g.
OJ

Definition 5.5. Die Lie-Algebra g = Lie(G) einer Lie-Gruppe G ist definiert als der Raum
der links-invarianten Vektorfelder bzw. der Tangentialraum an G in e. Die Lie-Klammer ist
definiert durch den Kommutator von Vektorfeldern bzw. wie in Satz 5.4.

Beispiel: Sei G = GL(n,R), dann ist g = gl(n,R) = M(n,

mit dem iiblichen Kommutator von Matrizen {iberein: [A,

R). Die Lie-Klammer auf g stimmt
B]=A-B-B-A.

5.1. Die Lie-Algebra - Lie-Gruppe Korrespondenz. Sei H C G eine Lie-Untergruppe,
d.h. eine Untergruppe von G, die auch eine Untermannigfaltigkeit von G ist. Hier betrachtet
man Untermannigfaltigkeiten im schwachen Sinne, d.h. H ist selbst eine Lie-Gruppe und

die Inklusionsabbildung ¢ : H — G ist eine Immersion. Dann identifiziert man 7, H mit dem
Unterraum di(T.H) von T,G. Jeder Vektor X € T,H definiert ein links-invariantes Vektorfeld
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X auf G und ebenso ein links-invariantes Vektorfeld Xz auf H. Diese beiden Vektorfelder
sind i-verkniipft und da i o I = I o i folgt:

diXg(a) =diodl?(X) =dIf odi(X) = Xg(a) .
Sind nun X,Y € T,H, dann sind auch die Kommutatoren ¢-verkniipft, d.h. es gilt
(X, Yele = di[ X, Yile .

Damit ist T.H C T.G eine Lie-Unteralgebra, d.h. ein Untervektorraum, der abgeschlossen
unter der Lie-Klammer ist. Aulerdem ist 7. H mit der induzierten Lie-Klammer von G genau
die Lie-Algebra von H. Insbesondere ist die Lie-Klammer auf der Lie-Algebra einer beliebigen
Lie-Untergruppe von GL(n,R) immer die Einschriankung des iiblichen Kommutators von
Matrizen.

Zu jeder Untergruppe H C G gehort also eine Unteralgebra b C g Es zeigt sich nun, dass
auch die Umkehrung gilt.

Satz 5.6. Sei G eine Lie-Gruppe und by C g eine Lie-Unteralgebra. Dann existiert eine
eindeutig bestimmte zusammenhdngende Lie-Untergruppe H C G mit Lie(H) = b. D.h. man
hat eine bijektive Beziehung zwischen zusammenhdngenden Lie- Untergruppen von G und Lie-
Unteralgebren von g.

Beweis: Man definiert durch A, = {X, = dl,(X)|X € h} C T,G eine Distribution auf G.
Die Schnitte in A sind also genau die links-invarianten Vektorfelder X zu Vektoren X € .
Nach Satz 5.4 gilt aber [X,Y] = [X,Y]. Dah C g eine Lie-Unteralgebra ist, muf mit X,Y € b
auch der Kommutator [X,Y7] in b liegen und damit ist [X,Y] wieder ein Schnitt in A. Die
Distribution A ist also integrabel. Man definiert H als die eindeutig bestimmte maximale
Integral-Mannigfaltigkeit von A durch e, die nach dem Satz von Frobenius existiert. Es bleibt
nun zu zeigen, dass H C G eine Untergruppe ist und dass die Gruppenoperationen glatt sind.

Sei b € G dann folgt dly(A,) = Ay, aus der Definition von A. Daher permutiert die
Links-Translation [, die verschiedenen maximalen Integral-Mannigfaltigkeiten von A. Ist zum
Beispiel ¢ eine Kurve durch a in der Integral-Mannigfaltigkeit durch a. Dann ist ¢(t) € Aqy
und /(c) ist eine Kurve durch ba mit Tangentialvektoren diy(¢(t)) € dly(Acwy) = Apeqry- Damit
muf} die Kurve bc(t) aber in der Integral-Mannigfaltigkeit durch ba liegen.

Sei b € H ein beliebiges Gruppenelement, dann ist [,-1(H) die maximale Integral-Mannig-
faltigkeit durch [,-1(b) = e, also l,-1(H) = H. Daraus fiir alle a € H auch b~' - a € H und
somit ist H C G eine Untergruppe.

Es bleibt zu zeigen, dass die Abbildung (a,b) — a - b~! eine glatte Abbildung von H x H
nach H ist. Das ergibt sich daraus, dass sie glatt als Abbildung nach G ist und dass H
definiert ist als Blatt einer Blatterung auf G' (siehe Spivak). O
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Bemerkung:

(1) Nach dem Theorem von Ado ist jede Lie-Algebra isomorph zu einer Lie-Unteralgebra
der Lie-Algebra von GL(n,R). Nach dem letzten Satz ist also jede Lie-Algebra iso-
morph zur Lie-Algebra einer Lie-Untergruppe von GL(n,R). Fiir Lie-Algebren mit
trivialem Zentrum folgt die Aussage trivialerweise aus der Existenz der adjungierten
Darstellung.

(2) Nach dem Cartan-Kriterium ist eine abgeschlossene Untergruppe H C G automa-
tisch eine Lie-Untergruppe von G, d.h. H mit der Teilraum-Topologie besitzt eine
differenzierbare Struktur, die H zu einer Lie-Untergruppe von G macht.

5.2. Homomorphismen.

Definition 5.7. Fin Homomorphismus von Lie-Gruppen st ein Gruppen-Homomorphismus,
der auch eine differenzierbare Abbildung ist. Fin Homomorphismus von Lie-Algebren ist eine
lineare Abbildung, die die Lie-Klammern erhdlt.

Lemma 5.8. Sei ¢ : G — H ein Homomorphismus von Lie-Gruppen, dann ist dyp ein
Lie-Algebren-Homomorphismus, d.h. es gilt

do([X,Y]) = [dp(X), dp(Y)]
fir alle XY e g=T.G.

Beweis:  Nach Definition der Lie-Klammer auf den Lie-Algebren von G bzw. H hat man fiir
beliebige X,Y € g = T.G die folgende Gleichung zu zeigen

dp([X,Y]e) = [dp(X),de(Y)] ,
dabei bezeichnet X das links-invariante Vektorfeld zum Vektor X € T.G, d.h. das Vektorfeld
X ist definiert durch X, = dl,(X). Da ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist, gilt pol, = I, 0.
Nach Ubergang zum Differential folgt daraus

dpodly=dlyg) odp .
Diese Gleichung wendet man auf X € T.G an und erhalt

dp(X,) = dSD(X)<p(g) 5

—_—

d.h. die links-invarianten Vektorfelder X und dy(X) sind g-verkniipft. Seien X,Y beliebige
Vektoren in T,G dann sind auch die entsprechenden Kommutatoren ¢-verkniipft und es folgt

— Y

do([X,Y]e) = [do(X), do(Y)]e
Das ist aber genau die Gleichung, die zu zeigen war, d.h. dy ist ein Lie-Algebren-Homo-
morphismus. [l
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Beispiel: Sei G = H = R, mit der Addition als Gruppenoperation. Dann ist jeder diffe-
renzierbare Homomorphismus (tatséchlich ist stetig ausreichend) ¢ : R — R von der Form
©(t) = ct fiir ein geeignetes c¢. Denn leitet man ¢(s +t) = ¢(s) + ¢(t) nach s in s = 0 ab,
dann folgt o(t) = ¢(0), also p(t) = ¢t mit ¢ = $(0). Jeder differenzierbare Homomorphis-
mus ¢ : R — S' = R/Z ist von der Form ¢(t) = ¢’ In beiden Fillen ist das Differential
dy : R — R die Multiplikation mit c.

Bemerkung: Es existiert kein nicht-trivialer Lie-Gruppen-Homomorphismus ¢ : ST — R.
Denn ¢(S') wire eine kompakte Untergruppe in R, was nicht mdoglich ist: Sei G C R eine
kompakte Untergruppe, dann ist G beschrénkt, aber mit jedem g € G ist fiir alle n € N
auch ng € G, was aber der Beschranktheit von G widerspricht. Man sieht also, dass es
Lie-Algebren-Homomorphismen g — h gibt, die sich nicht als Differential eines Lie-Gruppen-
Homomorphismus G — H ergeben. Mit dem folgenden Satz hat man aber wenigstens ein
lokales Resultat.

Satz 5.9. Seien G, H Lie-Gruppen und sei ® : g — b ein Lie-Algebren-Homomorphismus.
Dann existiert eine Umgebung U von e € G und eine glatte Abbildung ¢ : U — H mit

(1) p(a-b) = p(a)-¢(b) falls a,b,a-beU

(2) do(X) = &(X) fir alle X e g=1T.G

(3) Sind ¢, : G — H zwei Lie-Gruppen-Homomorphismen mit dp = dip = & und ist G
zusammenhdngend, dann folgt o = 1.

Beweis: (nach Spivak) Die Idee des Beweises ist, dass man eine Abbildung durch ihren Gra-
phen beschreiben kann. Dieser ist fiir Homomorphismen eine Untergruppe bzw. Unteralgebra.

Man definiert ¢ := {(X,®(X))|X € g} C g x h = Lie(G x H), d.h. ¢ ist der Graph von
® und die Voraussetzung, dass ® ein Lie-Algebren-Homomorphismus ist, ist dquivalent dazu,
dass € C g x b eine Unteralgebra ist:

(X1, &(X1)), (X2, B(X2))] = ([ X1, Xo], [@(X1), D(X2)]) = ([X1, Xo], @([X1, X)) € £

Nach Satz 5.6 existiert eine eindeutig bestimmte Lie-Untergruppe K C G x H mit ¢ = Lie(K).

Sei m : G x H — G die Projektion auf den 1. Faktor. Dann ist w := 7|, : K — G ein
Lie-Gruppen-Homomorphismus und

dw(X, ®(X)) = X .

Damit ist dw : T, K — T,G ein Isomorphismus. Es folgt, dass eine Umgebung V' von (e, e)
existiert, auf der w ein Diffeomorphismus ist. Sei U := w(V'), dann ist U eine Umgebung von
e e (.

Sei my : G X H — H die Projektion auf den 2. Faktor. Dann definiert man auf U:

gp::7r20w_1.
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Die Bedingung (1) ist erfiillt, da 7, und w™! Gruppen-Homomorphismen sind. Auch die
Bedingung (2) ist erfiillt, da

dp(X) = ma(X, &(X)) = &(X) .

Bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Seien also ¢, : G — H zwei Homomorphismen
mit dy = dip = ®. Man definiert den injektiven Gruppen-Homomorphismus

0:G—GxH, aw— (a,¢(a)).
Sei G = 0(G) € G x H das Bild von 6, also der Graph von . Dann ist G eine zusam-

menhéngende Lie-Untergruppe von G x H mit Lie-Algebra Lie(@) = ¢. Es gilt ndmlich
df(X) = (X, ®(X)). Aus Satz 5.6 folgt nun G = K. Die Untergruppe K ist eindeutig durch

® bestimmt. Somit stimmen die Graphen von ¢ und ¢ iiberein, d.h. ¢ = 1. OJ

Bemerkung: Der Gruppen-Homomorphismus aus Satz 5.9 ist auf ganz G definiert, falls G
einfach-zusammenhéngend ist. Unter dieser Voraussetzung hat man also ein bijektive Be-
ziehung zwischen Lie-Gruppen-Homomorphismen von G nach H und Lie-Algebren-Homo-
morphismen von g nach bh.

Folgerung 5.10. Zwei Lie-Gruppen mit isomorphen Lie-Algebren sind lokal isomorph. Die
Isomorphie ist global, falls beide Gruppen einfach-zusammenhdngend sind.

Folgerung 5.11. Fine zusammenhdngende Lie-Gruppe mit abelscher Lie-Algebra ist abelsch.
Dabei heif§t eine Lie-Algebra abelsch, falls alle Lie-Klammern Null sind.

Beweis: Eine abelsche Lie-Algebra g = Lie(G) ist isomorph zu R". Nach Folgerung 5.10 ist
G dann lokal isomorph zu R". Es gilt also a-b = b- a fiir alle a, b in einer hinreichend kleinen
Umgebung von e € G. Jede solcher Umgebungen erzeugt aber die ganze Gruppe, d.h. jedes
Gruppenelement 148t sich als Produkt von Elementen aus dieser Umgebung schreiben. Damit
ist die ganze Gruppe G abelsch. O

Bemerkung:

(1) Alle zusammenhéngenden Lie-Gruppen mit der gleichen Lie-Algebra werden von der
gleichen einfach-zusammenhéngenden Lie-Gruppe iiberlagert.

(2) Die Lie-Algebra einer Lie-Gruppe G ist gleich der Lie-Algebra der Zusammenhangs-
komponente der Eins in G. Zum Beispiel ist Lie(O(n)) = Lie(SO(n)).
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5.3. Die Exponential-Abbildung.

Satz 5.12. Links-invariante Vektorfelder sind vollstindig, d.h. fir ein links-invariantes Vek-
torfeld X auf einer Lie-Gruppe G ist der Fluf$ @, fiir alle Zeiten t € R definiert. Weiter gilt
0i(g9) = g - wile) fir alle g € G und t € R, d.h. die Kurve a(t) := g - ¢i(e) ist die mazimale
Integralkurve von X durch g.

Beweis:  Sei X ein links-invariantes Vektorfeld auf G, dann gilt X = [;, X und das bedeu-
tet fiir die Fliisse ¢, = ;0 ¢, 0 lg_1 fiir beliebige Gruppenelemente g. Angewandt auf das
Gruppenelement g folgt die Gleichung ¢;(g) = g - ¢¢(e). Damit geniigt es zu zeigen, dass die
Integralkurve von X durch e fiir alle Zeiten definiert ist.

Sei € > 0 so gewahlt, dass ¢;(e) fiir alle t € (—¢,¢) definiert ist. Es gilt

(2) psii(e) = wslpile)) = @ile) - psle)

fiir alle s,¢ klein genug. Man schreibt s = k5 + ¢ fiir £ € Z und |t| <
Beispiel im Fall £ > 0:

und definiert zum

N

c(s) = (p5(e)" - ¢ule)
Die Behauptung ist nun, dass ¢ die Integralkurve von X durch e ist. Das ergibt sich aus
folgender Rechnung:

d _ d _d k
ds |s=kE+to C(S) - $|t:t0 C(k% + t) - E‘t:to (90%(6)) ' wt(e)
= dlp: () (Ko (e) = Xegs) -

£
2

O

Folgerung 5.13. Sei cx : R — G die Integralkurve durch e eines links-invarianten Vektor-
feldes X . Dann ist cx ein Lie-Gruppen-Homomorphismus, d.h.

cx(0) =e und  cx(s+t) =cx(s) - ex(t)
fiir alle s,t € R. Weiterhin gilt
csx(t) = cx(st) .

Beweis: Es ist cx(t) = ¢i(e) und damit folgt die Homomorphismuseigenschaft von cy aus
Gleichung (2), d.h. aus den Eigenschaften des Flusses eines Vertorfendes.

Es bleibt noch zu zeigen, dass t — ¢(t) := cx(st) die Integralkurve des links-invarianten
Vektorfeldes sX ist. Dazu berechnet man:

%‘t:to c(t) = %Lﬁ:to cx(st) = scx(sto) = § Xex(sto) = $Xe(to) -
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Definition 5.14. Sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Die Abbildung
exp:g— G, exp(X):=cx(1),

heifst Exponentialabbildung der Lie-Gruppe G. Hierbei ist cx wieder die maximale Integral-
kurve von X mit cx(0) = e.

Bemerkung:

(1) Es gilt fiir alle ¢ die Gleichung exp(tX) = ¢;x(1) = cx(t) = ¢i(e).

(2) Homomorphismen R — G nennt man auch I1-parametrige Untergruppen von G.

(3) Die Abbildung R — Gt — exptX ist der eindeutig bestimmte glatte Gruppenhomo-
morphismus v : R — G mit §(0) = X.
Beweis:  Der Homomorphismus 7 : R — G definiert eine glatte Kurve in G mit
7(0) = e und 4(0) = X. Zu zeigen ist, dass vy die Integralkurve des links-invarianten
Vektorfeldes X ist. Auf Grund der Eindeutigkeit der Integralkurven folgt dann die
Gleichung v(t) = exp tX. Man berechnet den Tangentialvektor an «y zu einer beliebigen
Zeit s:

%lt:s V(t) - %|t:0 7(8 + t> - % ‘t:O Z’Y(S) V(t)

= db7(0) = dlyy X = Xy -

Beispiel: Die Ezponential-Abbildung fir G = GL(n,R).
Man definiert fiir eine beliebige Matrix A € gl(n,R) = M (n,R):

2 (tA)*
exptA = et = Z% .
k=0 ’

Diese Reihe konvergiert absolut und gleichméBig auf jeder beschréinkten Menge in gl(n, R).
Damit ist exptA wohl-definiert. Dabei nutzt man, dass fiir die Endomorphismen-Norm auf
GL(n,R) die Abschitzung [|A™|| < ||A]|™ gilt.
Auf Grund der Gleichung
det(e?) = "™
folgt, dass das Bild der Abbildung A — e in GL(n,R) in der Menge der invertierbaren

Matrizen liegt. Die Gleichung zeigt man zuerst fiir diagonalisierbare Matrizen und benutzt
dann, dass die Menge der diagonalisierbaren Matrizen dicht liegt in der Menge aller Matrizen.

Es bleibt noch zu zeigen, dass A — e die Exponential-Abbildung von GL(n, R) beschreibt.
Dafiir sei c(t) = e, Zu zeigen ist, dass c die Integralkurve durch e des links-invarianten
Vektorfeldes A ist. Man berechnet

%‘tzto C(t) = AetOA = etOAA = lc(to)A = dlc(to)A = Ac(to) ’
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wobei die fiir Matrixgruppen richtige Beziehung dl,X = ¢ - X benutzt wurde.

Fiir die Exponential-Abbildung fiir GL(n, R) kann man folgende Eigenschaften unmittelbar
aus der Reihen-Definition ableiten:

(1) Fiir alle A, B € gl(n,R) folgt aus A B = B A die Gleichung 48 = ¢4 . eB.
(2) Fiir alle B € GL(n,R) und A € gl(n,R) gilt: ~BeA B! = B4

Aus der ersten Eigenschaft folgt auch noch mal, dass t — €4 ein Gruppen-Homomorphismus
R — GL(n,R) ist und damit wirklich die Exponential-Abbildung von GL(n,RR) beschreibt.
Im folgenden Abschnitt werden beide Aussagen auf beliebige Lie-Gruppen verallgemeinert.

Satz 5.15. Die Ezponential-Abbildung exp : g — G ist beliebig oft differenzierbar und ein
lokaler Diffeomorphismus um 0 € g. Weiter gilt:

(1) exp(0) = ¢
(2) exp((t+ s)X) = exp(sX)exp(tX)
(3) exp(—=X) = exp(X)~! fiir alle X € g

Beweis: Die Glattheit der Abbildung X + exp(X) folgt aus den Standardsétzen iiber die
glatte Abhéngigkeit der Losungen linearer DGLs von den Anfangswerten.

Die Aussagen 1. und 2. folgen direkt aus der Homomorphismus-Eigenschaft der Expon-
ential-Abbildung. Zusammen ergeben sie Aussage 3., wenn man in 2. s durch —t ersetzt.

Noch zu zeigen bleibt, dass die Exponential-Abbildung ein lokaler Diffeomorphismus um
0 € g ist. Dazu zeigt man dexp, = idy.¢. Sei X € g ein links-invariantes Vektorfeld, dann
folgt

dexpy(X) = exp(tX) =X .

| =
I:l

Bemerkung: Mit Hilfe der Exponential-Abbildung lassen sich spezielle Koordinaten definie-
ren. Sei V(0) C g eine bzgl. 0 sternformige Umgebung, auf der exp ein Diffeomorphismus ist.
Dann definiert man

Wi(e) :=exp(V(0)), W(g) :=1,(W(e)), =z,:= exp olg-1: W(g) = V(0) Cg=R"

Offensichtlich ist dann (W (g), z,) eine Karte um g. Man nennt W (g) eine Normalenumgebung
von g und z, die Normalkoordinaten um g.

Bemerkung: Im Allgemeinen ist die Exponential-Abbildung nicht surjektiv. Man kann zei-
gen, dass die Exponential-Abbildung auf kompakten zusammenhéngenden Lie-Gruppen sur-
jektiv ist.
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Sei G = SL(2,R) die Menge der Matrizen mit Determinante Eins. Die Lie-Algebra ist die
Menge der spurfreien 2 x 2-Matrizen. Fiir diese Gruppe ist die Exponential-Abbildung nicht
surjektiv. Zum Beispiel liegt B = diag(—%, —2) nicht im Bild der Exponential-Abbildung.
Denn wire B = exp X, so wiirde folgen

B=expX =exp(3X +3X) =exp3X -expiX = (exp3X)*.
Es existiert aber keine Matrix A € SL(2,R) mit B = A?: aus dem Satz von Cayley-Hamilton
A2 —trA-A+E=0.

Nimmt man die Spur von dieser Gleichung erhiilt man trA? > —2. Die Spur von B ist aber
kleiner als —2.

Satz 5.16. Sei ¢ : G — H ein Lie-Gruppen-Homomorphismus. Dann gilt

pexp X) = exp(dip(X))
fiir alle X € g = Lie(G), d.h. man hat das folgende kommutative Diagramm

d;
I

g —— b
expl lexp
G —— H
Beweis:  Sei ¢(t) = p(exptX). Dann ist ¢(0) = ¢(eq) = ex und da p o ly = I, o ¢ folgt:
(t) = dp(Xexpix) = dip © dlexpix (Xeg;)
= dlg(expix) © dp(Xeg)

= d‘;p(XGG )c(t) )

e~

d.h. ¢(t) ist eine Integralkurve von dp(X.,) durch ey und somit folgt

c(1) = p(exp X) = exp(dp(X)) .
0

Folgerung 5.17. Jeder injektive glatte Homomorphismus ¢ : G — H ist eine Immersion
und p(G) C H ist damit eine Lie-Untergruppe von H.

Beweis: Sei X € g = T,G und sei X das dazugehérige Vektorfeld, d.h. X, = dl,(X). Ist nun

fir ein g das Differential von ¢ nicht injektiv, also z.B. dp(X,) = 0, dann folgt
0 = dp o dly(X) = dlyg) de(X)
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und da dl,, ein Isomorphismus ist erhélt man dy(X) = 0. Wendet man darauf die Exponential-
Abbildung an, so ergibt sich

e =expdp(tX) = p(exptX) ,

was aber im Widerspruch steht zur Annahme, dass ¢ injektiv ist. Damit muss also dy auch
injektiv sein, d.h. ¢ ist eine Immersion. 0
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6. TRANSFORMATIONSGRUPPEN UND HOMOGENE MANNIGFALTIGKEITEN

Definition 6.1. Fine Lie-Gruppe G wirkt, oder auch operiert, von links auf einer Mannig-
faltigkeit M, falls eine glatte Abbildung

®:GxM—>M,  (g9,p)—g-p:=2(g,p)
existiert, die die folgenden Figenschaften hat:

(1) Fir allep € M und g,h € G gilt: (g-h)-p=g-(h-p) ,
(2) Fiir alle p € M gilt: e-p=p .

Bemerkung:

(1) Es folgt sofort, dass die Links-Translation {, : M — M, p +— g-p ein Diffeomorphismus
ist: lg_l = l,1. Manchmal ist dies auch Teil der Definition einer Gruppenwirkung von
G auf M.

(2) Aquivalent kann man eine Gruppenwirkung auf M definieren, als eine Darstellung
¢ : G — Diff (M), g — I, , wobei Diff (M) die Gruppe der Diffeomorphismen von M
bezeichnet.

(3) Jede Darstellung einer Gruppe G auf einem Vektorraum V' definiert eine Wirkung von
G auf V.

Definition 6.2. Sei G eine Lie-Gruppe, die von links auf einer Mannigfaltigkeit M wirkt.
Dann definiert man:

(1) Die Bahn (auch Orbit) von G durch p € M: O, =G-p={g-plgeG}.

(2) Die Standgruppe (auch Isotropiegruppe oder Stabilisator genannt) vonp € M: G, =
{9€Glg-p=r}

(8) G wirkt transitiv auf M, wenn fir alle Punkte p,q € M ein Gruppenelement g € G
existiert mit ¢ = g - p. Aquivalent dazu ist, dass M aus einer Bahn besteht: M = O,
fiir ein und damit fir alle p € M.

(4) G wirkt frei auf M, wenn fir alle g € G,g # e die Links-Translation l, fizpunktfrei
15¢.

(5) G wirkt effektiv auf M, wenn [, = idy nur fir g = e erfillt ist, d.h. die Darstellung
¢ : G — Diff (M) ist treu.

Definition 6.3. Fine Mannigfaltigkeit M, auf der eine Lie-Gruppe G transitiv wirkt nennt
man homogen. Man sagt auch M ist ein homogener Raum.

Beispiele:
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(1) Eine Lie-Gruppe G wirkt durch Gruppen-Multiplikation auf sich. Diese Wirkung ist
transitiv. Damit sind Lie-Gruppen eine spezielle Klasse von homogenen Rdumen.

(2) GL(n,R) wirkt auf R™: (A,v) — A - v. Diese Wirkung ist transitiv auf R™ \ {0}.

(3) O(n) wirkt transitiv auf S"~' C R™ mit der Standgruppe O(n)., = O(n — 1), dabei
ist e; der erste Vektor der kanonischen Basis von R". Damit sind Sphéren homogene
Mannigfaltigkeiten.

Im Weiteren soll gezeigt werden, dass der Raum der Nebenklassen G/H eine homoge-
ne Mannigfaltigkeit ist und das jeder homogene Raum sich so darstellen ld8t. Sei G ei-
ne Lie-Gruppe und H C G eine abgeschlossene Untergruppe. Auf G definiert man die
Aquivalenzrelation: g; ~ go <+ g7 g2 € H. Die Aquivalenzklassen der Relation ~ sind die
Nebenklassen

lg] ={ghlheH} =gH CG.
Der Faktorraum G/H ist dann der Raum der Nebenklassen: G/H = Ugqlg] = G/~. Die

Topologie auf G/H wird so definiert, dass genau die Mengen offen sind, deren Urbild unter
7 offen in G ist. Die natiirliche Projektion

7:G—G/H, g~ gH

wird damit eine stetige Abbildung wird. Dariiber hinaus ist die Projektion 7 eine offen Ab-
bildung, d.h. das Bild offener Mengen ist wieder offen. Denn ist W C G eine offene Menge,
dann ist auch

@) = Jw-h

heH

als Vereinigung von offenen Mengen wieder offen. Die so definierte Topologie auf G/H ist
hausdorff, d.h. man kann je zwei Punkte durch offene Mengen trennen. Um dies einzusehen,
betrachtet man die durch die Relation ~ definierte Menge

R = {(o,71)eGxG|3heH : oc=7-h} = a'(H) C GxG,

wobei a : G x G — @ definiert ist durch a(o,7) = 77! - 0. Da «a stetig und H C G
abgeschlossen ist, folgt, dass R abgeschlossen und G x G\ R somit offen ist. Seien o H und 7H
zwei verschieden Punkte in G/H. Dann sind die Gruppenelemente o und 7 nicht dquivalent,
d.h. (o,7) € (G x G) \ R. Also existiert eine offene Umgebung V' von ¢ und W von 7 mit

Vnw =10 und VxWcC(GxG)\R.

Es folgt, dass 7(V') und w(W) die gesuchten disjunkten, offenen Umgebungen von ¢ H und
7H sind. Angenommen gH € 7(V) N w(W), dann exisiert ein v € V und ein w € W mit
gH = vH = wH und somit (v,w) € (VxW)NR, was aber ein Widerspruch zur Voraussetzung
ist.

Mit Hilfe der kanonischen Projektion 7 : G — G/H projiziert sich eine abzéhlbare Basis
der Topologie von G zu einer abzihlbaren Basis der Topologie von G/H. Damit ist G/H eine
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topologische Mannigfaltigkeit. Es bleibt noch zu zeigen, dass sich auf G/H eine differenzier-
bare Struktur einfithren 148t.

Satz 6.4. Sei H C G eine abgeschlossene Untergruppe einer Lie-Gruppe G. Dann existiert
auf dem Faktorraum G/H eine eindeutig bestimmte Struktur einer differenzierbaren Mannig-
faltigkeit mit

(1) Die natiirliche Projektion m: G — G/H 1ist eine glatte Submersion.
(2) Der Faktorraum G/H ist ein homogener Raum bzgl. der G-Wirkung

GxG/H — G/H, (g,]a])— [gqa] .

(3) Zu jeder Aquivalenzklasse [a) € G/H existiert eine Umgebung W ([a]) C G/H und
eine glatte Abbildung sjq) : W([a]) — G mit

0 8[a) = idw(la)) -

Man sagt die Abbildungen sjq) sind lokale Schnitte der Faserung m: G — G/H.

zum Beweis: Hier sollen nur einige Anmerkungen zum Beweis gemacht werden. Einen
vollstdndigen Beweis findet man bei H. Baum oder F. Warner.

Wie schon gezeigt, ist G/H mit der Faktorraum-Topologie ein Hausdorff-Raum mit einer
abzahlbaren Basis der Topologie. Es soll nun erkldart werden, wie man Karten um jeden
Punkt [g] € G/H konstruiert. Dazu sei g = m@ b, wobei m ein Vektorraum-Komplement von
h = Lie(H) ist. Sei ® definiert durch

P:g=mdh—->G, X+Y—»expX-expY .

Man zeigt, dass ® ein Diffeomorphismus auf einer Umgebung W = Wy, x Wy von 0 € g ist,
dabei ist Wy, € mund W), C b jeweils eine Umgebung der Null in m bzw. h. Offensichtlich gilt
exp(Wn \ {0}) N H = 0. Ausserdem kann man durch eventuelle Verkleinerung der Umgebung
W erreichen, dass @' auch auf (exp W)~!-exp W definiert (und ein Diffeormorphismus) ist.
Damit zeigt man, dass die Abbildung

g i=molgoexp: Wy =G -G — G/H

ein Homéomorphismus auf das Bild ist. Denn es gilt ¢p(X) = ¢q(Y) fir X, Y € Wy
genau dann, wenn [g - exp X| = [¢ - exp Y] erfiillt ist, also genau dann, wenn die Gleichung
(g-expX) ™t g-expY = (expX) ' -expY € H gilt. Es folgt (expX)™' -expY = exp”
firem Z€ebundY = X +7,dh. X =Y, da X, Y € m. Damit ist ¢}, injektiv, also ein
Homdoomorphismus auf das Bild.

Als Karte um [¢g] € G/H wéhlt man nun (@[Q](Wm),gpﬁl). Die Kartenwechsel sind glatt,
denn man kann leicht iiberpriifen, dass

Pa © (X)) = pry 0 @ o ly-1y exp X
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fiir alle X € W, gilt. In der Tat mufl man dafiir folgende Gleichung zeigen:
[b-exp X] = [a-exp(pr, o ® ' ol, 1, exp X)] .

Man schreibt zunéchst [,-1, exp X = exp Xy, - exp Xy fiir gewisse Xy € h und X, € m. Es
folgt exp(pr, 0o @' ol,-1, 0 exp X) = exp X, und damit

Um die Glattheit der kanonischen Projektion m : G — G/H zu zeigen, betrachtet man
Karten (I,®(W),(l, 0o ®)™') um g € G und (gp[g](Wm),gp[_g]l) um [g] € G/H. Damit schreibt
sich 7 in lokalen Koordinaten als

Prg 0o ly 0 ©(X) = i ([g - exp(Xu) - exp(Xy)]) = ¢ ([9 - exp(Xn)]) = Xow = proy(X)

fir alle X € [;g. In lokalen Koordinaten ist 7 also genau die Projektion pr, von g auf m
und damit glatt. Insbesondere sieht man auch, dass 7 eine Submersion ist. Analog zeigt man
auch, dass die G-Wirkung auf G/H glatt ist. Offensichtlich ist die G-Wirkung transitiv.

Zum SchluB miissen noch die lokalen Schnitte sy auf W([g]) = ¢[g (W) definiert werden.
Man setzt
S[g] := lg 0 €xp ogp[zﬂl .

In lokalen Koordinaten ist sy gegeben als X — (X,0) bzgl. der Zerlegung g = m @ b, d.h.
die Abbildung sj, ist glatt. Nun bleibt noch zu zeigen, dass si; ein lokaler Schnitt ist, also
die Beziehung m o s, = id erfiillt ist. Dazu sei [a] € W ([g]), dann existiert ein eindeutig
bestimmtes X, € Wy, mit

la] = ) (Xm) = 7l exp(Xw) = 71, exp go[;}l la] = 7o s ([a])

Bemerkungen:

(1) dimG/H = dim G — dim H

(2) ker dm = f] und T[e]G/H = d(p[e] (m) =m

(3) Eine Abbildung f : G/H — N ist genau dann differenzierbar, wenn for: G — N
differenzierbar ist. Zur Begriindung bemerkt man, dass sich f eingeschrankt auf die
Umgebung W ([g]) schreibt als

f‘W([g]) — fOWOS[g] .
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(4) Sei 7, : G/H — G/H die G-Wirkung 7,(|a]) = g[a] = [ga]. Dann gilt 7o l, = 7, 0 T,
d.h. man hat das folgende kommutative Diagramm

G . ¢

| lw

G/H —— G/H

Es gilt nun auch die Umkehrung von Satz 6.4, d.h. jede homogene Mannigfaltigkeit ist von
der Form G/H fiir geeignete Lie-Gruppen G und H.

Satz 6.5. Sei G eine Lie-Gruppe, die transitiv von links auf einer Mannigfaltigkeit M wirkt.
Fiir jedes p € M st die Abbildung

V:G/G,— M, Jal—a-p

ein G-dquivarianter Diffeomorphismus, d.h. es gilt fir alle g € G und [a] € G/G, die Glei-
chung

V(g -[a]) =g-¥(la]) .
Insbesondere ist die Bahn O, diffeomorph zu G /G, und jeder G-homogene Raum M schreibt
sich als M = G/H fiir eine abgeschlossene Lie-Untergruppe H C G.

Beweis: Zunéchst zeigt man, dass U wohldefiniert ist. Denn aus [a] = [b] folgt a™'b € G, und

somit a - p = b-p. Die Aquivarianz folgt direkt aus der Definition von ¥ bzw. der G-Wirkung
auf G/G,.

Sei f:=Vom, dh. f:G— M,B(g) = g-p. Die Abbildung § ist offensichtlich glatt, als
Teil der G-Wirkung auf M und nach Bemerkung 4 ist damit auch ® glatt.

Es bleibt zu zeigen, dass dV : TiyG /G, — Ty(q)M ein Isomorphismus ist. Dafiir geniigt
es, dU in [e] zu berechnen, denn dV¥ o dl, = dl, o d¥. Der Tangentialraum an G/G, in [e] ist
gegeben als

T[e}G/Gp = ng[e} (m) .
Sei X € m dann berechnet man
AW (i (X)) = d(¥ o 7 0 exp)(X) = d(B o exp) X = dA(X)

Der Tangentialvektor dyp(X) liegt also genau dann im Kern von dV¥, wenn X € kerdf
also, wie man leicht siecht, wenn X € Lie(G,) = h. Damit liegt aber X im Durchschnitt
h Nm und mufl damit verschwinden. Man hat also gezeigt, dass dW¥ injektiv ist. Da aber
dimG/G, = dimm gilt, ist d¥ auch surjektiv und somit ein Isomorphismus. O
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6.1. Beispiele homogener Mannigfaltigkeiten.

(1)
(2)

Jede Lie-Gruppe G ist ein homogener Raum: G = G x G/G = G/{e}.

Die Gruppe SO(n + 1) wirkt durch Matrizenmultiplikation transitiv auf der Einheits-
sphire M = S" C R""!. Die Standgruppe von e; (und von jedem anderen Punkt auf
der Sphére) ist isomorph zu SO(n). Damit hat man folgende Darstellung von S™ als
homogenen Raum:

S" =S0(n+1)/SO(n) =0(n+1)/0(n) .

Auf der Einheitssphire S***1 c C"*! wirkt SU(n + 1) transitiv. Die Standgruppe
von e; (und von jedem anderen Punkt) ist isomorph zu SU(n). Damit hat die Sphére
52+l eine weitere Moglichkeit als homogener Raum geschrieben zu werden:

S+t = SU(n +1)/SU(n) = U(n +1)/U(n) .

Auf der Einheitssphiire S4"3 C H*™! wirkt Sp(n + 1) transitiv. Die Standgruppe von
e1 (und von jedem anderen Punkt) ist isomorph zu Sp(n). Damit hat die Sphére S4"+3
eine weitere Moglichkeit als homogener Raum geschrieben zu werden:

S5 = Sp(n + 1)/Sp(n) .

Die (effektiven) transitiven Wirkungen von Lie-Gruppen auf den Sphéiren wurden von
Montgomery /Samelson bzw. Borel klassifiziert. Es sind die oben genannten Beispiele
und

S% = Gy/SU(3), S™ = Spin(7) /G, S = Spin(9)/Spin(7) .

Dabei ist Go die 14-dimensionale exzeptionelle einfache Lie-Gruppe und Spin(n) be-
zeichnet die Spin-Gruppe, eine zweifache Uberlagerung der speziellen orthogonalen
Gruppe.

Die einzigen Sphéren mit der Struktur einer Lie-Gruppe sind

S'=80(2) =U(1),  S%=Sp(1) =SU(2) = Spin(3) .
Auf dem komplex projektiven Raum CP" = (C"*!\ {0})/~, wobei ~ definiert ist
durch z ~ Az, € C\ {0},z € C"*! wirkt die Gruppe SU(n + 1) transitiv, durch
Alz] = [Az]. Die Standgruppe von [1 : 0 : ... : 0] ist isomorph zu der Gruppe
S(U(1) x U(n)) ={(N\,A)|A € U(1),A € U(n), Adet A = 1}. Der komplex projektive
Raum hat daher folgende Darstellung als homogener Raum
CP"=SU(n+1)/S(U(1) x U(n)) =U(n+1)/U(1) x U(n) .

Die Gruppe SU(n + 1) wirkt nicht effektiv. Der Nichteffektivititskern, also die Menge
der Gruppenelemente, die als Identitat wirken, berechnet sich als

Zoni1 = Z(SU(n + 1)) = {diag(\, ..., A) [ A"t =1} .

Damit wirkt die projektive unitére Gruppe PSU(n+1) = SU(n+1)/Z, 4, effektiv auf
dem komplex projektiven Raum.
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Folgende S*'- bzw. S3-Faserungen werden als Hopf-Faserungen bezeichnet:
Sl =U(n+1)/Um) — CP*=TU(n+1)/U(1) x U(n) ,
S1n+3 = Sp(n+1)/Sp(n) — HP" = Sp(n +1)/Sp(1) x Sp(n) .

Allgemeiner seien H und K abgeschlossene Untergruppen in G mit H C K C G.
Dann erhélt man eine Faserung 7 : G/H — G/K mit Faser K/H, d.h. das Urbild
unter 7 von Punkten in der Basis G/ K ist diffeomorph zu K/H.

Sei G = U(n) die Gruppe der unitdren Matrizen mit der Lie-Algebra

g=u(n)={Ae Mn,C)|A+ AT =0} =R .
Die Gruppe G wirkt durch die adjungierte Darstellung auf ihrer Lie-Algebra, d.h. fiir
Matrizen-Gruppen durch
Gxg—g, (9.4)—~Ad(gJA=gAg".
Matrizen in u(n) sind schief-hermitesch und insbesondere normal, lassen sich also dia-
gonalisieren. Sei A € u(n), dann existiert ein g € U(n) mit g A g~ = diag(\, ..., \n),
d.h. der Orbit O, durch A enthélt die Matrix D := diag(Ay, ..., A,) und besteht aus

der Menge aller schief-hermiteschen Matrizen mit den Eigenwerten Ay, ..., \,. Sei Gp
die Standgruppe der Diagonalmatrix D, dann findet man

GD :U<7’1) X ... X U(’I‘k)
mit vy + ...+ r, = n. Damit hat man bewiesen

Satz 6.6. Sei A € u(n) mit den Eigenwerten Ay, ..., A\ mit den geometrischen Viel-
fachheiten ry,...,r.. Dann gilt fir den Orbit durch A:

O4=Un)/U(r;) x ... x U(rg) .
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7. DIFFERENTIALFORMEN

7.1. Der Vektorraum der k-Formen. Sei V' ein n-dimensionaler reeller Vektorraum und
sei V* = Hom(V,R) der Dualraum von V', d.h. der Raum der linearen Abbildungen V' — R.
Spéter wird V ersetzt durch T,M.

Definition 7.1. Fine k-Form auf V ist eine multilineare, alternierende Abbildung
w:V x.. xV —R.

Die Zahl k nennt man die Grad der k-Form w. Dabei ist w alternierend genau dann, wenn
eine der folgenden vier dquivalenten Bedingungen erfillt ist:

(1) w(Xoqy, - Xow) =sgn(o) w(Xy,..., Xx) fir alle o € S,
(2) w(.. Z,...,X )=—w( XG0 X)) fir alled # g,
(3) (Xl, oy Xg) = falls es i, j gibt mit 1 # j und X; = X,
(4) w(Xy,..., Xk) falls  Xy,..., Xy linear abhingig sind.

Bemerkung: Die Menge der k-Formen auf V' bildet einen reellen Vektorraum. Dieser wird
bezeichnet mit

AV
Man setzt A°V* = R und fiir k > n = dim V' gilt offensichtlich A¥V* = {0}. Denn in V sind
dann k Vektoren fiir k£ > n immer linear abhéingig. Addition und skalare Multiplikation sind
definiert durch

<w1+WQ)(X1,...,Xk) = wl(Xl,...,Xk)—|—w2(X1,...,Xk),
(/\(U)(Xl,...,Xk) = /\-w(Xl,...,Xk) .

Beispiele:

(1) 1-Formen: A'V* = V* = Hom(V,R). Insbesondere gilt dim A'V* = n, falls V ein
n-dimensionaler Vektorraum ist.

(2) 2-Formen: A*’V* = Menge der schief-symmetrischen bilinearen Abbildungen w : V' x
V = R, d.h. es gilt w(X,Y) = —w(Y, X) fiir alle Vektoren X,Y € V.

Lemma 7.2. ANV 2 g0(V)2{A e M(n,R)| AT = —A}
Beweis: Sei (-,-) ein Skalarprodukt auf V. Man definiert die Identifikation durch

A?V* — End™(V),w — @ mit (0(X),Y) = w(X,Y). O
Folgerung 7.3. dim A?V* = (})

(3) Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum und sei w eine n-Form auf V. Sei ey, ..., e,
eine fixierte Basis in V', bzgl. der man Vektoren vy,...,v, € V als Spaltenvektoren

betrachtet. Dann gilt:

w(v1,...,v,) =det(vy, ..., o) wler, ..., e,)
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Damit folgt A"V* =R -det = R.

Definition 7.4. Die duBere Algebra von V ist definiert als A(V*) := @7_, AFV*, d.h. als
die Menge der Formen von beliebigem Grad auf V. Die Vektorraumstruktur kommt von den
einzelnen Summanden A*V*, die Produktstruktur ist definiert durch das Dachprodukt:

A AVEX ANV — AV (a,8) = a A
dabei ist N\ definiert durch

1
(a A 3)(X1> e an+l) = m Z SgH(U) a(XU(l), o aXa(k)) : 5(Xo(k+1)> e aXU(kJrl))

Bemerkung: Der Raum der (0, k)-Tensoren auf V' ist definiert als der Vektorraum der k-fach
multilinearen Abbildungen:

TORY* .= I\ V x ... k mal --- XV — R | A multilinear} .
Das Tensorprodukt auf der Tensoralgebra T'(V*) = @, T (V*) ist definiert durch
AR p) (X1, X)) = MX1, o0, X)) - il Xgegas - Xiegr)

Das Dach-Produkt der dufleren Algebra ergibt sich als Projektion des Tensorproduktes auf
den Unterraum AFV* ¢ TRV * Man definiert die Abbildung Alt : TORV* — A*V* durch

AL (X1, X)) = ) sen(o) MX oy, - Xo) -

€Sk

Fiir eine Bilinearform A € T®2V* gilt also:  Alt(A)(X,Y) = AM(X,Y) — A(Y, X) . In dieser
Notation kann man fiir das Dachprodukt von o € A*V* und 3 € A'V* auch schreiben:

1

Beispiele:
(1) Seien o und S zwei 1-Formen auf V' dann gilt:
(@A B)(X,Y) = a(X)B(Y) —aY) 5(X)
(2) Sei « eine 1-Form und S eine 2-Form auf V, dann gilt:
(@Ap)X,Y, Z) = a(X)B(Y,Z) — aY)B(X, Z) + a(Z) B(X,Y)
=a(X)B(Y,2) + a(Y)B(Z,X) + a(Z2) B(X,Y) .
Allgemeiner sei a eine 1-Form und f eine k-Form, dann gilt
k

(@AB) (KXo, .., X)) = (1) (X)) B(Xo, .., X, Xp) .

1=0
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Dabei bedeutet )/(\'Z-, dass der entsprechende Eintrag weggelassen wird.

Lemma 7.5. Das Dachprodukt von Formen hat folgende Eigenschaften:

(1) aANB=(-D)FB A fir alle o € A*V* B e AV* |

(2) wAw=0 fiir alle Formen —w wvon ungeradem Grad,

(3) AN+ uB) Ny =AM Ay + ub A~y fir alle \pueR, a,p,v€ AV*),
(4) (@NB)ANy=aAN(BAy)  firale «,B,v€eAV)

7.2. Das Verhalten unter Abbildungen. Sei f : V' — W eine lineare Abbildung zwischen
Vektorrdumen V' und W. Man definiert

=AM AP — ARV (Fru) (o) = w(fon, e for)

fiir Vektoren vy,...,v, € V und w € A¥WW*. Man nennt die von f induzierte Abbildung
f* das Zuriickziehen von Formen. Die Zuordnung V +— AFV* f — f* definiert also einen
kontravarianten Funktor auf der Kategorie der Vektorrdume.

Lemma 7.6. Das Zuriickziehen hat folgende Figenschaften:

(1) (go f) = f"o
(2) fflanp =( ) (f*B)
(3) det(f) = f*: A"V* — A"V*, falls  dimV =n
7.3. Eine Basis im Raum der Formen. Sei ¢4, ..., e, eine Basis in V und sei e!, ... e"

die dazugehorige duale Basis in V*, d.h. es gilt ei(ej) = 8,5, bzw. e'(v) = v; falls v = Y ve;.
Dann ist

e A LA e 1<p<...<ipz <n
eine Basis in A*V*, d.h. zu jeder k-Form w € A*V* existieren reelle Zahlen w;, _;, mit
W:Z%‘l 77777 ike“/\.../\e”“ )
Insbesondere gilt ~ dim A*V* = (}) und ~ AFV* = AnThY,
Lemma 7.7. Seien wy,...,wir € V* und vy,...,vx €V, dann gilt
wi(vy) ... w(v)
(Wi Ao Awg) (o1, ..., op) = det :
wi(vg) ... wi(vg)
Insbesondere gilt wy A\ ... N wx = 0 falls die Linearformen wy,...,wg in V* linear abhingig

sind.
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Beispiel: Seien wy,ws zwei 1-Formen auf V' und X,Y € V. Dann gilt
wi(X) wa(X)

(o M), = det (200 2 ) () ny) — () (X).

65
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7.4. Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten. Man iibertragt nun die lineare Algebra
der k-Formen punktweise auf Mannigfaltigkeiten.

Definition 7.8. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Das Biindel der k-Formen auf M ist definiert
als

AT M) = | AT M
peEM
dabei ist TyM = (T,M)* und U bezeichnet die disjunkte Vereinigung. Die kanonische Pro-
jektion ist definvert als die FufSpunktabbildung
T ANT*M) - M, 7(w)=p  falls wEAkT;M,

d.h. die Faser iiber p € M ist der Raum der k-Formen auf T,M, also =" (p) = AFT*M.

Bemerkungen: Die Menge A*(T*M) trigt die Struktur einer differenzierbaren Mannigfal-
tigkeit (analog zu T'M): Sei (U, z) eine Karte um p € M. Dann definiert man

d: 7Y U) = 2(U) x A*R",  w (z(7(w)), (dz™!)*w).
Mit den Karten (7=1(U),®) wird A*(T*M) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Di-

mension n + (Z) Mit der kanonischen Projektion 7 : A¥T*M — M erhilt man ein reelles

Vektorbiindel vom Rang (7) iiber M.

Definition 7.9. Fine Differentialform vom Grad k auf M ist eine differenzierbare Abbildung
w:M— A*T*M  mit mow=1idy ,

d.h. w ist ein Schnitt im Vektorbiindel A*T* M . Den unendlich-dimensionalen Vektorraum der
k-Formen auf M bezeichnet man mit QF(M) = T'(A*T*M). Insbesondere gilt fiir den Raum
der 0-Formen: Q°(M) = C>(M).

Beispiel: Jede Funktion f € C*(M) definiert eine Differentialform vom Grad 1, ndmlich das
Differential, also die 1-Form df € Q'(M).

Der Raum Q*(M) aller Differentialformen auf M ist eine reelle Algebra. Man definiert fiir
Differentialformen wy,ws € 2*(M) und Skalare A € R in p € M:

(Wi +w)(p) := wi(p) +wa(p),  (Aw)(p) = Aw(p), (Wi Aw2)(p) := wip) Awa(p)

Offensichtlich ist aber der Raum Q*(M) auch ein Modul iiber dem Ring der Funktionen
C>(M), d.h. fir eine glatte Funktion f und eine Differentialform w definiert man das Produkt
f-w:=fAw,also
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Jede Differentialform & € QF(M) induziert eine C>(M)-multilineare, alternierende Abbil-
dung

w:ix(M)x...x x(M)—C®(M)

man definiert fiir Vektorfelder X3, ..., X} auf M die entsprechende Funktion in p € M durch
w(Xy, ..., Xg)(p) :=w(p)(Xi(p), ..., Xk(p)). Es stellt sich heraus, dass auch die Umkehrung
gilt und man eine dquivalente Definition von Differentialformen erhalt:

Lemma 7.10. Jede C*° (M )-multilineare, alternierende Abbildung
w:X(M) X pmal - X X(M) = C™(M)

definiert eine k-Form w auf M.

Beweis: Seien Xi,..., X € T,M mit Fortsetzungen Xi1,..., X, zu lokal um p definierten
Vektorfeldern. Dann definiert man die k-Form @ durch

S(0) (X1, X)) = (X1, X0 () .

Zu zeigen bleibt jetzt, dass w(Xy, ..., X;)(p) nur von dem Wert der Vektorfelder X; im Punkt
p, also den Tangentialvektoren X; abhéngt. Es reicht den Beweis fiir £ = 1 zu fithren. Hier
bleibt zu zeigen, dass w(X)(p) = 0 gilt, falls X ein Vektorfeld ist mit X (p) = 0.

Sei (U, z) eine Karte um p, dann schreibt sich das Vektorfeld X auf U als X = Zaia%i
fiir gewisse glatte Funktionen a; € C*(U) mit a;(p) = 0,i = 1,...,n. Man wihlt nun eine
Abschneidefunktion ¢ € C>(M) mit supp (p) C U und ¢ = 1 auf einer kleinen Umgebung
von p. Dann folgt

PPX = pa;- o

dabei sind ¢a;,i = 1,...,n global definierte Funktionen und gp%,z’ = 1,...,n global defi-
nierte Vektorfelder auf M. Das Vektorfeld X schreibt sich also als

X = X—¢2X+Zs0ai-soa% = (1—902)X+290ai'90a%-

Wendet man hierauf die C°°(M)-lineare Abbildung w an und benutzt die Voraussetzungen
¢(p) =1 und a;(p) = 0, so ergibt sich

w(X)(p) = (1= P)w(X)(P) + Y pa;-wlpg) = 0.



68 UWE SEMMELMANN

7.5. Differentialformen in lokalen Koordinaten. Sei (U, z) eine Karte um p € M. Dann

sind fiir jeden Punkt p € M die Vektoren % , 4 =1,...,n eine Basis in T,M. Die dazu
“lp

duale Basis in T,y M bezeichnet man mit dz;(p). Uber U hat man also
wex(U), de€Q'U)  mit  dri(zE) =3y
Damit schreibt sich jede Differentialform w € QF(M) lokal iiber U als:
W‘U: Z W”Lj ..... ik dxil /\/\dxlk ,

11 <...<ip
wobei w;, ., € C*(U) glatte Funktionen sind, die sich berechnen lassen durch
_ o) ls]
Wiy ,..ik —W(@w--am)

7.6. Das Zuriickziehen von Differentialformen. Sei f : M — N eine differenzierbare
Abbildung und sei w € QF(N). Dann erhiilt man mittels Zuriickziehen eine k-Form f*w auf
M, die definiert ist durch

(ffw)p(Xy, ..., Xi) = wip (df (X4), ... .df (X4))

fir Tangentialvektoren X; € T,M, d.h. (f*w), = ((df)*w),. Es tibertragen sich nun die Eigen-
schaften, die fiir das Zuriickziehen mittels linearer Abbildungen von Formen auf Vektorraumen
gelten. Insbesondere:

Lemma 7.11. Seien «, 5 Differentialformen auf M und seien f : M — N,g: N — P zwei
differenzierbare Abbildungen, dann gilt

(1) (gof)=foyg
(2) flanp)=(fra) A(fP)

Bemerkung: Sei M C N eine Untermannigfaltigkeit und f : M — N die Inklusionsab-
bildung. Dann ist die Einschrankung einer Differentialform w € Q*(N) auf M genau die
Zuriickziehung von w durch f, d.h. es gilt w|,, = f*w.

7.7. Das Differential. Jede Funktion f € C*(M), also jede 0-Form auf M, definiert eine
1-Form df, die sich in lokalen Koordinaten schreibt als

df =Y 2L da; .

Es soll nun gezeigt werden, dass sich das Differential von Funktionen eindeutig fortsetzen 143t
zu einer Folge linearer Abbildungen:

QM) L Q' (M) -5 QM) L
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Dazu definieren wir das Differential zunéchst lokal und zeigen dann die Unabhéngigkeit von
den gewihlten Koordinaten. Sei (U, z) eine beliebige Karte auf M und w € QF(M). Dann
schreibt sich w lokal auf U als

w = Z Wiy iy ATy N N dy, = Zwldxl
j I

fir gewisse glatte Funktionen w; = w;,, . ;, € C*(U), wobei I = (iy, ..., 1) einen Multiindex
bezeichnet und dx; = dx;; A ... A dz;,. Das Differential der k-Form w wird definiert als die
(k 4+ 1)-Form, die auf U gegeben ist durch

(3) dw = Zdwf/\dzlrj = Z %dazk/\daji.
7

1 k

Die Unabhéngigkeit von den gewé&hlten Koordinaten kann man dann direkt zeigen. Seien
(U, z) und (V,y) zwei Karten um p € M. Eine 1-Form w schreibe sich lokal als w = ) . fidz; =
> hjdy;. Dann gilt dy; = >, g—zzdxi und daraus folgt fi = > _; g—fghj. Setzt man dies in die
Definition von dw ein, so erhélt man

of; 02y; dy; Oh;
Soidfi Adwy =3 Sdr Ndey =3, gt by da A dx + Y, GRS day A da
=5 jdhj N dy; .
Hierbei verschwindet der Summand mit den partiellen Ableitungen zweiter Ordnung, da

2,,.
83 g; - nach dem Satz von Schwarz symmetrisch in ¢ und & ist, wahrend dxj, A dx; schief-

symmetrisch in ¢ und k ist. Fiir Formen beliebigen Grades kann man dhnlich argumentieren.

Die Koordinatenunabhéngigkeit 148t sich auch noch etwas eleganter zeigen (siehe M. Spi-
vak). Wir definieren das Differential bzgl. eines fixierten Koordinatensystems und beweisen
zuerst einige Eigenschaften von d, die dann, wie sich herausstellt, d eindeutig charakterisieren.

Lemma 7.12. Sei d nach der Formel (3) fiir Formen beliebigen Grades definiert. Dann gilt
fiir Formen o, B auf M

(1) dla+ p) = da + dp,
(2) dla A B) = danp + (=) andB firae Q¥(M),
(3) d(da) =0, kurz d*> = 0.

Beweis: Die Eigenschaft (1) und damit die Linearitdt von d ist unmittelbar klar. Mit (1)
geniigt es, die Eigenschaft (2) fir Formen o« = fdx; und § = gdz; zu zeigen. In diesem Fall
gilt auf einer Kartenumgebung U: a A 8 = fgdx; A dxy und nach der Definition von d folgt:
dlaNpB) = d(fg) Ndx; Ndxy = gdf Ndey Ndxy + fdg Adxp Adxy
daNdB + (=1)*fdry Adg Adxy
= daAB + (-DFands.
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Zum Beweis von (3) reicht es eine Form a = fdxz; zu betrachten. Dann ist

doa = Z%dwr/\dwl

r=1
und damit
n n
2 2 2
d(do) = Y > S8 de Nda, Ndep = ) (5 — 52 ) deg Adxp Ndap = 0,
s=1 r=1 r<s
da nach dem Satz von Schwarz partielle Ableitungen vertauschen. OJ

Es soll jetzt gezeigt werden, dass diese Eigenschaften das Differential d eindeutig auf U
festlegen.

Lemma 7.13. Sei d’ ein Operator, der k-Formen auf U dberfihrt in (k+ 1)-Formen auf U,
fur alle k, und der die folgenden Bedingungen erfiillt:

(1) d(a+B) = da + d'B,

(2) d(anp) = daAB + (-D)Fandj
(3) d'(d' f) =0, fir Funktionen f € C>®(U)
) df =,

wobei df das schon definierte Differential von Funktionen bezeichnet. Dann gilt d' = d auf U.

Beweis: Nach den eben bewiesenen Eigenschaften von d ist es ausreichend, die Gleichung
da = d'a zu zeigen fiir Formen a = fdx;. Aus den Eigenschaften (2) und (4) folgt:

d(fdry) = d'f Nder + fAd(der) = df Ader + fAd(der) .
Zu zeigen bleibt also d'(dxzy) = 0, wobei man aus Eigenschaft (4) folgern kann, dass
de; = dxy AN...Ndxy, = dzyg N N Nd
Man zeigt d'(dxy) = 0 induktiv, wobei Eigenschaft (3) den Induktionsanfang fiir & = 1 bildet.
Unter Annahme der Aussage fiir & — 1 folgt aus den Eigenschaften (2) und (3), dass
d'(dxy) = d(dxiy N .ANd ;)
= d(dzy)N...Ndx;, — dzy Nd(dxy ... Ndx,) = 0.

OJ

Folgerung 7.14. Auf jeder differenzierbaren Mannigfaltigkeit M existiert eine R-lineare Ab-
bildung d : Q*(M) — Q*(M), das Differential, eindeutig bestimmt durch die folgenden FEigen-
schaften:

(i) Es gilt df (X) = X(f) fir alle f € Q°(M) und X € x(M) .

(ii) d : Q¥(M) — QFL (M) fir k =0,1, ...
(iii) d*> =0
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(iv) Die Abbildung d ist eine Anti-Derivation, d.h.
dlaAB) =da B+ (=1)andp
fiir a € QF(M), B € Q*(M).

Beweis:  Auf jeder Karte (U, z) ist ein eindeutig bestimmtes Differential dy definiert nach
(3). Man definiert dann das Differential d durch: (dw)|,, = du(wly) O

Das Differential kann man auch durch eine explizite Formel definieren, die mit dem oben
definiertem Differential iibereinstimmt und somit auch die Koordinatenunabhéngigkeit zeigt.
Im Fall von 1-Formen hat man die wichtige Formel

Satz 7.15. Sei w eine 1-Form und X,Y beliebige Vektorfelder, dann gilt:

(4) dw(X,Y) = Lx(w(Y)) = Ly (w(X)) — w([X,Y]) .

Beweis:  Zunéchst gilt die Gleichung fiir 1-Formen w = df. Linke Seite: dw = d(df) = 0.
Rechte Seite:

Lx(df (Y)) — Ly (df (X)) — df ([X,Y]) = Lx(Ly(f)) — Ly (Lx(f)) — Lixy)(f) =0,

nach Definition des Kommutators [X, Y]. Die Gleichung (4) gilt dann auch fiir alle 1-Formen
w = ga, wobei g eine beliebige Funktion und « eine 1-Form ist, fiir die die Gleichung erfiillt
ist. Linke Seite:

d(ga)(X,Y) =(dgNha+gANda)(X,Y)=dg(X)a(Y)—dg(Y)a(X) + gda(X,Y)
= Lx(9)a(Y) — Ly (g)a(X) + gda(X,Y) .
Rechte Seite:
Ly(ga(Y)) —Ly(ga(X)) - ga((X,Y]) = Lx(g)a(Y) + gLx(a(Y)) — Ly (g)a(X)
— gLy (a(X)) — ga([X, Y])
= 9(Lx(a(Y)) = Ly (a(X)) — o([X, Y])) + Lx(g9)(Y) — Ly (9)a(X)
= g9da(X,Y) + Lx(g)a(Y) — Ly (g)a(X) .

Damit gilt Gleichung (4) fiir alle 1-Formen. Denn das Differential d ist linear und lokal
schreibt sich jede 1-Form w als Linearkombination als w = ) w;dx;, wobei fiir die einzelnen
Summanden die Gleichung schon bewiesen wurde. O

Die Formel (4) ist Spezialfall der folgenden allgemeinen Gleichung,.
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Satz 7.16. Sei w eine k-Form und seien X1, ..., X1 beliebige Vektorfelder, dann gilt:
k1

dw(le SR 7Xk+1) = Z (_]‘>i+1 Xl(w(Xh s 7X’i7 s 7Xk+1))

=1

+ Z <—1)i+jW([Xi,Xj],X1,...,Xi,...,Xj,...,XkJrl)

1<i<j<k+1

dabei bedeutet X,-, dass dieser Vektor weggelassen wird.

Beweis: (siche M. Spivak) Man zeigt zuerst, dass der Ausdruck auf der rechten Seite C*°(M)

linear in den Eintrdgen Xi,..., Xy ist und damit eine wohl-definierte (k + 1)-Form auf M
liefert. Als néchstes zeigt man, dass diese (k + 1)-Form auf einer Kartenumgebung U genau
der lokalen Definition (3) von dw auf U entspricht, womit dann der Satz bewiesen ist. O

Eine weitere wichtige Eigenschaft des Differentials ist seine Vertriglichkeit mit dem Zuriick-
ziehen. Der Spezialfall der Inklusionsabbildung einer Karte U C M liefert die definierende
Gleichung: (dw)|,, = d(w|,). Allgemeiner gilt

Satz 7.17. Sei f : M — N eine differenzierbare Abbildung und w eine k-Form auf N, dann
gilt: f*(dw) = d(f*w).

Beweis: Ubungsaufgabe O

7.8. Lie-Ableitung von Differentialformen. Sei X ein Vektorfeld mit lokalem Flus ¢y,
d.h. ¢, : U C M — M definiert durch
eip) =), @) =p  &lp) = Xow)-
Die Lie-Ableitung einer Funktion f € C*°(M) ist gegeben durch
d *
Lx(fly=df(X) = | #if)
t=0
wobei ¢ f(p) = f o ¢y(p). Die Lie-Ableitung eines Vektorfeldes Y € x (M) ist gegeben durch
d

(LXY)ZJ = [X, Y]p = a (@:Y)p’
t=0

wobel 1Y), = dp_4(Yy,p))-

Definition 7.18. Die Lie-Ableitung einer Differentialform w € Q*(M) nach einem Vektor-
feld X € x(M) ist definiert durch
d
L —_ — *
xw dt tzosotwa
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wobei (p;w)y(X1, ..., Xi) = Wy, (p) (dee X1, ..., dp X5).

Lemma 7.19. Die Lie-Ableitung von Formen hat die folgenden elementaren Figenschaften:

(1) Sei w € QY (M) und X,Y € x(M), dann gilt
(Lxw)Y = Lx(w(Y)) —w(LxY).
(2) Seiw € Q¥(M) und X, X,,..., Xy € x(M), dann gilt
(Lxw)(X1,..., Xp) = Ly(w(X1, ..., X0)) = > _w(..., LxX;,...)
(3) Lx(aNB)=(Lxa) NS+ aAN(Lxp), d.h. Lx ist eine Derivation.
(4) Lx(dw) =dLxw.

Beweis:  Zu (1):

(V) = 5 i) = 3

Y
dt —o CU( ) SR

t=0

T t:ow(d% odp_1Y) o

=3 tzow(d%(s@IY)) °
_d
Cdt,_,
d d
= — * Y el
GRS (3

Zu (2): Der Beweis geht analog zu (1).
Zu (3):

(prw)(¢rY)

©f Y)
t=0

Lyanp) =L grang) =L o) ngi(s)

dt 0 dt o
d d
= — * A Al —
< 4 tOW)) B+a ( 4

= (Lxa) NB+a A (Lxp).

b))

t=0

Zu (4):
d d
Lxdw = — d(pjw) =d <&

” pidw =

t=0

go;kw) =dLxw.
=0

4
dt

t=0
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O

Definition 7.20. Sei w € QF(M), X € x(M), dann ist die Kontraktion (oder inneres
Produkt) von w mit X folgendermafien definiert

(in)<X1, ce 7Xk71> = w(X, Xl, R ,Xk,1>.
Man schreibt auch ixw = X 1 w, d.h. man hat eine Abbildung ix : QF(M) — QF1(M).

Bemerkung: Sei (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum. Dann definiert das Skalarprodukt
einen Isomorphismus V' — V* v — v*, definiert durch v*(u) = (v,u). Fiir jeden Vektor
v € V ist dann i, : A*V* — AF'V* die zum Dachprodukt mit v, also zu u — v A u,
adjungierte Abbildung, d.h.

(iya, B) = (a,v* A B) .
Das Skalarprodukt (-,-) auf A*V* ist durch die Wahl folgender Orthonormal-Basis festgelegt:
(5) e, N...Nej

1 )

fir 1<i1<...<i,<n

wobei {e;} eine fixierte Orthonormal-Basis von V' ist. Fiir die Vektoren e der dualen Basis
schreibt man auch ¢’

Lemma 7.21. Das innere Produkt hat die folgenden elementaren Eigenschaften:
(1) ix(fw) = fixw, fir alle f € C>(M)
(2) ix(aAB) = (ixa) NB+ (=DFaNixB  fir a € QF(M) und 8 € Q*(M).
(3) ix(df) =df(X), fir alle f € C>(M).
(4) % =0.

Satz 7.22 (Cartan-Formel). Seiw € Q*(M) und X € x(M). Dann gilt
() Lyw = ixdw + dixw.
Beweis:  (*) gilt auf 0-Formen: Sei also f € C*(M), dann ist Lx f = df(X) und ixf = 0.
Somit gilt
ixdf +dixf =ixdf =df(X) = Lxf.
(*) gilt auf 1-Formen: Sei also w € Q'(M), dann ist
(ixdw + dixw)(Y) = dw(X,Y) + (dw(X))(Y)
= Lx(w(Y)) — Ly (w(X)) —w([X,Y]) + Ly (w(X))
= Lx(w(Y)) —w([X,Y]) = (Lxw)(Y).
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Sei nun Px := ixdw + dixw. Wir zeigen, dass Px eine Derivation ist, d.h.
Px(a A B) = Px(a) A+ a A Px(B).

Da Py = Lx auf 0- und 1-Formen, folgt daraus dann die Behauptung.
Sei also a € QF(M), B € Q*(M). Dann gilt
Px(a N p) =ixd(aAp)+dix(aAp)
ix((da) A B+ (=1)"a A (dB)) + d((ixa) A B+ (=1)fa AixB)

:( da) A B+ (=) tda nixB+ (=1)¥ixa AdB + (—=1)*a AixdS
x@) AB+ (=D (ixa) AdB + (=1)fda AixB + (—1)*a Adixf

= (( Xda) (dixa)) AB+aA (ixdB + dixp)

= Px(a) A B+a A Px(B).

Fiir eine k-Form w haben wir somit nach obigem Satz
dC&)(X, Xla s 7Xk3) = (LXW)(Xla s 7Xk’) - d(ZXw)(Xla cee 7Xk)

Iteration dieses Arguments liefert einen weiteren Beweis fiir die Formel
k+1

dw(Xy, ..., X)) = Z(—n”le WXy, Xiy oo Xig1))

+Z Zﬂw XZ,X] Xi,...7Xj,...,Xk+1>,

1<J

wobei X1, ..., X1 Vektorfelder auf M sind und XZ bedeutet, dass der entsprechende Eintrag
ausgelassen wird.

Beispiele:
(1) Sei w € Q' (M), so ist
dw(X,Y) = Ly (w(Y)) — Ly (w(X)) — w([X,Y]).

(2) Sei w € Q*(M), so ist
dw(X,Y,Z2) = Lx(w(Y,Z)) — Ly(w(X,Z)) + Lz(w(Y,Z))

— Ww(X,Y],2) + w(X,2.Y) — w(]Y,Z],X)

=oxyz (Lx(w(Y, 7)) — w([X,Y],2))

wobei oxyz die zyklische Summe iiber XY, Z bezeichnet.
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7.9. Symplektische Mannigfaltigkeiten. Eine symplektische Mannigfaltigkeit ist eine ge-
rade-dimensionale Mannigfaltigkeit mit einer geschlossenen, nicht ausgearteten 2-Form. Wir
betrachten zunéchst nicht ausgeartete 2-Formen auf Vektorrdumen.

Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum und w eine 2-Form auf V. Fiir w gibt es eine
(nicht eindeutige) ausgezeichnete Basis von V: Wir definieren einen Unterraum U C V durch

U={ueV]|w(u,v)=0 fir alle v € V}.
Sei W ein komplementéirer Unterraum zu U, so dass V =U ¢ W.

Lemma 7.23. Der Unterraum W ist gerade-dimensional und hat eine Basis aus Vektoren
€1yevesny f1yeevy fn, SO dass

w(es, ej) = 0=w(fi, f;)
W(Gz',fj) = 0ij

fir alle i, j.

Beweis: Sei e; € W ungleich Null. Dann gibt es ein f; € V, so dass w(ey, f1) = 1. OBdA
kénnen wir annehmen, dass f; keine U-Komponente hat und deshalb in W liegt. Sei W; der
Spann von e; und f; und

Wy ={ueW |w(u,v) =0 fir alle v € W;}.
Es gilt W = W; @ W}: Die Zerlegung eines beliebigen Elements v € W in die Komponenten
ist gegeben durch
u=wler,u)fi +w(u, fi)er + (v —wler, u) fi —wlu, fi)er).

Wir wenden jetzt das gleiche Argument auf W}* an. Induktiv bekommen wir so die Basis
€, fj- |:|

Definition 7.24. Sei V' ein reeller Vektorraum. Fine 2-Form w auf V' heif§t nicht ausgeartet,
falls der oben definierte Unterraum U C V nur aus der Null besteht.

Insbesondere ist dann V' = W. Damit kénnen nicht-ausgeartete 2-Formen nur auf gerade-
dimensionalen Vektorrdumen existieren.

Lemma 7.25. Sei V' ein reeller Vektorraum der Dimension 2n. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(1) Eine 2-Form w ist nicht ausgeartet.
(2) Fiir jeden Vektor uw # 0 in V' gibt es einen Vektor v, so dass w(u,v) # 0.

(3) w ist von der Form
w = Z a; A\ ﬁl
i=1

fiir eine geeignete Basis oo, ..., qp, 81, ..., B von V*.
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(4) W' :=w A ... A\w ist eine nicht-verschwindende 2n-Form.
(5) w definiert einen Isomorphismus I:V — V*, durch I(v) = w(v,-).

Definition 7.26. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Eine k-Formn € QF(M) heift
geschlossen, falls dn = 0. Eine 2-Form w € Q*(M) heifit nicht ausgeartet, falls w, € AQT;M
fiir alle p € M nicht ausgeartet ist.

Bemerkung: Eine Differentialform 7 heifit ezakt, falls n = df fiir eine Differentialform 6.
Jede exakte Form ist geschlossen wegen d* = 0, die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht.

Definition 7.27. Eine symplektische Form auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M
ist eine 2-Form w € Q*(M), die geschlossen und nicht ausgeartet ist.

Bemerkung: Existiert auf M eine nicht ausgeartete oder symplektische 2-Form, dann muf}
die Dimension von M gerade sein.

Definition 7.28. Zwei symplektische Mannigfaltigkeiten (M, wyr) und (N,wy) heiffen sym-
plektomorph, falls es einen Diffeomorphismus f: M — N gibt mit f*wy = wyy.

Beispiel: Auf dem R?" betrachtet man die Koordinaten (qi, ..., qu, D1, - - -, Pn). Die kanoni-
sche symplektische Form auf R?" ist definiert durch

Wy = z": dg; N\ dp;.
i—1

Die 2-Form wy ist offensichtlich geschlossen und nicht ausgeartet. Die 2-Form wy ist auch
exakt, denn es gilt wy = df mit 6 = ¢;dp;.

Der Satz von Darboux besagt, dass jede symplektische Mannigfaltigkeit lokal symplekto-
morph zu (R** wy) ist:

Theorem 7.29 (Darboux). Sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit der Dimensi-
on 2n. Dann gibt es um jeden Punkt eine Karte (U,x) mit den Koordinaten gegeben durch

(ql> vy ln,P1, - - ,pn), so dass
i=1
Diese Koordinaten heiflen Darboux-Koordinaten.

Beispiel: Sei X eine beliebige differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n. Dann ist
M = T*X eine 2n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Auf M = T*X existiert eine kanonische
symplektische Form w. Diese Form ist exakt, d.h. es gilt w = df fiir eine gewisse 1-Form 6. Sei
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m:T*X — X die kanonische Projektion und sei & € T)\T* X, dann definiert man die 1-Form
0 durch 0,(§) := A(7.£). Man nennt 6 tautologische 1-Form oder auch Liouville-Form.

Bemerkung: Auf geschlossenen, d.h. kompakten Mannigfaltigkeiten ohne Rand, sind sym-
plektische Formen nie exakt.

Beispiel: Das Produkt M x N von symplektischen Mannigfaltigkeiten (M, wys) und (N, wy)
ist symplektisch: Mit den kanonischen Projektionen 7, und my auf die Faktoren definiert
man

W= TyWy + TNWN.
Dann ist w eine symplektische Form auf der Produkt-Mannigfaltigkeit M x .
Beispiel: Sei X, eine orientierbare Flache vom Geschlecht g. Wir werden spéter sehen, dass 3,
eine Volumenform w hat, d.h. eine 2-Form, die in jedem Punkt ungleich Null ist. Da dw = 0
aus Gradgriinden gilt, ist w eine symplektische Form. Also sind alle orientierbare Flachen

und beliebige Produkte von ihnen symplektisch. Das gilt insbesondere fiir S? x ... x S? und
T =T2%x ... x T2

Beispiel: Die komplex projektiven Rdume CP"™ sind fiir alle n > 1 symplektisch. Allgemeiner
sind alle glatten algebraischen Varietdten in CP™ symplektisch.

Man kann die klassische Hamiltonmechanik durch symplektische Geometrie beschreiben. Der
Phasenraum eines klassischen Systems ist eine symplektische Mannigfaltigkeit und die (g, p)-
Koordinaten sind die Orts- und Impulskoordinaten.

Definition 7.30. Sei (M, w) eine symplektische Mannigfaltigkeit. Wir definieren das Hamilton-
Vektorfeld Xg zu einer Funktion H € C*(M) durch die Gleichung

w(Xy, ) =dH.
Unter dem Isomorphismus [: TM — T*M gilt [(Xy) = dH und damit
W(Xu,Y) =dH(Y) = Ly H.
fiir Vektorfelder Y € X(M) Die Funktion H heifft Hamilton-Funktion.

Die Zeitentwicklung des Zustands eines klassischen Systems ist gegeben durch die Integral-
kurven des Hamilton-Vektorfeldes.

Satz 7.31. Sei (M?",w) eine symplektische Mannigfaltigkeit und sei H € C>®(M), dann gilt
in Darbouz-Koordinaten (U, x) mit x = (q,p) fir das Hamilton- Vektorfeld:

" /0H 0 OH 0
An = Z (api a%‘ a aQi 3]%)

=1
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Sei~v: I — M eine glatte Kurve mit
l‘(’y(t)) - (QI(t)a s 7qn(t)7pl(t)7 R >pn(t>)-

Dann ist v genau dann eine Integralkurve von Xy, wenn

OH OH
D = — , G; = fiir 1=1,...,n erfillt ist .
9q; opi
Beweis: In den Darboux-Koordinaten (U, z) mit x = (q,p) gilt w = >_ dg; A dp; und damit
o 9\ _ 9 9y _
w(a—qi» @.) = —W(@ 3—q.) = 0ij.
Auf U existieren glatte Funktionen a; und b;,7 = 1,...,n mit

X = Zalaq +szap

Aus der Definition des Hamilton-Vektorfeldes Xy folgt

g;{ = CU(XH, 24 ) bi, gf = CU(XH, N ) a;.

Daraus folgt die Formel fiir das Hamllton—\/ektorfeld Xp. In den Darboux-Koordinaten (U, x)
gilt auBerdem ¥(t) = > ¢ 5 " 2 43 Pi 5, - Vergleicht man das mit der gerade bewiesenen Formel

fir Xy, dann sieht man, dass (¢ ) ' g genau dann gilt, wenn die beiden angegebenen
Differentialgleichungen erfiillt sind. OJ

Bemerkung: Die kanonischen Bewegungsgleichungen der Hamiltonschen Mechanik sind ge-
nau die Gleichungen der Integralkurven des Hamilton-Vektorfeldes Xy (Satz von Hamilton).

Zur Erinnerung: Im vorigen Abschnitt wurde die Lie-Ableitung einer Differentialform o
nach einem Vektorfeld X definiert. Man hat Lxa = %gpj «, wobei ¢; der Flufl von X ist und
es gilt die fundamentale Cartan Formel

Lxa=d(a(X,-)) + (do)(X,").
Im ersten Summanden steht das Differential der (k — 1)-Form a(X,-) und im zweiten Sum-
manden steht die k-Form, die man erhélt, wenn man X in die (k 4 1)-Form da einsetzt.

Die durch den Flufl von Xy gegeben Diffeomorphismen von M, sind Symplektomorphismen:

Satz 7.32 (Satz von Liouville). Sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit und die Funk-
tion H € C®(M) habe ein vollstindiges Hamilton-Vektorfeld Xy, d.h. der Fluff ¢, von Xy
sei fir alle Zeiten t definiert. Dann gilt

* R—
SOtW—(.U,

d.h. @y ist fir alle t ein Symplektomorphismus. Das Tripel (M,w, H) nennt man Hamilton-
System.
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Beweis: Nach der Cartan Formel gilt
LXHw =d (W(XHv )) + (dwxXHa )

Die Gleichung ¢} w = w gilt nun fiir alle ¢ genau dann, wenn Lx,w = 0. Die eine Richtung ist
klar. Fiir die andere Richtung nutzt man die Definition der Lie-Ableitung und die Tatsache,
dass ; eine 1-parametrige Gruppe ist. Wegen der Cartan-Formel und da w geschlossen ist,
gilt damit ¢f w = w genau dann, wenn d(w(Xpy,-)) = 0, bzw. nach der Definition von Xy,
genau dann, wenn d(dH) = 0, was aber wegen d*> = 0 immer erfiillt ist. O

Bemerkung: Die kanonische Volumenform einer symplektischen Mannigfaltigkeit ist gegeben
durch w™ = w A ... Aw. Aus dem Satz von Liouville folgt, dass der Flufl des Hamilton-
Vektorfeldes das Volumen im Phasenraum erhélt.

Auf symplektischen Mannigfaltigkeiten besitzt der Raum der glatten Funktionen die Struktur
einer Lie-Algebra. Diese soll im Folgenden beschrieben werden.

Definition 7.33. Fir Funktionen f,g € C*(M) auf einer symplektischen Mannigfaltigkeit
(M,w) definiert man die Poisson-Klammer {f, g} durch

{f,9} = —w(Xy, X).

Satz 7.34. Die Poisson-Klammer hat folgende Figenschaften:
(1) {f.9} = {9, f}
(2) {-,-} ist R-bilinear
(3) {f.{9.h}} + {g.,{h. f}} + {nAf.9}} =0

(5) Die Abbildung H — Xy ist ein Homomorphismus von Lie-Algebren, d.h. es gilt

(X7, Xg] = Xis.9}
(6) In Darbouz-Koordinaten gilt:
N~ (9f 99  Of Oy
ek = Z <8pi dq; 9q; Opi

i=1

Beweis:  Ubungsaufgabe 0J

Definition 7.35. Fine Funktion f € C*°(M) heifft Erhaltungsgrofie des Hamiltonsystems
(M,w, H), falls f konstant ist auf den Integralkurven von Xpy. Erhaltungsgrossen nennt man

auch erste Integrale. Der Raum der Erhaltungsgrofien eines Hamiltonsystems (M, w, H) wird
mit E(H) bezeichnet.
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Satz 7.36. Sei (M,w, H) ein Hamiltonsystem. Dann gilt fiir den Raum der Erhaltungsgrifien:

(1) Der Raum der Erhaltungsgrifsen E(H) ist ein reeller Vektorraum.

(2) f € E(H) genau dann, wenn {f, H} =0 gilt.

(3) Sind f,g € E(H) dann gilt auch {f,g} € E(H) d.h. der Raum der Erhaltungsgrofien
ist eine Lie-Algebra, genauer eine Unteralgebra von (C*(M),{-,-})

Beweis: Die erste Aussage ist offensichtlich. Sei ¢,(t) = ¢;(p) die Integralkurve von Xy durch
p. Dann gilt f € £(H) genau dann, wenn f(c,(t)) = f(p) fir alle p und alle ¢ gilt. Bildet
man die Ableitung, so findet man, dass diese Gleichung genau dann gilt, wenn Ly, f = 0
gilt und damit genau dann, wenn {f, H} = 0 erfiillt ist. Denn nach Definition hat man
Ly, f=df(Xn) =w(Xy, Xy) ={H, f}. Das beweist die zweite Aussage.

Nun zur dritten Aussage. Seien f,g € E(H), d.h. wie gerade gezeigt {f, H} = 0= {g, H}.
Dann folgt aus Gleichung (3) in Satz 7.34

{frgyeéH)= {f,9}, H} =0& {g,H}, f} +{{H, [}, 9} =0,

was aber nach Voraussetzung erfiillt ist. O

Der Satz von Noether besagt, dass zu jeder Symmetrie eines Hamiltonsystems eine Erhal-
tungsgrofle gehort. Genauer gesagt gilt

Satz 7.37 (Satz von Noether). Sei (M,w, H) ein Hamiltonsystem mit w = df, fir eine
geeignete 1-Form 0 und sei Y € X(M) ein vollstindiges Vektorfeld, dessen Fluff p; das
Hamiltonsystem erhdlt, d.h. es gelte o0 = 0 und ¢;H = H. Dann gilt

0(Y)e E(H).

Beweis:  Aus den Voraussetzungen des Satzes folgt zunéchst Ly = 0 und Ly H = 0. Setzt
man das in die Formel fiir die Lie-Ableitung Ly 6 ein, so folgt mit f = 6(Y")

0= (Ly0)(Xn)
= (dO)(Y, Xu) +d(0(Y))(Xn)
= w(Y, Xg) +df(Xp)
= —LyH + w(Xf, XH)
={H. [},
dh. f=0(Y) € E(H). O
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7.10. Die de Rahm - Kohomologie. Die Eigenschaft d?> = 0 des Differentials d entspricht
der Aussage, dass man partiellen Ableitungen vertauschen kann (Satz von Schwarz). Eine
andere Interpretation fithrt auf die de Rham Kohomologie.

Definition 7.38. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und oo € Q*(M).

(1) « heifit geschlossen, falls da = 0.
(2) o heifit exakt, falls o = dp fiir ein B € Q*(M).

Bemerkung: Es gilt im (d : QF1 — QF) C ker(d : Q¥ — Q*!) und somit ist jede exakte
Form geschlossen. Die Bedingung dw = 0 ist also notwendig fiir die Losbarkeit der Gleichung

w = dn, neQ(M).

Beispiel: Sei w € Q'(R"), d.h. w = Y, widz; mit w; € C*°(R™). Gesucht ist nun eine Funktion
f € C®(R™) mit

Dann ist w = df dquivalent zu

. T

Eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit der Gleichung w = df ist dw = d?f = 0,
o? Ow; 0w,

ok dw = de; Adz; = e

( ) v Z 8@(%] i i 0 a.Tj 8@

7]

Bemerkung: Aus dem Satz von Frobenius aus der Analysis folgt: (*) < (**), d.h. auf R”
ist jede geschlossene 1-Form bereits exakt.

Beispiele:

(1) Sei w € Q'(R?) mit w = fdz + gdy geschlossen. Es gilt also

of _ 99
oy Oz’

Gesucht ist nun o € C*(R?) mit w = da. Setzen wir

a(a:,y):/ f(t,yo)dt—l—/ g(x,t)dt,
Zo Yo

dvw=0«
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dann gilt

Y
Yo

~ (e + [ o) s+ ooy
Yo

= f(z,y)dz + g(z,y) dy = w,
nach dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung.
(2) Sei M =R?\ {0} und

w = dx + Ldy,

22 + 2 22 + 42
dann ist w geschlossen. Um dies einzusehen fithren wir Polarkoordinaten ein
dz = d(rcos ) = cos pdr — rsin pdep,
dy = d(rsing) = sin odr + r cos pdep.

Dann ist w = dy und offensichtlich geschlossen. w ist jedoch nicht exakt, denn
/ w =2, fiir v die Kreislinie.
.

Und das Integral iiber exakte Formen entlang geschlossener Kurven verschwindet.

Definition 7.39. Die de Rahm-Kohomologie ist definiert durch
HEp(M) = ker(d : QF — ©51) fim (d: @41 — Q)

= Menge der Aquivalenzklassen geschlossener Formen.

Bemerkungen:

(1) Alle H%,(M) sind Vektorrdume.

(2) HE(M) = {0}, falls k > dim M.

(3) Hhn(M) = {0} genau dann, wenn jede geschlossene k-Form auch exakt ist.
(4)

4) HI5(M) ={f|df =0} ={f | f lokal konstant} = R", falls r die Anzahl der Zusam-
menhangskomponenten von M ist.

(5) Jede Abbildung f : M — N induziert eine Abbildung f* : H5,(N) — HX.(M). Man
definiert f*[a] := [f*a]. Diese Abbildung ist wohldefiniert, da das Zuriickziechen von
Formen mit dem Differential vertauscht. Fiir zwei Abbildungen f : M — N und g :
N — X gilt: (go f) = f*og*. Ausserdem gilt id* = id. Insbesondere induzieren damit
Diffeomorphismen Isomorphismen auf der Kohomologie. Die deRham-Kohomologie ist
also eine differenzierbare Invariante einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit.
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(6) H%o(M) sind topologische Invarianten.

(7) HER(S™) = {0} fiir 0 < k < n.

(8) Hir(T?) =TR? Hjp(S?) = {0} und folglich ist 7% # S2.

(9) Ist M kompakt, zusammenhéngend und orientierbar, so ist H},(M) = R.
)

(10) {H%,(M)} ist ein Spezialfall folgender Situation: Man hat eine Folge von Vektorriumen
(Vi) mit linearen Abbildungen

di : Vie = Vg, dp odi—1 = 0.
A O VARG VAN 178
Man definiert nun die Kohomologie des Komplexes (V) als
H*(V) = kerd,/im dj,_;.

Definition 7.40. Eine Mannigfaltigkeit M heifst kontrahierbar auf po € M, falls eine diffe-
renzierbare Abbildung

H:MxI—M, I=[01]

existiert mat

(1) H(p,1)=p, Vpe M,

Damit gibt es eine differenzierbare Homotopie zwischen der Identitdt auf M und der konstan-
ten Abbildung p — po. Die Mannigfaltigkeit M hat den Homotopietyp eines Punktes.

Lemma 7.41 (Lemma von Poincaré). Sei M eine kontrahierbare Mannigfaltigkeit. Dann ist
jede geschlossene Form exakt, d.h. es gilt

Hap(M) = {0}, k>0
Beispiele: (1) Sternférmige Mengen sind kontrahierbar. (2) R™ ist kontrahierbar.

Im Spezialfall von offenen Kugeln im R"™ (und etwas allgemeiner fiir sternférmige Mengen )
148t sich das Lemma von Poincaré leicht beweisen (siche Warner).

Lemma 7.42. Sei U eine offene Kugel in R™. Dann existieren auf U lineare Abbildungen
hy : QF(U) — QFY(U) mit
id = hgprod + dohy .
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Beweis:  Sei X =) xl das radiale Vektorfeld auf U. Fiir das Vektorfeld X gilt insbeson-
dere: Lxdx; = dix dx; = dxl.

Man definiert eine lineare Abbildung «y, : Q*(U) — QF(U) durch

1
ap(fdxy, N... Ndxy,) = [/ =Y f(tp) dt) dag, A ... A day,
0

und setzt ay, dann linear fort auf ganz QF(U).
Behauptung: aroLy = id
Beweis: Man nutzt aus, dass Ly eine Derivation ist und macht folgende Rechnung in p € M:

= [/ (tk Ykf(tp) + Zml (tp) af)dt]dxz1 SN dxg,

[/0 4tk F(tp)) dt | d, A A diy,

= f(p)dxy N ... Ndzy,
Man beachte, dass x;(tp) = tp;, da p = (p1,...,pn) € R™.

Behauptung: apod = doay_q

Beweis:

ap(d(fdry Ao Ndxy, ) = ak(z 88—;: de; Ndx;, A ... ANdx;, )
= / th=1 Z -(tp) dt | dz; Ndzyy A ... Ndxy,

_— [/ =2 F(tp) dt | das, A .. A das, )
0
= dOO[k_l(fdl'il/\.../\dZEik_l)

Aus den beiden Behauptungen und der Cartan-Formel folgt damit:
id = agoLy = aqpoixod + ayodoix = (agoix)od + do (ag_10ix) .
Damit kann man die gesuchten linearen Abbildungen hy, definieren durch hy := ay_10ix. U

Folgerung 7.43. Sei U eine offene Kugel in R™, dann ist jede geschlossene Form auf U
schon exakt und damit gilt H5,(U) =0 fir k > 1.

Bemerkung: Die gleiche Aussage mit analogen Beweis gilt auch fiir sternférmige Gebiete in
R™. Allgemeiner gilt der folgende Satz
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Satz 7.44. Seien f,g: M — N zwei glatte Abbildung, die zueinander (glatt) homotop sind.
Dann gilt:
f* =g Hig(N) — Hgp(M)
zum Beweis: Man zeigt, dass es lineare Abbildungen hy, : QF(N) — QF~1(M) gibt mit:
ff— g = hgy1od + dohy .

Man nennt {h;} einen Homotopie-Operator zwischen f und g. Es folgt, dass die Differenz
f* — g* angewandt auf geschlossene Formen exakte Formen liefert und damit auf den Koho-
mologieklassen verschwindet.

Im Beweis von Lemma 7.42 wurde ein Homotopie-Operator zwischen f = id und der
konstanten Abbildung konstruiert.

7.11. Bemerkungen zu rot, grad und div.

Definition 7.45. Sei f : U C R" — R eine differenzierbare Funktion. Das Gradientenvek-
torfeld von f ist definiert als

(6) grad f = Z of 0
i=1

Bemerkungen:
(1) Sei (-, -) das Standard-Skalarprodukt im R". Dieses tibertrigt sich auf 7,R™ und es ist
(grad f, X) = df(X).

Man definiert nun mit Hilfe des Skalarproduktes (spéter werden wir dieses durch die
Metrik ersetzen) folgende Abbildung

xR - QURY), X =D a o X i= ) ada,
wobei X*(Y) = (X,Y). Insbesondere ist dann (grad f)* = df.

(2) Allgemeiner definiert jede Funktion f auf einer Mannigfaltigkeit M durch (6) ein
Vektorfeld grad f, das Gradienten-Vektorfeld von f. Ist auf M eine Riemannsche
Metrik gegeben, dann kann man 7'M mit T*M identifizieren und grad f entspricht
dann dem Differential df.

(3) Sei nun n = 3, dann definiert man den Hodge-Operator
% QF(R?) — ¥ F(R3),
Fiir £ = 0 ist * gegeben als
x: C(R?) — Q*(R?),
f —xf=fdr; Aday A das.
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Fiir £ =1 ist * gegeben als
«: QN(R?) — Q*(R?),
w= Z a;dr; —— *w = a1day A dxs + asdrs A dzy 4+ azdxy A das
(4) Der Hodge-Operator ist eine Isomorphismus und es gilt: *? = id.

(5) Der Hodge-Operator 148t sich auf beliebigen Mannigfaltigkeiten definieren, wenn man
eine Riemannsche Metrik und eine Orientierung gegeben hat.

(6) Sei X =>_ aia%i ein Vektorfeld auf R?, dann definiert man die Rotation als Abbildung
rot : x(R?) — x(R?) und die Divergenz als Abbildung div : x(R3) — C>*(R?) durch:

— ol 0 2] 0 0 o) 0 o) o)
ot (X) = G~ o) e + G~ 5 am T G~ o) 5
div(X):%—i—g—g—kg;g,

Im Weiteren beschrianken wir uns auf den R3.

Lemma 7.46. Zwischen rot ,grad und div gelten die folgenden Beziehungen
(1) (grad f)* =df.
(2) dX* = x((rot X)*).
(3) d(x(X*)) = *(divX).

Beweis: (1) folgt direkt aus der Definition von grad f und der Charakterisierung von (grad f)*.
Zu (2): Sei X = Zaj% mit a; € C*(R?). Dann ist

dX*=d <Z ajdarj> = Zdaj A dl’j = Z g(;]dl'z VAN dl’j
4,3

aag 8@2 8@1 8(13 8@2 8&1
=|5—— 5= |dza Ad — — — |dzs Ad — — — | dzy Adz,.
(8332 81’3) 2 T3t (81‘3 (9%1) 3 o1t (81’1 81’2) o 2
Zu (3): Man rechnet direkt nach

d(x(X™)) = d(a1dxs A dzs + asdxs A dzy + azdzy A day)
= 0% 4 A da A dzs + 992 0 A dzs A dzy + %dxg Adzy A dis
0xq 0T Ows

. <8a1 8a2 8@3

B, + s + 8$3) dri Adrg Adxs = *(leX)

Folgerung 7.47. Fiir alle Funktionen f € C*®(R3) und X € x(R3) gilt
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(1) rot (grad f) = 0,
(2) div(rot X') = 0.

Beweis: (1): Es geniigt zu zeigen, dass x((rot (grad f))*) = 0, aber
*((rot (grad f))*) = d(grad f)* = d*f = 0.
(2): Es geniigt zu zeigen, dass x(div(rot X)) = 0, aber
*(div(rot X)) = d(*((rot X)*)) = d*X* = 0.

Bemerkung: div(grad f)) = Af = Zle L st der Laplace-Operator von f.

2
Ox;

Folgerung 7.48. Sei X ein Vektorfeld auf einer kontrahierbaren offenen Menge U C R3.
Dann gilt:

(1) Ist rot X =0, so existiert eine glatte Funktion f:U — R mit X = grad f.
(2) Ist divX =0, so existiert ein Vektorfeld Y € x(U) mit X =rotY .

Beweis: (1): Ist rot X = 0, so folgt dX* = 0. Nach dem Lemma von Poincaré existiert nun
eine glatte Funktion f : U — R, so dass X* = df und folglich X = grad f.

(2): Ist divX = 0, so ist d(x(X*)) = 0 und folglich existiert eine Form n € Q(U)
n = Yidz; + Yaday + Yadas,
so dass *(X*) = dn = dY™* = x(rot Y)*. Somit ist X =rotY. O
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7.12. Beispiel: Die Maxwell Gleichungen. Mit Hilfe einer 2-Form F auf R*, kann man
das elektro-magnetische Feld beschreiben. Das elektrische Feld E = (FEj, Fs, F3) und das
magnetische Feld H = (H,, Ho, H3) sind zwei Vektorfelder auf R3. Eine allgemeine 2-Form
auf R* schreibt sich als F = ZKj Fijdx; N\ dz;, wobei 0 < 4,5 < 3. Man definiert jetzt:
FOa = _Eaa a = 1,2,3 und F23 = H17F13 = —H2 und F12 = Hg. Es gllt also

F = —ZEade‘o/\dZEa + HleL’Q/\dZL'?, - HQd[El/\dlL’g + H3d[E1/\dZL'2 .

Die Gleichung dF' = 0 entspricht nun einem System partieller Differentialgleichungen. Man
berechnet

OF;;
i<j,k Bz

dFf = Ziq dFy; Ndx; Ndx; = ), dxy N\ dx; A dx;

OF;;
= (881:19:132 — 8;;125 + 8F23) dl‘l A dl’z VAN dxg + Zi<j 81:0] dI‘o VAN dl‘l A dl’j

OFy;
+ ijk 6;: dzo A dxj A dxy,

= (B 2+ 3 ey oy 1
b (G 2 — ) day i i
+ (%5s — Gfha 4 9P g A day A day
n (8£03 8;;?32 _ BFOS) dzg N dzy A das
= (G Bl 40 o N 1
b G dno e
— (B ) dig A
+ (G + 55— %) dwo N dy A dag

Substituiert man hier die Definition der Divergenz eines Vektorfeldes H als

: __ OHs OHo OH,
le(H) ~ Ox3 + Ozo + oz

und der Definition der Rotation eines Vektorfeldes E als

__ (OF OF o oFE 0E3 0 OFE oF 0
rot(E) = (522 = 522) 5r T (5o — 3e) 305 + (52 — 922) 33

folgt, dass die Gleichung dF' = 0 dquivalent ist zum 1. Teil der Maxwell-Gleichungen:
(i) div(H)=0, und (i) rot(E)= -4

Oxg
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7.13. Tensorfelder auf Mannigfaltigkeiten.

Definition 7.49. (1) Das Biindel der (r,s)-Tensoren auf einer Mannigfaltigkeit M ist
definiert als die disjunkte Vereinigung:

TC(TM) = UpGMT(’“’S)(TpM),

wobet
TCN(T,M) = TIM® ... T,M ® TM®..T,M

Vv "~
r—mal s—moal

= Raum der multi-linearen Abbildungen
ToM x ... xToM x T,M x ... x T,M — R

"~ v
r-mal s-mal

(2) Tensoren vom Typ (r,s) sind Schnitte im Biindel T™*)(TM), d.h. differenzierbare
Abbildungen R : M — T (TM),

moR = 1(1]\47
Aquivalent sind (r, s)-Tensoren C(M)-multilineare Abbildungen,
QY M) x ... x QYM) x x(M) x ... x x(M) — C®(M).

(.
~~ ~

r-mal s-mal

Bemerkungen:

(1) Als tensorielles Verhalten bezeichnet man folgende Eigenschaft: Der Wert eines (r, s)-
Tensors auf den r betrachteten 1-Formen und den s Vektorfeldern in p € M héngt
nur von deren Wert in p ab.

(2) Lokal auf einer Umgebung U von p schreiben sich (r, s)-Tensoren als
01 el a
R Z le ]e ® axiT

wobei —(da:]) dz; (8—%) 6;j und R~ € ¢ (U).

; ®...®dl’js,

Ji--Js

(3) Sind zum Beispiel A und g zwei 1-Formen auf U dann ist A ® p der (0,2)-Tensor
definiert auf Vektorfeldern X,Y durch

A® (X, Y) = AX)u(Y) .

(4) Endomorphismen des Tangentialbiindels sind (1, 1)-Tensoren, denn fiir Vektorraume
Vound W gilt V* @ W = Hom(V, W). Der Raum der k-Formen ist ein Unterraum im
Raum der (0, k)-Tensoren.
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8. ORIENTIERUNGEN

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass eine Orientierung auf einem reellen Vektorraum
V die Auswahl einer Aquivalenzklasse von Basen ist. Dabei sind zwei Basen dquivalent, falls
die Ubergangsmatrix positive Determinante hat. Alternativ kann man sagen, dass zwei Basen
{v1,...,v,} und {wy, ..., w,} von V dquivalent sind, falls

VA LAY = AwT AL AW,

fiir eine positive reelle Zahl A gilt. Dabei ist v* = (v, -) die zu v gehérende Linearform, defi-
niert bzgl. eines fixiertes Skalarprodukt (-, -) auf V. Zueinander dquivalente Basen nennt man
gleichorientiert. Die Basen in einer fixierten Aquivalenzklasse nennt man positiv orientiert.

Die Menge aller Basen auf einem reellen Vektorraum V' zerféllt in zwei disjunkte Teilmen-
gen, man hat also genau zwei Aquivalenzklassen. Diese Zerlegung entspricht der Tatsache,
dass die Gruppe GL(V) zwei Zusammenhangskomponenten hat, die Mengen der Matrizen
mit positiver bzw. negativer Determinante.

Die Standardorientierung orga.,q auf R™ ist gegeben durch die Aquivalenzklasse der ka-
nonischen Basis.

Eine lineare Abbildung f : V — W zwischen zwei orientierten Vektorraumen V' und W
heifit orientierungs-erhaltend falls f Basen der fixierten Orientierung auf V' in Basen der
fixierten Orientierung auf W iibertriagt, was dquivalent ist zu det(f) > 0.

Definition 8.1. Eine Orientierung auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M ist eine
Familie {or,}penm von Orientierungen auf den Tangentialrdumen T,M, so dass ein Atlas A
existiert mit

d‘rp : (TPMJ 0Tp> — (Rna Orstand>

orientierungs-erhaltend fiir alle p € U und alle Karten (U, z) € A. Eine Mannigfaltigkeit heifit
orientierbar, falls eine Orientierung existiert und orientiert, falls eine Orientierung fixiert ist.

Definition 8.2. Fine differenzierbare Abbildung f : M — N zwischen zwei orientierten
Mannigfaltigkeiten heifst orientierungs-erhaltend, falls

dfy - (TyM, ory) — (TN, ors(p))

fiir alle p € M orientierungs-erhaltend ist.

Fiir die Orientierbarkeit einer Mannigfaltigkeit gibt es nun verschiedene dquivalente Krite-
rien, die im Folgenden vorgestellt werden sollen.

Satz 8.3. Fine Mannigfaltigkeit ist genau dann orientierbar, wenn ein Atlas existiert, so das
die Jacobi-Matriz aller Kartenwechsel eine positive Determinante hat.
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Beweis: Sei zundchst M orientierbar und seien (U, x), (V,y) zwei orientierungs-erhaltende
Karten, d.h. die linearen Abbildungen dz, und dy, sind orientierungs-erhaltend. Daher ist
dy o dx™ = J(y o z71) eine orientierungs-erhaltende Abbildung auf R™ bzgl. der Standard-
Orientierung. Es folgt, dass die Jacobi-Matrix des Kartenwechsels positive Determinante hat.

Umgekehrt sei ein Atlas A gegeben, so dass det J(yoz™1) > 0 fiir alle Karten (U, z), (V,y)
in A gilt. Man definiert die Orientierung in einem Punkt p € M durch

or, = [(8%1,...,%)],

d.h. dx ist nach Definition orientierungs-erhaltend. Zu zeigen bleibt, dass diese Orientierung
wohldefiniert ist. Sei also (V,y) eine weitere Karte in dem fixierten Atlas .4, mit p € V. Dann
gilt dyy A ... Ady; = det J(yox~t)dxy A... Adx,. Nach Voraussetzung ist det J(yoz™t) > 0
und damit sind die beiden Basen {a%i} und {8%} gleich-orientiert. O

Beispiele: Als einfache Anwendung dieses ersten Kriteriums erhélt man die folgenden drei
Beispiele orientierter Mannigfaltigkeiten.

(1) Die Sphére S™ ist orientierbar.
(2) Der Totalraum T'M einer Mannigfaltigkeit M ist orientierbar.
(3) Sind zwei Mannigfaltigkeiten M; und M orientierbar, so auch M; x M.

(4) Komplexe Mannigfaltigkeiten sind orientierbar.

Komplexe Mannigfaltigkeiten sind dabei topologische Mannigfaltigkeiten, die Karten in C”
haben, fiir die die Kartenwechsel biholomorphe Abbildungen sind. Die komplex projektiven
Ré&ume sind Beispiele kompakter komplexer Mannigfaltigkeiten.

Ein weiteres, besonders praktisches, Kriterium fiir Orientierbarkeit 148t sich mit Hilfe von
n-Formen formulieren.

Definition 8.4. Fine Volumenform auf einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M ist eine
n-Form w € Q"(M) ohne Nullstellen, d.h. w, # 0 fiir alle p € M.

Ein Geradenbiindel ist genau dann trivial, wenn ein Schnitt ohne Nullstellen existiert. Die
Existenz einer Volumenform, lédsst sich also dquivalent auch folgendermassen formulieren.

Lemma 8.5. Auf M" existiert genau dann eine Volumenform, wenn das Geradenbiindel
AYT*M trivial ist, d.h. isomorph ist zum trivialen Geradenbiindel M x R.

Beweis: Das Geradenbiindel A"T*M sei trivial und & : A"T*M — M x R sei ein ent-
sprechender Biindelisomorphismus. Dann definiert man eine Volumenform w auf M durch

w(p) :== &~ !(p, 1). Umgekehrt sei w eine Volumenform auf M, dann definiert man den trivia-
lisierenden Isomorphismus ® durch ®(a) := (p, f(p)), wobei a € A"TyM und o = f(p)w. O
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Satz 8.6. Eine Mannigfaltigkeit M ist genau dann orientierbar, wenn auf M eine Volumen-
form existiert.

Beweis:  Sei w eine Volumenform auf M. Dann existiert fiir jeden Punkt p € M eine Karte
(U,z) mit p € U und

(7) wly = fdey Ao ANdx,  mit feC®U), f>0.

Sei (U, x) eine beliebige Karte um p, 0.B.d.A. kann man annehmen, dass U zusammenhéngend
ist. Die Volumenform w|;; schreibt sich als f dx; A ... Adx, fiir eine glatte Funktion f. Da w
auf U keine Nullstellen hat, gilt dies auch fiir f. Damit gilt f > 0 oder f < 0 auf ganz U. Im
zweiten Fall definiert man eine neue Karte (U, Z) mit Z(p) := (z2(p), x1(p), x3(p), . . ., Tn(p)).
Bzgl. der neuen Karte hat w dann eine positive Koeffizientenfunktion auf U.

Seien nun (U,z) und (V,y) zwei Karten um p, die die Bedingung aus (7) erfiillen, dann
hat die Jacobi-Matrix des Kartenwechsels eine positive Determinante. Um das zu zeigen,
betrachtet man die Form w auf U N'V. Dann gilt

w|UﬁV = fidey N...Ndx, = fodyy N... Ndy, mit  fi, fo > 0.

Ausserdem gilt: dy; A ... Ady, = det J(yx=Y)dxy A ... ANdx, = % dry A ... Adx, und es
folgt, dass die Determinante der Jacobi-Matrix des Kartenwechsels positiv ist. Damit ist die
Mannigfaltigkeit M orientierbar.

Sei jetzt umkehrt M eine orientierbare Mannigfaltigkeit und {U;, ¥;} ein Atlas fiir M mit
det J(¥; \Ifj_l) > 0. Auf jeder offenen Menge V;(U;) C R™ betrachtet man die Standard-

Volumenform wy := dx; A ... A dx,. Sei {¢;} eine der Uberdeckung {U;} untergeordnete
Zerlegung der Eins, d.h. ¢; sind glatte Funktionen auf M mit

(1) wi(x) € [0,1] fiir alle ¢ und alle x € M
(2) supp (¢:) C U;

(3) Fiir alle z € M existiert eine Umgebung V, von x, so dass ¢; eingeschriankt auf V,
nur fiir endlich viele ¢ nicht identisch Null ist.

(4) 2pi=1

Dann definiert man eine n-Form w durch w := > ¢; ¥Fwy Diese Form ist die gesuchte
Volumenform. Offensichtlich ist w global definiert. Um zu zeigen, dass w keine Nullstellen
hat, betrachtet man w auf einer Kartenumgebung Uy. Dort berechnet man

(T w = D oW - (T Twy = Y g0 U+ (T ) wo
- Z i © \I;];l - det J(; \If,zl) Wo
= fuwo mit f >0,
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denn die Koeffizienten det J(¥; ¥; ') sind nach Voraussetzung positiv und die Koeffizienten
©; © \IJ,;I sind nicht-negativ, wobei wenigstens der Term ¢y o \I/,:1 nicht identisch Null ist, da
supp ¢y C Uy. Insgesamt folgt also, dass f = > ¢;0 Ut - det J(¥; U, 1) positiv ist. O

Beispiele: Als Anwendung des zweiten Kriteriums zeigt man zum Beispiel die Orientierbar-
keit folgender Mannigfaltigkeiten.

(1) Jede Lie Gruppe ist orientierbar. Man wéhlt eine Basis {p;, ... u,} in g* = TG und
definiert dann in g € G eine n-Form durch

Wy = Tp(p A A i)
Offensichtlich ist w eine global definierte Form ohne Nullstellen, also eine Volumen-
form, die eine Orientierung auf G' definiert.

(2) Parallelisierbare Mannigfaltigkeiten, also Mannigfaltigkeiten mit trivialem Tangenti-
albiindel sind orientierbar. Ist das Tangentialbiindel trivial so ist es offensichtich auch
jedes k-Formenbiindel und damit existiert wieder eine Volumenform.

(3) Auf der Sphére 148t sich leicht eine explizite Volumenform hinschreiben. Ist p € S™
und vy, ..., v, € T,5" = p~ C R". Dann definiert man

Qp(vy,...,v,) = det(p,v1,...,0,) .
Wihlt man die Vektoren vy, ..., v, als Ergdnzung von p zu einer Orthonormalbasis

von R"™ dann ist der Wert von €, auf diesen Vektoren gleich 1 und  ist damit
eine Volumenform auf S™.

Bemerkung: Seien M, N orientierte Mannigfaltigkeiten mit Volumenformen wvol; und voly.
Eine Abbildung f : M — N ist genau dann orientierungs-erhaltend wenn

frvolny = Avoly,

fiir eine positive Funktion A € C>(M).

Beispiel: Sei 2 die in (3) angegebene Volumenform der Sphére S™ und sei 7 : S™ — S™ die
antipodale Abbildung 7(z) = —x. Dann zeigt man 7°Q = (—1)""'Q, d.h. 7 : S* — S" ist
genau dann orientierungs-erhaltend, wenn n ungerade ist.

Es soll nun geklért werden, welche reell-projektiven Rdume orientierbar sind. Dafiir betrach-
tet man folgende etwas allgemeinere Situation. Sei 7: N — N eine fixpunktfreie Involution,
d.h. es gilt 7(p) # p fiir alle p € N und 72 = idy. Dann ist der Quotientenraum M = N/,
eine glatte Mannigfaltigkeit. Die differenzierbare Struktur ist eindeutig durch die Bedingung
bestimmt, dass die kanonische Projektion 7 : N — M ein lokaler Diffeomorphismus ist. Der
Beweis ist analog zur entsprechenden Aussage fiir den reell projektiven Raum, der ein Spezi-
alfall dieser Situation ist. Hier ist N = S™ und die Involution 7 ist die antipodale Abbildung
7:8" — S" x+— —x, mit RP" = S"/,.
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Satz 8.7. Sei N eine orientierbare Mannigfaltigkeit und sei 7 : N — N eine fizpunktfreie
Involution. Dann ist M = N/, genau dann orientierbar, wenn T orientierungs-erhaltend ist.

Beweis: Der Quotient M = N/ ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und die kanonische
Projektion 7 : N — N/7 ist ein lokaler Diffeomorphismus. Die fixpunktfreie Involution 7
induziert eine Involution 7* : Q*(N) — Q*(NV). Das liefert eine Aufspaltung

Q) = Q) © () |
wobei QL (N) die (£1)-Eigenrdume von 7* sind, d.h. QL (N) := {a € Q*(N) | 7" a = +a}.

Behauptung: Die induzierte Abbildung 7* : Q*(M) — 7 (N) ist ein Isomorphismus, wobei
m: N — M = N/t die kanonische Projektion ist.

Die Aussage des Satzes ist nun eine direkte Konsequenz dieser Behauptung. Dies soll
zunéchst gezeigt werden: Sei w eine Volumenform auf /N. Dann ist 7 genau dann orientierungs-
erhaltend, wenn 7*w = w gilt, d.h. wenn w in 7 (N) liegt. Nach der Behauptung existiert
dann eine n-Form w € "(M) mit w = 7*@. Da 7 ein lokaler Diffeomorphismus ist, folgt aus
dieser Gleichung, dass w genau dann keine Nullstellen besitzt, wenn @ keine Nullstellen hat.
Die Form w ist eine Volumenform auf N und damit ist @ eine Volumenform auf M.

Umgekehrt sei @ eine Volumenform auf M. Aus der Behauptung folgt, dass ein w € 27} (V)
existiert mit w = 7*w. In diesem Fall hat w keine Nullstellen, ist also eine Volumenform auf
N. Andererseits gilt 7w = w und damit ist 7 orientierungs-erhaltend.

Beweis der Behauptung: Die kanonische Projektion 7 ist ein lokaler Diffeomorphismus. Weiter
ist 7' = {z,7(2)} und 7 o 7 = 7. Es folgt, dass dr, : T.N — Tr(,)yM ein Isomorphismus
ist, insbesondere ist dr, surjektiv. Damit ist (dm,)* : AkTﬂ(z)M — AFT.N injektiv, also ist
™ QF(M) — QF(N) injektiv. Es gilt: 7* o 7* = 7* und daher Im (7*) C Q% (N). Also ist
™ QF (M) — Q% (N) injektiv.

Za zeigen bleibt, dass 7* surjektiv ist, d.h. zu einem gegebenen ¢ € Q’j_(N) muss man ein
U € QF(M) konstruieren mit 7*¥ = &. Zu jedem r € M existiert ein ¥, € A*T, M mit
(dm,)*V, = ®,. Denn dr ist punktweise ein Isomorphismus. Ausserdem gilt die Gleichung
(dmr(2)) W, = @), d.h. die Form ¥, ist wohl-definiert. Tatséchlich folgt aus 7°® = & auch
die folgende Bezichung

D) = (T7P)rn) = (d7r(»))" @, = (d7r(z))" 0 (d72)" Y,
= (d?TZOdTT(Z))*\IfI = (dﬂ}-(z))*\lﬂE .
Da 7 ein lokaler Diffeomorphismus ist existiert eine offene Menge V' C N, so dass die
Einschrankung «|,, : V. C N — U = 7n(V) C M ein Diffeomorphismus ist. Damit folgt

U = (7*|,,)'® auf U. Also ist ¥ glatt und nach Konstruktion gilt 7*¥ = &, d.h. ® € Im7*,
womit der Beweis der Behauptung abgeschlossen ist.

O
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Folgerung 8.8. Der reell-projektive Raum RP™ ist genau dann orientierbar, wenn n ungerade
15t.

Beweis:  Der reell-projektive Raum ist der Quotient S™/7, wobei 7 die antipodale Abbildung
ist, also eine Involution. Wie gesehen, ist die antipodale Abbildung genau dann orientierungs-
erhaltend, wenn n ungerade ist und nach dem Satz ist das genau der Fall, in dem RP"
orientierbar ist. 0J

Zum Schluss dieses Abschnitts soll noch ein drittes Kriterium fiir Orientierbarkeit bewiesen
werden, welches auf eine topologische Bedingung fiihrt.

Satz 8.9. Fine n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist genau dann orientierbar, wenn die Men-
ge N"T*M \ { Nullschnitt} zwei Zusammenhangskomponenten besitzt. Der Nullschnitt eines
Vektorbiindels ist dabei die Menge aller Nullvektoren der einzelnen Fasern, betrachtet als
Teilmenge vm Totalraum des Biindels.

Beweis:  Zuerst sei vorausgesetzt, dass A"T*M \ {Nullschnitt} zwei Zusammenhangskom-
ponenten besitzt. Sei A eine dieser Komponenten. Man definiert eine Teilmenge A von Karten
dadurch, dass (V,y) genau dann in A liegt, wenn (dy; A ... Ady,), € A fiir alle p € V. Seien
(U, z), (V,y) zwei Karten in A mit p € U N V. Dann gilt

(dzy Ao N dxy), = det(g;? (p)) (dyr A ... Ndyy), mit det(g—;”;(p)) > 0.

Denn der Durchschnitt A N A"Ty M ist genau eine der beiden Zusammenhangskomponenten
der Menge AT M \ {0} und alle n-Formen in der jeweiligen Komponente unterscheiden sich
durch ein positives Vielfaches. Daher ist M orientierbar.

Umgekehrt sei jetzt M als orientierbar vorausgesetzt. Dann existiert eine Volumenform w.
Man definiert
AE = U {aw,|la e R, £a>0} .
peEM
Dann ist offensichtlich A™T*M \ {Nullschnitt} die disjunkte Vereinigung der beiden offenen
Mengen A%, die dann die beiden Zusammenhangskomponenten von AT M \ { Nullschnitt}
sind, da A* offen und zusammenhingend sind.

Alternativ kénnte man noch so argumentieren: Ist M orientierbar, dann existiert ein Iso-
morphismus A"T*M = M xR und daher A"T* M\{Nullschnitt} = (M xR, )U(MxR_). O

Auf der Menge A"T*M \ {Nullschnitt} fiihrt man eine Aquivalenzrelation ein. Man sagt,
zwei n-Formen o und £ sind dquivalent falls eine positive reelle Zahl \ existiert mit o = \j.
Insbesondere liegen dann o und A in der gleichen Faser iiber M. Man definiert dann M als
den Quotientenraum

M = (A"T*M \ {Nullschnitt})/.. .
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Satz 8.10. Die Menge M ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Weiter gilt:

(1) Die Mannigfaltigkeit M ist orientierbar.

(2) Die kanonische Projektion M — M st eine 2-fache Uberlagerung (die Orientie-
rungstberlagerung von M ).

(3) Die Mannigfaltigkeit M ist genau dann orientierbar, wenn die Orientierungsiberlagerung
trivial, also M diffeomorph zu M X Zs ist.

Folgerung 8.11. Einfach zusammenhdingende Mannigfaltigkeiten sind orientierbar.

Beweis: Uberlagerungen von einfach zusammenhingenden Mannigfaltigkeiten sind trivial.
O

Bemerkungen:

(1) Die Orientierungsiiberlagerung M ist die Menge aller Orientierungen aller Tangen-
tialrdume. Die 2-elementige Menge 7 !(p) entspricht den beiden Orientierungen auf
dem Vektorraum T, M.

(2) Eine Orientierung auf M ist ein Schnitt in dem Biindel M — M, also eine glatte
Abbildung M — M, die jedem p eine Orientierung auf 7, M zuordnet.

(3) Bis auf Ubergang zur Orientierungsiiberlagerung M , kann man also immer annehmen,
dass eine Mannigfaltigkeit orientierbar ist.

Weitere Bemerkungen:

(1) Sei M™ C R™!, dann ist M genau dann orientierbar, wenn ein glattes Normalenfeld
N ohne Nullstellen existiert., d.h.

TJ“(JD)]RTH_1 =RN, & df,(T,M)},
wobei f die Inklusionsabbildung oder Immersion bezeichnet.

(2) Sei c ein reguliarer Wert einer differenzierbaren Abbildung f : M — N. Ist M orien-
tierbar, dann ist auch die Mannigfaltigkeit M, := f~!(c) orientierbar.
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9. INTEGRATION AUF MANNIGFALTIGKEITEN

Man iibertragt mittels Karten die iibliche Integration von R™ auf eine differenzierbare Man-
nigfaltigkeit. Dazu sei M eine glatte orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Karten
(U, Vy). Sei w € QM) eine n-Form auf M mit kompakten Triager. Es sei zunédchst an-
genommen, dass der Triger von w ganz in einer Kartenumgebung U liegt. Man schreibt
fx)dzy A ... Adx, = (U;")*w fiir die lokale Form von w auf Wy (U) C R", dabei sind
x1,...,x, die Standardkoordinaten auf R™. Man definiert dann

/Mw = /n(\I/Ul)*w = Rnf(x)dxlA.../\da:n.

Zu zeigen bleibt, dass diese Definition nicht von der Wahl der Karten abhéngt. Dazu sei V' eine
weitere Kartenumgebung, die den Triiger von w enthélt und sei g(x) dziA. . . Adz, = (V') w.
Offensichtlich ist (Vy)*(gdxy A ... ANdxy,) = (Vy)*(fdxy A ... Adz,) auf U NV. Bezeichnet
man mit ® = Uy o U,;' den Kartenwechsel, dann folgt

fdey Ao Ndx, = P (gdry A ... ANdz,) = (goP)dPy A ... A dD,
= (go®) det J(®)dxy A... Ndxy, .

Auf der anderen Seite hat man die Transformationsformel fiir die Integration in R”. Es gilt

/g(x)dxl/\.../\dxn:/ (go®)|det J(P)|dxy A ... Ndzy, .

Da M als orientierbar vorausgesetzt wurde, kann man einen Atlas finden, in dem die Jacobi-
Matrizen der Kartenwechsel positive Determinante haben, dh. man kann det J(®) > 0 vor-
aussetzen und erhilt damit: [, (V;')'w = [, (V') w, was zu zeigen war.

Liegt der Trédger von w nicht in einer Kartenumgebung, braucht man eine Zerlegung der
Eins. Sei also {¢; } eine Zerlegung der Eins, die der Uberdeckung durch die Kartenumgebungen
untergeordnet ist. Dann definiert man:

/Mw ::;goi-w.

Nach der Definition der Zerlegung der Eins und da w kompakten Tréager hat, ist diese Summe
endlich. Man zeigt leicht, dass die Definition nicht von der Wahl der Zerlegung der Eins
abhéngt.

Satz 9.1 (Satz von Stokes). Sei M eine orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit und sei
w eine (n — 1)-Form mit kompakten Trager auf M. Dann gilt

/dw:O.
M
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Beweis: Man betrachtet als erstes den Fall M/ = R” und eine (n—1)-Form w mit kompaktem
Tréger in einer Menge der Form [—N, N|". Lokal schreibt sich jede solche (n — 1)-Form w als

w=> (=D fidey AL A dz; A ... Adz,. Dann ist

dw = / i day A ... ANday,
foo-x )

Aus dem Satz von Fubini folgt, dass jeder Summand auf der rechten Seite verschwindet, z.B

hat man fir ¢ = 1:
N

/ g—gdxl/\.../\dxn. = / (/ ggdfﬂl)dﬂiz/\/\dxn
Rn [-N,N]»—1 J_N

= / (filN,zo,...,x,) — fi(=N,z9,...,2,)dza A ... Ndx,
[~ N,NJn-1

= 0.

Tatsachlich gilt f1(£N,zs,...,2,) = 0, da der Tréager der Koeffizientenfunktionen f; fiir
j=1,...,nin der Menge [—N, N|" liegt.

Sei nun w eine Form auf M, deren Tréger ganz in einer Kartenumgebung U fiir eine Karte
(U, ®y) liegt, dann gilt

/de _ /n(xp,;l)*dw - /nd@gl)*w _

Dabei kann man die Karten 0.B.d.A so wihlen, dass ¥ (U) in einer Menge [—N, N|" liegt.

Im allgemeinen Fall sei nun {¢;} eine der Karteniiberdeckung untergeordnete Zerlegung
der Eins. Dann gilt

/de = Z/M%-dw = Z/M(d(npi-w)—dgpi/\w) = —Z/Mdgoi/\w
= —/M(dZ%)/\WIO'

Das letzte Integral ist Null, da ) . ¢; = 1, also konstant. Il

Bemerkungen:

(1) Eigentlich gilt der Satz von Stokes fiir Mannigfaltigkeiten mit Rand. Sei 9M der Rand
einer orientierten Mannigfaltigkeit M. Dann gilt [, dw = [, w.

(2) Sei M™ eine zusammenhéngende, kompakte, orientierte Mannigfaltigkeit, dann gilt:
Hgp(M) = Hijp(M) =R

Denn die lineare Abbildung H}jr(M) — R, [w] — [, w ist nach dem Satz von Stokes
wohl-definiert und wegen der Existenz einer Volumenform nicht-trivial
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(3) Sei (M, w) ein kompakte symplektische Mannigfaltigkeit. Dann kann die symplektische
Form w nicht exakt sein.
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10. RIEMANNSCHE METRIKEN

10.1. Definition und Existenz Riemannscher Metriken. Das Vektorbiindel Sym*7T' M
der symmetrischen Bilinearformen auf M ist definiert als die punktweise disjunkte Vereinigung
der Vektorriume Sym?T,M := {b: T,M x T,M — R|b symmetrische Bilinearform}, d.h.
man definiert:

Sym?TM = UpeM Sym?T,M < T**(TM) .

Definition 10.1. Eine Riemannsche Metrik auf M ist ein glatter Schnitt g € T'(Sym*T'M),
fir den g, fiir alle p € M positiv definit ist. Das Paar (M, g) nennt man Riemannsche
Mannigfaltigkeit.

Bemerkungen:

(1) Eine Metrik ist ein symmetrischer (0, 2)-Tensor, d.h. eine symmetrische C*°(M )-bilineare
Abbildung:

g X(M) x x(M) — C*(M) ,
die punktweise positiv-definit ist.

(2) Pseudo-Riemannsche Metriken sind nicht-entartete, symmetrische Bilinearformen mit
beliebiger Signatur. Lorentz-Metriken sind Metriken der Signatur (n,1).

(3) Lokal, also in einer Karte (U, x), schreibt sich eine Metrik als
9= Zgij dx; ® dxj |

wobei sich die Funktionen g;; € C*(U) bestimmen durch: g;; = g (8‘3 , %), d.h. die

Metrik ist lokal beschrieben durch die invertierbare Matrix (g;;).

Metriken sind (0, 2)-Tensoren, haben also folgendes Transformationsverhalten: Seien (U, x), (V, y)
zwei Karten um p € M. Dann schreibt sich eine Metrik g auf U NV als:

g:ngjdxi®dxj:ngjdyz’®dyj.

Setzt man f = %zk T 1L die definierende Gleichung fiir g%’j ein, erhalt man das Trans-

formatlonsverhalten
g g( 0 9 ) g Om O
K Oyi' Oy;) 4= Oy Oy M

Eine Riemannsche Metrik 148t sich auch beschreiben, als eine Familie von lokalen Funk-
tionen {g;;}, die dieses Transformationsverhalten bei Kartenwechsel haben und punktweise
Skalarprodukte definieren.
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Satz 10.2. Auf jeder Mannigfaltigkeit existiert eine Riemannsche Metrik g.

Beweis:  Sei {(Uy, fi)} ein Atlas von M und {;} eine der Uberdeckung {U}} untergeordnete
Zerlegung der Eins. Dann ist {Uy} lokal endlich, d.h. jeder Punkt von M hat eine Umgebung,
die nur endlich viele offene Mengen U, schneidet. Weiterhin sei ¢ ein Skalarprodukt auf R",
dann lésst sich dieses lokal auf M zuriickziehen. Man definiert nun global

9 =Y e fra,
k

wobei die Zuriickziehung f;q der Bilinearform ¢ definiert ist durch

fI:Q(X’Y) = Q(dfk(X>7dfk(Y))'

Aufgrund der Eigenschaften der Zerlegung der Eins ist ¢ wohldefiniert und glatt. Auflerdem
ist fiir jedes p € M die Bilinearform g, symmetrisch. Es verbleibt zu zeigen, dass g tatséchlich
positiv definit ist. Sei p € M, dann existiert ein kg, so das ¢, (p) # 0 und folglich, gilt fiir
0#X el ,M

G(X, X) = > u(p) a(dfi(X), dfi(X))

> ono(p)Q(df%(X)vdfko(X)) > 0.
O

Bemerkung: Auf S? existiert keine Lorentz-Metrik. Aus deren Existenz wiirde nidmlich die
Existenz eines nullstellenfreien Vektorfeldes auf S? folgen. Ob eine Lorentz-Metrik existiert,
héngt also von der Topologie auf M ab, wihrend eine Riemannsche-Metrik immer existiert.

10.2. Beispiele Riemannscher Metriken.
(1) Auf R™ induziert das Standard-Skalarprodukt eine Riemannsche Metrik

g = Z dz; ® dx; = def

Im Spezialfall R? mit Standardkoordinaten (z,y) ist also g = da? + dy?. Fiihren wir
Polarkoordinaten ein durch die Transformation

T =T COS P, Yy = rsinp,
dann gilt

0 0

de = ZLar + —xd@ = cospdr — rsinpdp,
or Oy
0 0

dy = —ydr + —ydcp = sinpdr + rcospdey,
or Op

und folglich ist g = dr? + r2dy? auf R?\ L, mit L = {(z,0)|z < 0}.
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Sei (M, gy) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und durch ¢ : N — M eine Unter-
mannigfaltigkeit gegeben. Dann induziert g,; eine Metrik auf N durch

gN =" g,

d.h. gy = gM}TNxTN, wobei TN C TM wieder als Unterraum identifiziert wird.
Betrachte S™ C R"™1, so ist 7,,S™ = p* C R**! und

gX,Y)=(X)Y), XY eT,S"cR",

d.h. g, ist die Einschrinkung des euklidischen Standard-Skalarprodukts auf R"*!.
Der Satz von Nash besagt allgemein, dass jede Riemannsche Mannigfaltigkeit der
Dimension n eine Riemannsche Untermannigfaltigkeit des Rz DB+ gt

Auf dem n-dimensionalen hyperbolischen Raum,
H"={(zy,...,2,) € R" |z, > 0}.

ist eine Riemannsche Metrik gegeben durch

1

Alternativ kann man H" auch als Poincare-Modell betrachten,

H"%{(wl,...,xn)ER"\ fo<1},

dann ist die Riemannsche Metrik gegeben durch

I - ﬁzdﬁv =l

Seien (M, g) und (N, h) Riemannsche Mannigfaltigkeiten, dann ist M x N mit der
Produktmetrik eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Bezeichnen p; bzw. p, die Projek-
tionen von M x N auf M bzw. N, dann definiert man die Produktmetrik auf M x N
durch gayxn = pig + psh. Unter der Identifikation T, (M x N) = T,M & T,N ist
guxn =g D h, d.h.es gilt gyxn(A+ X, B+Y)=g(A B)+ h(X,Y).

Sei G eine Lie-Gruppe und (-,-) ein beliebiges Skalarprodukt auf der Lie-Algebra
g = Lie(G) = T.G. Dann definiert

By(X,Y) = (dl,~1(X),dl,~1(Y)),
eine glatte Metrik auf G. Auflerdem ist B linksinvariant, d.h.
l;B=DB
und folglich [, € Iso(G, B) fiir alle g € G.
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(6) Sei G kompakt und halbeinfach, dann definiert die Killing-Form ein negativ-definites
bi-invariantes Skalarprodukt auf g:

B(X,Y) = —tr(ad(X)oad(Y)) .

Man erhélt eine bi-invariante Metrik auf G, d.h. Rechts- und Linkstranslationen sind
Isometrien.

10.3. Isometrien.

Definition 10.3. Seien (M,g) und (N,h) zwei Riemannsche Mannigfaltigkeiten und sei
f: M — N eine differenzierbare Abbildung. Man nennt f eine Isometrie, falls f ein Diffeo-
morphismus ist mait

g=f"h, d.h. Gp(X,Y) = hyp)(df(X),df(Y)),

d.h. dfy, ist eine Isometrie der euklidischen Vektorrdaume (T,M, g,) und (Tsp N, hygp)-

Bemerkungen:
(1) iday ist eine Isometrie.

(2) Sind f; und f, Isometrien, dann auch f; - f, und f; *. Die Menge der Isometrien bildet
also eine Gruppe — sogar eine Lie-Gruppe, die Isometriegruppe Iso(M, g) von (M, g).

(3) Vektorfelder, deren lokaler Fluf§ aus lokalen Isometrien besteht, d.h.
wrg =g, fiir alle ¢, fiir die ¢; definiert ist,

nennt man Killing Vektorfelder. Fin Vektorfeld X ist genau dann ein Killing Vektor-
feld, wenn Lyg = 0 gilt. Wie fiir jeden Tensor, ist die Lie-Ableitung von g definiert
durch

. d *
Lxg = G|, %19 -

Eine Standard-Rechnung ergibt folgende Formel fiir die Lie-Ableitung eines (0, 2)-
Tensors:

(Lxg)(Y,2) = X(9(Y, 2)) = 9([X, Y], Z) = g(Y,[X, Z])
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10.4. Mannigfaltigkeiten als metrische Raume. Fiir alles Weitere sei (M, g) stets ei-
ne zusammenhingende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Mit Hilfe einer Metrik lassen sich
Abstéinde und Winkel definieren, was nun erkért werden soll. Isometrien sind dann Abbil-
dungen, die diese Groflen erhalten.

Definition 10.4. Die Linge einer Kurve 7 : [a,b] — M st definiert durch

/ 15 ()] e,

wobei || F()[ = v/ 9(¥(),7(t)).

Bemerkung: Der Abstand zweier Punkte p,q € M ist definiert als
d(p,q) = inf L[],

wobei das Infimum iiber alle stiickweise glatten Kurven  zu nehmen ist, die p und ¢ verbinden.

Lemma 10.5. Die Abbildung d : M x M — R st eine Metrik, d.h.

(1) d ist symmetrisch,
(2) d erfillt die Dreiecksungleichung,
(3) d ist positiv definit, d.h. d(p,q) > 0 und d(p,q) = 0 genau dann, wenn p = q.

Beweis: 1. und 2. sind klar. Es verbleibt die positive Definitheit zu zeigen. Seien dazu p, q €
M mit d(p,q) = 0. Angenommen p # ¢, dann wihlen wir eine Karte (U, x) um p mit z(p) = 0
und O = z71(B,(0)) mit O C U und ¢ ¢ O. Man definiert nun eine Abbildung

= 0
Dty

=1

[ R"xU =R, flar, ... an,p) =

Pllg

Dann ist f eine stetige, nichtnegative Funktion und folglich existiert ein k£ > 0, so dass

1
k‘ —f|Sn 1x0

Sei ||-]|" die Norm auf R™, dann gilt fiir (a,p) € S"' x O,

/ 1/2
n 9 n )
ZlaZa—xz = Zlai =1.

= 0
Z @i 0;1:1

i=1

<k.

p

Somit ist

) -

n a /
Z“ia_xi , >

i=1

= 0
Z i al‘l P

i=1

p

Da (*) homogen in a;, folgt, dass (*) auf ganz R™ x O gilt.
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Sei nun v eine stiickweise glatte Kurve von p nach ¢ und 7' sei der Teil von v bis zum
ersten Schnittpunkt mit 00, « sei der Radius von O, dann ist

d(p,q) = inf L() > inf L(7')
Y Y

wobei L(v')" die Lénge beziiglich der durch das Standardskalarprodukt induzierten Norm |||
bezeichnet. ]

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und d die induzierte Metrik auf M. Dann
definiert d eine Topologie auf M. Die offenen Mengen sind genau die Vereinigungen von
d-Béllen der Form

Blp) :={q e M|d(p,q) <e} .

Eine direkte Konsequenz aus dem Beweis von Lemma 10.5 und insbesondere Ungleichung
(*) ist der folgende Satz.

Satz 10.6. Die durch d induzierte Topologie stimmt mit der urspringlichen tiberein.

10.5. Das kanonische Volumenelement. Sei (M",g) eine orientierte Riemannsche Man-
nigfaltigkeit. Dann existiert auf M eine kanonische Volumenform vol, € Q"(M).

Definition 10.7. Das kanonische Volumenelement vol, € Q"(M) einer orientierten Rie-
mannschen Mannigfaltigkeit (M, g) ist definiert durch die Festlegung

voly(ey,...,e,) =1
fiir alle positiv orientierten Orthonormal-Basen (e, ..., e,). Das kanonische Volumenelement
1st gegeben durch
vol, = erALNEY,
wobei (e*, ... e") die zu (ey, ..., e,) duale Basis bezeichnet, d.h. €' := g(e;,-) firi=1,... n.

Lemma 10.8. Sei (M™,g) eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gilt:

(1) Das kanonische Volumenelement ist wohldefiniert, d.h. unabhdngig von der Wahl der
Orthonormal-Basis.

(2) Sei (U,x) eine Karte der Orientierung und sei § = det(g;;). Dann ist vol, auf U
gegeben durch:
vol, = Vgdry A ... Ndx,, .
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Beweis:  Sel (fi,..., fn) eine andere Orthonormal-Basis der Orientierung und sei A die
Ubergangsmatrix zur Basis (e1,. .., e,), d.h. e; = 3, a;;f;, dann gilt

FEALASY = detAel AL AE” = AL AET

denn A = (a;;) ist eine orthogonale Matrix und det A > 0, also det A = 1, d.h. das kanonische
Volumenelement ist wohldefiniert.

Sei (U, ) eine Karte der Orientierung und sei (el, ..., ey) eine fixierte lokale Orthonormal-
Basis. Dann existieren lokale Funktionen CF mit - Zk C* ey. Daraus folgt, dass

9ij = g 3%7395 chck

also (g;;) = C' - CT und damit g = det(g;;) = det C - CT (det ). Die beiden Basen {72}
und {e;} sind gleich orientiert und damit ist det C' = /g > 0. Es gilt

(€' A ANENG . 5) = ) GGl volg(en, . eq,)

= Z sgn(o) Cf' - ... - Cim voly(ey, ..., e,)

= detC = /7.
Dabei durchlduft o die Permutationen, die (1,...,n) auf (i1, ...,14,) schickt. Aus dieser Rech-
nung folgt dann die Behauptung e! A... Ae™ = \/Gdxy A ... A dz,. OJ

Bemerkung: Das kanonische Volumenelement kann man benutzen um auf orientierten Rie-
mannschen Mannigfaltigkeiten eine Integration von Funktionen zu definieren. Sei f eine Funk-
tion mit kompaktem Tréiger, dann definiert man das Integral von f iiber M als [ Vol
Insbesondere kann man damit auch ein L?-Skalarprodukt von Formen definieren, was im
Folgenden erkléart werden soll.

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann iibertriagt sich das in (5) definierte
Skalarprodukt von (7,M,g,) auf das Biindel der Formen A*7T™*M. Man schreibt wieder g
oder auch (-, ).

Definition 10.9. Seien «, 3 € QF(M) zwei k-Formen mit kompaktem Triger. Dann definiert
man das L*-Skalarprodukt von o und 3 durch

@p) = [ (v,
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11. DIFFERENTIAL-OPERATOREN AUF RIEMANNSCHEN MANNIGFALTIGKEITEN

11.1. Der Hodge-Stern-Operator. Sei (V,(-,-),or) ein n-dimensionaler, orientierter, eu-
klidischer Vektorraum. Sei (ey, ..., e,) eine positiv orientierte Orthonormal-Basis von V' mit
dualer Basis (e!,...,e"), definiert durch e* := (e, -).

Definition 11.1. Der Hodge-Stern-Operator * ist der eindeutig bestimmte Isomorphismus
* 1 APV* — A"PV* mit a A8 = («, B) vol fiir alle a, € APV und vol = e A... Ae™.

Bemerkung: Auf Basisvektoren von APV* lasst sich der Hodge-Stern-Operator (kurz: Hodge-
Operator) folgendermassen beschreiben:

(1) *(e* A...A€eP) = ePTLA L Ae"

(2) Sei I = {4;,...,4,} und sei I¢ das komplementére Indextupel I¢ := {j1,...,jn_p} =
{1,...,n}\ 1. Dann gilt

x(e" AL AEP) = sgn(l, 19 e AL Aelrr

wobei sgn (7, I¢) das Signum der Permutation bezeichnet, die das n-Tupel (1,...,n)
auf (i1,...,%p,J1,- -, jn—p) schickt.

Satz 11.2. Der Hodge-Stern-Operator hat die folgenden FEigenschaften:
(1) 1 =vol und xvol = 1
(2)  ** = (=1)P"P) quf p-Formen
(3) *X* =X Jvol
(4) *(Xoa)=—(=1)PX*Asa und *(X*ANa)=(=1)PX 1 xa fir o € APV*

(5)  * ist eine Isometrie bzgl. des von (-,-) induzierten Skalarproduktes auf A*V*.

Beweis: Da x offensichtlich eine lineare Abbildung ist, geniigt es die Aussagen auf Basis-
elementen zu iiberpriifen. Die Behauptungen folgen dann unmittelbar aus der Definition. [

Sei (M™, g) eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann erweitert sich der punkt-
weise definierte Hodge-Stern-Operator * : APT*M — A""PT*M zu einem Biindelisomorphis-
mus x : APT*M — A" PT*M mit den gleichen Eigenschaften. Mit Hilfe des Hodge-Stern-
Operators kann das L?-Skalarprodukt von Formen geschrieben werden als (o, 8) = [, « A%p.
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11.2. Der Gradient.

Definition 11.3. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und sei f € C>(M), dann
ist das Gradienten-Vektorfeld grad f € x(M) definiert durch g(grad f, X) = df (X) fir alle
Vektorfelder X, d.h. es gilt df = (grad f)*.

Lemma 11.4. In lokalen Koordinaten (U, x) schreibt sich das Gradienten Vektorfeld als
— k Of 0
grad f = Z g’ B2; Dor -
jk
wobei die Metrik lokal durch g = (gij) gegeben ist, mit inverser Matriz (¢;;)~" = (¢").

Beweis: Das Gradienten Vektorfeld schreibt sich lokal als grad f =), ai£ mit Funktionen
a; € C*(U). Aus der Definition folgt g(grad f, %) = %. Setzt man hier den Ansatz fiir
J J
grad f ein, so folgt > .a;¢;; = %. Multipliziert man mit den Koeffizienten der inversen
J

Matrix (g%), so erhiilt man a, = > % ¢’*, was die Behauptung beweist. O

11.3. Das Kodifferential.

Definition 11.5. Das Kodifferential ist ein Operator d* : (M) — QP~Y(M), definiert auf
QP (M) durch
d* = (=1)"PFDH gk

Satz 11.6. Das Kodifferential d* ist der zum Differential d formal adjungierte Operator auf
QOP(M), d.h. es gilt: (da, B) = (a, d*B) fiir alle Formen o € QE(M) und 3 € QP (M) mit
kompaktem Triger.
Beweis: O.B.d.A. sei o € Q?~1(M) und B € QP(M), dann gilt

dlaA*B) = daAxf + (=1 rand*B = dah*f — aAxdf .

Denn — # d* =  (—1)"@+) 2 g5 = (—1)e+D+—2+)@-1) 4 yund um das Vorzeichen zu
bestimmen rechnet man modulo zwei:

n(p+1)+(n—p+1)(p—1) = n(p+1)+(n—p)(p+1)+(p—1) = 2n—p)(p+1)+(p—1) = p-1.
Mit dem Satz von Stokes folgt dann nach Integration
0 = /d(a/\*ﬁ) = / da N *3 — / aAxd'f = (do,B) — (o, d*p) .
M M M
O

Bemerkung: Wie fiir das Differential d verschwindet auch die Hintereinanderausfithrung des
Kodifferentials, d.h. es gilt (d*)? = 0, was direkt aus d*> = 0 und ** = +id folgt.
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Als einen Spezialfall des Kodifferentials hat man die Divergenz eines Vektorfeldes.

Definition 11.7. Die Divergenz eines Vektorfeldes X ist die Funktion divX, definiert durch
divX = —d" X" = xd x X" .

Satz 11.8. Sei (M, g) eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit und sei X ein Vektorfeld
auf M, dann gilt:

Lxvol, = divX -vol, .

Insbesondere ist der Fluf3 divergenz-freier Vektorfelder volumen-erhaltend.

Beweis:  Aus Gradgriinden ist dvol, = 0 und somit folgt aus der Cartan-Formel:
Lyvol, = d(X Jvoly) = d*X™.

Wendet man auf diese Gleichung den Hodge-Stern-Operator an und nutzt, dass *? = id auf
A™ gilt, so folgt
x Lxvol, = xdx X" = divX = x(divX -voly) ,

woraus sich die Behauptung ergibt, da der Hodge-Stern-Operator eine Isometrie ist. 0

Folgerung 11.9 (Satz von Green). Sei (M, g) eine kompakte orientierte Riemannsche Man-
nigfaltigkeit, dann gilt fiir beliebige Vektorfelder X :

/ div(X)vol, = 0.
M

Beweis: Aus dem Satz von Stokes und dem Beweis von Satz 11.8 folgt:

/div(X)volg = / dx X" = 0.
M M
0J

Bemerkung: In lokalen Koordinaten (U, z) schreibt sich die Divergenz eines Vektorfeldes X
als

1
divX = g2 ) Z(/gaw)

wobei das Vektorfeld auf U gegeben ist als X =) aia%i und g = det(g;;).
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11.4. Der Laplace Operator.
Definition 11.10. Der Laplace-Operator A auf QP(M) ist definiert durch A = dd* + d* d.

Bemerkung: Auf Funktionen f € C>(M) schreibt sich der Laplace-Operator als
Af = d"df = —div(grad f)
und speziell fiir M = R" mit der Standard-Metrik gilt
Af=-%N"21.

5.2
Ox;

Lemma 11.11. Der Laplace-Operator kommutiert mit dem Hodge-Stern-Operator, d.h.
*A = Ax .

Beweis:  Die Aussage folgt aus der Definition des Kodifferentials mit Hilfe des Hodge-Stern-
Operators und der Eigenschaft, dass *> = (—1)?~P)id auf p-Formen gilt. O

Satz 11.12. Der Laplace-Operator ist formal selbst-adjungiert, d.h. fir Formen «, 5 € QP(M)
mat kompakten Trédger gilt

(A, B) = (a, AB) .
Beweis:  Die Behauptung folgt daraus, dass d* formal-adjungiert zu d ist, denn damit gilt
(Aa,B) = (d'de,B) + (dd*a, ) = (da,dp) + (d*a,d*B) = (a,d*dp) + (a,dd*[3)
= (a,AB) .
O

Satz 11.13. Auf kompakten orientierten Riemannschen Mannigfaltigkeiten ist der Laplace-
Operator ein nicht-negativer Operator, d.h. (Ao, «) > 0 fir alle o und es gilt Ao =0 genau
dann, wenn da =0 = d*a.

Beweis: Es gilt (Aa, ) = (d*da, o)+ (dd*a, ) = ||da)|?+||d*«||* > 0, mit Gleichheit genau
dann, wenn [|da||* = ||d*a||* = 0 und damit da = 0 und d*a = 0. O

Bemerkungen:

(1) Formen im Kern von A nennt man harmonisch. Man schreibt HP(M) fiir den Raum
der harmonischen p-Formen auf M.

(2) Die einzigen harmonischen Funktionen auf kompakten, zusammenhéngenden, orien-
tierten Riemannschen Mannigfaltigkeiten sind die Konstanten.

(3) A = (d+ d*)? und KerA = Ker(d + d*) auf kompakten Mannigfaltigkeiten
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(4) Der Laplace-Operator A ist ein elliptischer Differential-Operator, d.h. A hat ein in-
vertierbares Hauptsymbol.
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12. DAs HODGE-THEOREM

In diesem Abschnitt sei (M, g) eine kompakte, orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit.
Die Darstellung hier folgt dem Buch von F. Warner, ” Foundations of Differentiable Manifolds
and Lie Groups”. Die ausgelassenen Beweise sind dort zu finden.

12.1. Schwache Lésungen. Ziel ist es, notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die
Losbarkeit der Gleichung Aw = « herzuleiten. Sei also w eine Losung der Gleichung, also
Aw = «, dann folgt fiir alle Formen ¢ € QF(M):

(Aw, p) = (a, ) und damit (w,Ap) = (a,¢) .

Losungen von Aw = « kann mal also auffassen als lineare Funktionale auf QP(M). Jede Form
w definiert ein beschrinktes lineares Funktional ® : QP(M) — R, durch ®(f) := (w, 5) und

)
aus der gerade gemachten Rechnung folgt ®(Ay) = (a, ¢) fir alle p € QP(M).

Definition 12.1. Eine schwache Losung der Gleichung Aw = « ist ein beschrinktes lineares
Funktional ® : QP(M) — R mit ®(Ap) = (a, ) fiir alle ¢ € QP(M).

Zu zeigen ist jetzt, dass eine schwache Losung eine Losung im herkéommlichen Sinne ist.
Dazu zeigt man, dass schwache Losung sich darstellen lassen durch glatte Formen, d.h. dass
eine Form w € QP(M) existiert mit ®(f) = (w, ) fur alle g € QP(M). In diesem Falle folgt
dann, dass w auch eine Losung im herkémmlichen Sine ist. Denn

(Aw, ) = (w,AB) = ®(Af) = (o, f)
fiir alle 5 € QP(M) und daher folgt, Aw = «.

Satz 12.2 (elliptische Regularitét). Sei o € QP(M) und sei ® eine schwache Ldsung von
Aw = a. Dann ezistiert ein w € QP(M) mit ®(5) = (w, 8) fir alle B € QP(M). Damit ist w
eine Losung im herkommlichen Sinne, d.h. es gilt Aw = a.

Beweis: sieche Warner OJ
Satz 12.3. Sei {a,} eine Folge in QP(M) mit ||| < ¢ und ||Aay|| < ¢ fir alle n und ein
¢ > 0. Dann existiert eine Teilfolge von {a,}, die eine Cauchy-Folge in QP(M) ist.

Beweis: siehe Warner O
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12.2. Die Hodge-Zerlegung.

Satz 12.4 (Hodge-Zerlegung). Sei (M, g) eine kompakte, orientierte Riemannsche Mannigfal-
tigkeit. Dann ist der Raum HP(M) der harmonischen p-Formen endlich-dimensional. Weiter
gilt die folgende orthogonale direkte Summen-Zerlequng:

(M) = Im(A)®Ker(A) = AQP(M)) @ HP (M)
= dd* () ® d*d(QF) @ HP (M) ,
= dP Y ed(QY o HI(M) .

Insbesondere hat die Gleichung Aw = «, fiir gegebenes ov € QP(M), genau dann eine Ldsung
w € QP(M), wenn a orthogonal zu HP (M) ist. Die Losung ist dann eindeutig bestimmit.

Beweis: Annahme: der Raum der harmonischen p-Formen HP (M) sei unendlich-dimensional.
Dann existiert eine ortho-normale Folge in HP(M ). Nach Satz 12.3 existiert dann aber in dieser
Folge eine Teilfolge, die eine Cauchy-Folge ist, was nicht moglicht ist, also einen Widerspruch
liefert.

Es geniigt die erste Zerlegung zu beweisen, die anderen beiden folgen dann mit einfachen
Argumenten (siehe unten). Sei wy, ..., w, eine Orthonormal-Basis in H?(M ). Eine beliebige
Form o € QP(M) schreibt sich dann als o = 8+ ) (o, w;)w; mit § L HP(M). Daher hat man
eine orthogonale direkte Summen-Zerlegung QF (M) = (HP(M))* & HP(M). Es bezeichne
H : QP(M) — HP(M) die Projektion, d.h. H(«) ist der harmonische Teil von a. Zu zeigen
ist, dass (HP(M))* =Im (A) = A(QP(M)) gilt.

Offensichtlich gilt die Inklusion Im (A) C (HP(M))*. Denn fiir w € QP(M) und o € HP(M)
gilt: (Aw, ) = (w, Aa) = 0. Also ist das Bild von A enthalten im orthogonalen Komplement
des Raumes der harmonischen Formen. Die umgekehrte Inklusion ergibt sich aus der folgenden
Behauptung, fiir deren Beweis auf das Buch von Warner verwiesen sei.

Behauptung: Es existiert eine Konstante ¢ > 0, so dass ||B]] < c||AB| fur alle Formen
B e (HP(M))*.
Sei a € (HP(M))*, dann definiert man ein lineares Funktional ¥ auf Im (A) durch
U(Ap) = (a, ),

fir alle ¢ € QP(M). Das Funktional ¥ ist wohl-definiert, also unabhéngig von der Wahl von
¢. Denn aus Ag; = Ay folgt o1 — o € HP(M) und damit («, @1 — ¢2) = 0.

Das Funktional ¥ ist beschréinkt. Fiir ¢ € QP(M) sei ¢y := ¢ — H(p). Dann folgt aus der
Behauptung und dem Lemma von Cauchy-Schwarz die Abschétzung

W(Ap)l = [¥(Apo)l = [(a,p0)| < [lelllleoll < cllafl- [|Apoll = cllall-|Ax] .

Das Funktional ¥ ist also beschrankt auf dem Unterraum Im (A) C QP(M). Nach dem Satz
von Hahn-Banach existiert eine Fortsetzung von ¥ zu einem beschrankten Funktional auf
ganz QP(M). Damit ist ¥ eine schwache Losung der Gleichung Aw = «. Aus Satz 12.2 folgt
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dann die Existenz einer Form w € QP(M) mit Aw = a. Damit liegt o im Bild von A und die
Inklusion (HP(M))* C Im (A) ist bewiesen, also schliesslich Im (A) = (HP(M))*.

Zum Beweis der anderen Zerlegungen: nach der ersten Zerlegung schreibt sich eine beliebige
Form « eindeutig als a = AfS + oy mit Aag = 0 und damit o = d(d*f5) + d*(df) + ap. Das
beweist die beiden anderen Summen-Zerlegungen. Zu zeigen bleibt, dass die Summen direkt
sind.

Sei zuerst eine Form im Bild von d und im Kern von A, d.h. df € KerA. Dann folgt
dd*df = 0 und damit: (dd*df,dp) = 0 also ||d*df|| = 0 und damit wiederum d*df = 0 also
auch (d*dp, f) = 0 und somit ||d3|| = 0 bzw., was zu zeigen war, d3 = 0. Der Beweis fiir den
Fall einer Form im Bild von d* und im Kern von A, d.h. d*y € KerA lauft analog.

Sei nun eine Form « gleichzeitig im Bild von d und im Bild von d*, also a = df8 = d*7.
Dann folgt da = 0 und d*a = 0, also Ao = 0 und damit o = 0. U

Definition 12.5. Der Green-Operator G : QP(M) — (HP(M))* bildet eine Form o € QF (M)
ab auf die eindeutige Losung von Aw = o — H(a) in (HP(M))*, d.h. « = AG(a) + H(a).

Lemma 12.6. Der Green-Operator G ist ein beschrinkter, selbst-adjungierter, linearer Ope-
rator, der beschrdinkte Folgen in Folgen mit Cauchy Teilfolgen abbildet.

Beweis: siehe Warner O

Satz 12.7. Der Green-Operator G kommutiert mit d, d*, A und allgemeiner mit jedem linea-
ren Operator, der mit A kommutiert.

Beweis: siehe Warner Ul

12.3. Das Hodge-Theorem.

Satz 12.8. Jede deRham-Kohomologieklasse auf einer kompakten orientierten Riemannschen
Mannigfaltigkeit besitzt einen eindeutig bestimmten harmonischen Reprisentanten.
Beweis: Sei o € QP(M). Dann folgt aus der Definition des Green-Operators:
a = dd'Ga + d*dGa + H(a) = dd"Ga + d*Gda + H(a) .
Als Reprisentant einer deRham-Kohomologieklasse ist a geschlossen, daher folgt
a = dd'G(a) + H(a) .

Damit wird die Kohomologieklassse [a] auch durch den harmonischen Teil H («) reprasentiert,
d.h. es gilt die Beziehung [a] = [H(«)].
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Seien oy, ay € HP(M) mit [o;] = [an], d.h. es existiert eine Form £ mit 0 = df + (a1 — ag).
Die Hodge-Zerlegung ist aber eine Zerlegung als direkte Summe. Daraus folgt dann df = 0
und somit auch a; = ao. O

Bemerkung: Der Beweis von Satz 12.8 zeigt auch, dass der harmonische Représentant H («)
einer Kohomologieklasse [a] auch genau der Repréisentant mit der kleinsten L?-Norm ist.

Folgerung 12.9 (Hodge-Theorem). Sei (M, g) eine kompakte, orientierte Riemannsche Man-
nigfaltigkeit, dann ist die deRham-Kohomologie endlich-dimensional und es gilt:

Hyp(M) = H(M).

Beweis:  Aus Satz 12.8 folgt, dass die Abbildung H (M) — HP(M), [a] — H(«) ein Iso-
morphismus ist. O

12.4. Die Poincaré-Dualitit. Sei M" eine kompakte, orientierte Mannigfaltigkeit, dann
definiert man eine Bilinearform durch

Ho(M) x HiP (M) — R, (la],[8) — b([a],[8]) = /M ang.

Die Bilinearform b ist wohl-definiert nach dem Satz von Stokes. Sei z.B: [a] = [ay], d.h.
a1 = a+ dn. Dann gilt

/Mal/\ﬂz /Ma/\ﬁJr/MdnAﬁz/M@/\ﬁJr/Md(n/\ﬁ) :/Moz/\ﬁ.

Satz 12.10 (Poincaré-Dualitét). Die Bilinearform b ist nicht-ausgeartet und definiert damit
einen Isomorphismus
Hap"(M) = (Hgp)" -

Beweis:  Sei [a] € Hj,(M) mit [o] # 0. Gesucht ist eine Kohomologieklasse [5] € H}," (M)
mit b([a], [5]) # 0. Man wahlt auf M eine Riemannsche Metrik und betrachtet den har-
monischen Repréasentanten der Kohomologieklasse. O.B.d.A. sei Ao = 0 und a # 0. Dann
ist auch A x @ = 0 und insbesondere d(x«) = 0, d.h. *« definiert eine Kohomologieklasse
[*a] € Hjp"(M). Man berechnet dann

bo b)) = [ ansa = faf? £ 0.

wodurch gezeigt ist, dass die Bilinearform b nicht-ausgeartet ist. O

Folgerung 12.11. Sei M eine kompakte, zusammenhdngende, orientierte Mannigfaltigkeit,
dann gilt Hn(M) =R



