EINLEITUNG

Der klassische Ansatz zum Studium von SU(3) und Ga-Strukturen besteht darin,
beide Strukturen durch die Gray-Hervella Komponenten ihrer intrinsischen Torsion
zu klassifizieren. Das Verschwinden spezieller Torsionskomponenten iibersetzt sich
in Gleichungen an die Strukturtensoren [4], welche sowohl im SU(3), als auch im
Go-Fall durch (stabile) Differentialformen beschrieben werden kénnen [9,10]. Die
Grundlagen fiir diese Beschreibung werden im zweiten Kapitel dieser Arbeit be-
handelt. Fiir eine G C O(n)-Struktur mit Strukturtensor f korrespondieren die
Torsionskomponenten mit speziellen Komponenten von VZ¢ f (vgl. [7]). Struktu-
ren mit verschwindender Torsion werden daher auch als parallel bezeichnet.

Durch die Wahl eines Fixpunktes in der 6-Sphére, 14sst sich SU(3) als Untergruppe
von Gy auffassen. Aus dieser Sicht ist es nicht {iberraschend, dass eine SU(3)-
Struktur auf M bereits eine Go-Struktur auf dem Produkt M x R induziert. Umge-
kehrt kann man zeigen, dass eine Ga-Struktur eine SU(3)-Struktur auf orientierten
Hyperflichen induziert. Diese Korrespondenz ist im Fall der sogenannten (nearly)
halb-flachen SU(3)-Strukturen und (nearly) parallelen G,-Strukturen besonders
ausgeprigt. Tatsichlich erhilt man beim Ubergang zu Hyperflichen von (nearly)
parallelen Gy-Mannigfaltigkeiten, auch (nearly) halb-flache SU(3)-Strukturen [3].
Umgekehrt hat Hitchin in [10] gezeigt, dass sich jede halb-flache SU(3)-Struktur
zu einer parallelen Go-Strukutur auf M x R liften ldsst. Die Hitchin-Konstruktion
und zugehorige Anwendungen werden im vierten Kapitel genauer erlautert.

Wegen G C SO(7) induziert eine Go-Struktur stets eine Riemannsche Metrik g,
welche im Fall einer parallelen Go-Struktur Ricci-flach ist. Fiir nearly-parallel Go-
Strukturen kann man zeigen, dass g Einstein ist und konstante Skalarkriimmung
besitzt [6]. Dies motiviert die Frage, ob sich auch nearly-parallele SU (3)-Strukturen
zu nearly-parallelen Go-Strukturen liften lassen. Erstmalig wurde diese Vermutung
bereits in [5] formuliert. Tatsdchlich wird im fiinften Kapitel der vorliegenden Ar-
beit gezeigt, dass sich die Hitchin-Methode zur Konstruktion von parallelen Go-
Strukturen auch im nearly-halb-flachen Fall anwenden ldsst. Das Hauptresultat

dieser Arbeit lautet damit:

Jede nearly-halb-flache SU (3)-Struktur auf M ldsst sich zu einer nearly-parallelen
Go-Struktur auf dem Produkt M x I (fir ein hinreichend kleines Interval I) liften.

Wie auch bei Hitchin, mufs M hierzu geschlossen und orientierbar sein. Man ent-
wickelt die auf M gegebene (nearly) halb-flache SU(3)-Struktur mit der Zeit ¢ € I,
und erhélt somit eine ganze Familie von SU(3)-Strukturen auf M. Diese Entwick-
lung verlauft nach speziellen Evolutionsgleichungen, welche garantieren, dass die
geliftete Go-Struktur auf M x I (nearly) parallel ist.

Abschliefend wird im sechsten Kapitel eine Konstruktion von T?-Hauptfaserbiindeln

iiber Kéhlerflichen vorgestellt. Diese T2-Biindel besitzen wiederum eine halb-flache

1



SU (3)-Struktur, welche sich mit der Hitchin-Methode zu einer parallelen Go-Struktur

liften lasst.



1. G-STRUKTUREN, ZUSAMMENHANGE UND HOLONOMIE

Der Begriff der G-Struktur bildet ein einheitliches Konzept, um Geometrien auf
Mannigfaltigkeiten zu beschreiben. Dabei steht G fiir eine beliebige Liesche Unter-
gruppe von GL(n,R) und eine G-Struktur ist eine entsprechende Reduktion der
Strukturgruppe des Rahmenbiindels. Es stellt sich heraus, dass zahlreiche geome-
trische Strukturen hierdurch beschrieben werden kénnen. Ein bekanntes Beispiel
sind O(n)-Strukturen, welche mit der Wahl einer Riemannschen Metrik korrespon-
dieren. Extremale Beispiele sind aukerdem GL™ (n,R)- und {e}-Strukturen, welche
einer Orientierung bzw. einer Parallelisierung der Mannigfaltigkeit entsprechen. Um
die rein geometrische Definition mit algebraischem Leben zu fiillen, soll besonderer
Wert auf die Korrespondenz von G-Strukturen mit Tensorfeldern gelegt werden.
Im zweiten Teil wird der Zusammenhang zwischen Holonomiereduktionen und der
Existenz spezieller G-Strukturen diskutiert. Diese Strukturen zeichnen sich dadurch

aus, dass sie vertriglich sind mit einem gegebenem Zusammenhang auf M.

DEFINITION 1.1. Seien E, M und F Mannigfaltigkeiten. Eine surjektive Sub-
mersion 7 : F — M heifst Faserbiindel {iber M mit typischer Faser ' und Total-
raum ), falls eine Uberdeckung {U,} von M und Diffeomorphismen

b, = (T, pa): ﬂ_l{Ua} — Uy, x F

existieren, fiir welche die Abbildungen @, | —1(,) die Fasern E,, := 7~ *{m} diffeo-
morph auf F' abbilden. Die Ubergangsfunktion s, : Uy N Us — Dif f(F) zweier

solcher Diffeomorphismen @, und ®s ist definiert durch

@ﬁa(m) =P8l 1{m} © (Qﬁa|ﬂ-*1{m})_l F— F

Falls F = V ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum ist und die Ubergangs-
funktionen Isomorphismen V' — V sind, so heifst 7 : E — M ein Vektorbiindel
iiber M. Falls F = G eine Lie-Gruppe ist und die Ubergangsfunktionen Werte in
Lg:={Ly:G— G, ¢ — gg'} annehmen, so heift 7 : E — M ein Haupt-
faserbiindel iiber M. Insbesondere erhilt man eine freie Rechtswirkung von G auf
das Hauptfaserbiindel P := F

PxG— P durch p.g:= @;l(w(p),goa(p)g)

Man iiberlegt sich leicht, dass diese Wirkung wohldefiniert ist und einfach-transitiv

auf den Fasern von P wirkt.

BEISPIEL 1.2. Sei 7w : E — M ein Vektorbiindel iber M mit d := dim(V).
Das Rahmenbiindel FE von E ist ein GL(V)-Prinzipalbiindel und durch die Wahl

einer Basis (vy,..,v4) von V| ldsst sich eine Basis p = (X1, .., X4) € Fi, E von E,,



als Isomorphismus

p:V—FE, mit v—X;
auffassen. Ein Element ¢ € GL(V) wirkt dann auf p € F,,,F durch p.g := pog.
Falls E = TM gilt, so heifst FM das Rahmenbiindel von M. Ein lokaler Schnitt
s = (Xy,..,X,) in FM heifit integrierbar, falls paarweise [X;, X;] = 0 gilt. D.h.
genau, dass s lokal von der Form s = Ju ist, flir passend gewédhlte Karten v von
M.

BEIsPIEL 1.3. Eine abgeschlossene Untergruppe H einer Lie-Gruppe G ist be-
reits eine Untermannigfaltigkeit von G und damit eine Liesche-Untergruppe. Weiter

existiert nach [lit] genau eine Differentialstruktur auf G/H derart, dass

(i) Die Projektion 7 : G — G/H differenzierbar ist.
(ii) Zu jedem [g] € G/H existiert eine Umgebung U € Umg([g], G/H) und
eine differenzierbare Abbildung s: U — G mit 7o s = idy.
(iii) Die durch g¢.[¢'] := [gg'] definierte Wirkung von G auf G/H ist differen-

zierbar.

Die Abbildungen s aus (ii) entsprechen lokalen Schnitten in 7 : G — G/H, wo-
durch sich 7 : G — G/H als H-Prinzipalbiindel iiber der Basis G/H aufzufassen

lasst.

DEFINITION 1.4. Sei7: P — M ein G-Biindel und F eine Mannigfaltigkeit,

auf welche G durch (g, z) — g.z wirkt. Dann ist der Quotient
PxgF :=(PxF)/(p,x) ~ (pg, g~ ')

ein Faserbiindel iiber M mit typischer Faser F. PxqF heiftt das zu P und F
assoziierte Faserbiindel. Die Biindelprojektion ist gegeben durch 7 ([p, z]) := 7p(p)

und lokale Trivialisierungen ¢ von P induzieren lokale Trivialisierungen von P X g F'
durch @[p, z] := (7[p, x], p(p).x).

LEMMA 1.5. Schnitte im assoziierten Biindel P x ¢ F' korrespondieren mit dqui-
varianten Abbildungen P — F'| d.h. es gilt

{s e(PxcF)} LN {f: P — F &quivariant}

BEWEIS: Zu einem Schnitt s € I'(PxgF') und einem Element p € P wihle einen
beliebigen Repréasentanten (¢,x) € s(m(p)) und erhalte ein eindeutiges g € G mit
g.g = p. Man iiberlegt sich nun leicht, dass die Abbildung p — ¢~ '.z wohldefi-

niert und aquivariant ist. Umgekehrt induziert eine Abbildung f : P — F mit



ut

f(p.g) = g7 1. f(p) durch s(w(p)) := [p, f(p)] einen Schnitt in P xg F. Diese Kon-
struktionen sind offenbar invers zueinander.
O

DEFINITION 1.6. Eine Darstellung (V, g) der Lie-Gruppe G besteht aus einem
endlich-dimensionalen Vektorraum V und einem differenzierbaren Gruppenhomo-
morphismus ¢ : G — Aut(V'). Darstellungen von G auf V korrespondieren offenbar
mit Wirkungen G x V' — V| fiir welche v — gv eine lineare Abbildung V' — V'

ist. Es bietet sich daher die Notation gv := g.v := g(g)v an. Definiere weiter

(i) Fiir fy € V heifit Stabg(fo) := {9 € G | gfo = fo} die Isotropiegruppe
von fo. Staba(fo) ist eine abgeschlossene Untergruppe von G und damit

ebenfalls eine Lie-Gruppe.

(ii) Sei m: P — M ein G-Biindel und V eine G-Dartsellung. Eine dquivari-
ante Abbildung f : P — V heift ein Tensor auf M.

BEISPIEL 1.7. A € GL(n,R) wirkt auf einen (r,s)-Tensor fy € T"*R"™ durch
(A fo)(@1, oy an, oy ag) = fo(A ™ ay, ., A7 e, a1 0 A, L a0 A)

Fasse p € FM als Isomorphismus R" +—— T (,) M auf und definiere analog p.fo
sowie p~1.f fiir f € Ty, M. Dann ist die Abbildung

FM xgp TR — T™ M mit [p, fo] — p-fo

eine fasertreu Bijektion mit Umkehrabbildung f —— [p,p~!.f], wobei p € F,,M
beliebig gewihlt ist. Daher korrespondieren (r, s)-Tensorfelder auf M mit Schnitten
in FM xgr T"R", d.h. mit d4quivarianten Abbildungen f: FM — T7*R".

DEFINITION 1.8. Seien P(M,G), Q(M, H) zwei Prinzipalbiindel iiber M mit
Strukturgruppen H < G. @ heifst Unterbiindel von P, falls eine dquivariante, fa-
sertreue Einbettung i : Q — M existiert. Ein solches Unterbiindel nennt man auch
eine Reduktion der Strukturgruppe. Eine Reduktion des Rahmenbiindels F M auf
G < GL(n,R) heift eine G-Struktur auf M. Eine G-Struktur P(M,G) C F'M heifst
integrierbar, falls eine Uberdeckung von M durch integrierbare Schnitte s € T'(U, P)
existiert. Lokal existieren damit stets Karten v von M, fiir welche du einen lokalen
Schnitt in P definiert.

BEMERKUNG 1.9. Sei P(M,G) ein Prinzipalbiindel und H < G eine Liesche

Untergruppe. Weiter existiere fiir eine Teilmenge Q C P eine Uberdeckung von P



mit Trivialisierungen ® : 7= 1{U} — U x G, welche
o(r N U)NQ)=Ux H

erfiillen. Dann ist @ in kanonischer Weise ein Unterbiindel von P mit Struktur-

gruppe H.

SaTz 1.10. Ein Prinzipalbiindel P(M, G) besitzt genau dann ein H-Unterbiindel,
falls eine Uberdeckung von P mit lokalen Schnitten existiert, deren Ubergangsfunk-

tionen Werte in H annehmen.

BEwEIs: Lokale Schnitte s, in P liefern @, := so(m).H C P,,. Da die Ubergangs-
funktionen Werte in H annnehmen, ist @,,, unabhéngig von der speziellen Wahl des
Schnittes so. Die zugehorigen Trivialisierungen ®,, erfiillen dann offenbar 1.9, wes-
halb @ zu einem H Unterbiindel von P wird. Ist umgekehrt Q(M, H) C P(M,G)
ein H-Unterbiindel, so liefern lokale Schnitte s, in @ bereits lokale Schnitte in P.
Schnitte in @ unterscheiden sich jedoch durch Ubergangsfunktionen mit Werten in
H.

O

SATz 1.11. Sei V eine Darstellung der Lie-Gruppe G und fy € V. Die Stabg( fo)-
Unterbiindel eines G-Biindels P(M, G) korrespondieren mit Tensoren f : P — V|
fiir welche lokal stets Schnitte s von P existieren, so dass f o s = fj gilt. D.h.

{Q(M, Stabg(fo)) € P} &L {f : P — V squivariant, lokal fos = fo}

Ist @ C P ein solches Unterbiindel und f der hierzu korrespondierende Tensor, so

gilt aufserdem fiir ¢ € P
7€ Q< f(q) = fo

BEWEIS: Zu p € P, wihle q € Q,,, beliebig und setze

f(p):=g""fo.

wobei g € G durch p = ¢.g eindeutig bestimmt sei. Da zwei Elemente in @) sich
lediglich durch ein Element in Stab(fy) unterscheiden, ist f wohldefiniert. Aqui-
varianz und Loaklitdtseigenschaft sind trivial. Insbesondere folgt aus ¢ € @ sofort
f(q@) = fo. Ist umgekehrt f: P — V gegeben, mit der Eigenschaft, dass fos = f
fiir lokale Schnitte s in P gilt, so folgt aus

fo=fosa(m) = f(s5(m).sap(m)) = sap(m)".f o sg(m) = sap(m) " fo,

dass die Ubergangsfunktionen sqap zweier solcher Schnitte so, sg bereits Werte in
Stab(fo) annehmen. Daher ldsst sich eine Stab( fy)-Struktur wie in Satz 1.10 kon-
struieren. Sei q € P, mit f(q) = fo und s € I'(U, P) ein Schnitt in P mit fos = f



und m € U. Wie eben folgt, dass ¢ und s(m) sich duch ein Element in Stab(fy)
unterscheiden. Nach Konstruktion von @ (vgl. 1.10) folgt daher bereits ¢ € ). Man

sieht leicht, dass die obigen Konstruktionen zueinander invers sind.

O

BEMERKUNG 1.12.

(i)

(i)

(iii)

Seien V und W zwei G-Darstellungen. Fiir fo € V und gy € W, lisst sich
Q(M, Stab(fo) N Stab(go)) € P(M,G) kanonisch als Stab(fp)- und als
Stab(go)-Unterbiindel auffassen und induziert damit Abbildungen f und
g wie in 1.11. Der Beweis von 1.11 hat aufserdem gezeigt, dass fiir einen
beliebigen Schnitt s in Q) bereits f o s = fy und g o s = gg gilt. In diesem
Sinne sind f und g simultan von der Getsalt fy bzw. gg. Sind umgekehrt
f und g gegeben, so lafst sich @ wie in 1.11 rekonstruieren.

Im Sonderfall P = FM und V = T"*R"™ korrespondieren dquivariante
Abbildungen FM — T"*R™ mit (r, s)-Tensorfeldern f auf M. Die Lo-
kalitdtseigenschaft aus 1.11 iibersetzt sich dann zu f = s.f, fiir lokale
Schnitte s von F'M.

Aus 1.11 folgt sofort, dass eine Stab(fo)-Struktur f genau dann integrier-
bar ist, falls eine Uberdeckung von M mit lokalen Karten u existiert, fiir
welche f o du = fy gilt.

BEISPIEL 1.13. Sei M eine 2n-dimensionale Mannigfaltigkeit, (eq,..,e2,) die

Standardbasis des R?" mit Skalarprodukt go, komplexer Struktur Iy und symplek-

tischer Form wqy gegeben durch

go(eia ej) = 513
In(ej) ==ej1n und Ip(ejtn) = —¢;

wo :=go(lp.,.) = e Ae"™ 4. e A"

Mittels der Einbettung

GL(n,C) — GL(2n,R) =2 M(2n,R), A+ <

Re(A) —Im(A)
Im(A) Re(A)

erhélt man bzgl. der GL(2n, R)-Wirkung aus 1.7

Stab(go) = O(2n) Stab(Iy) = GL(n,C) Stab(wg) = Sp(2n,R)

Entsprechende G-Strukturen auf M korrespondieren daher nach 1.11 mit Tensor-

feldern

geD(TM* @ TM*) I eT(End(TM)) weD(A*T*M)



Die Lokalitétseigenschaft aus 1.11 garantiert, dass g eine riemannsche Metrik, I eine
fast-komplexe Struktur und w eine nicht-entartete 2-Form definieren. Bemerkung

1.12 (iii) liefert nun eine Interpretation des Integrierbarkeitsbegriffes:

(i) Eine O(2n)-Struktur g ist genau dann integrierbar, falls lokal orthonor-
male Basisfelder du existieren. Dies ist nach [Lit] dquivalent dazu, dass

der Kriimmungstensor der O(n)-Struktur verschwindet.

(ii) Eine GL(n,C)-Struktur I ist genau dann integrierbar, falls M eine kom-
plexe Struktur besitzt.

(iii) Aus dem Satz von Darboux folgt, dass eine Sp(2n,R)-Struktur w genau

dann integrierbar ist, falls w eine symplektische Struktur auf M definiert.

Satz 1.11 laft sich wie folgt auf beliebige abgeschlossene Untergruppen H C G

verallgemeinern

THEOREM 1.14. Sei P(M,G) ein Prinzipalbiindel und H C G eine abgeschlos-
sene Untergruppe. Dann gilt:

{Q(M,H) c P(M,G)} &L {s e T(PxcG/H)}

d.h. es existiert eine bijektive Korrespondenz zwischen Unterbiindeln Q(M, H) C
P(M,G) und Schnitten s € T'(PxgG/H).

BewEIs: Konstruiere zunédchst s aus @ C P durch s(m) := [g,[e]], wobei ¢ €
wél(m) C @ C P beliebig gewihlt sei. Damit ist s € I'(Px¢G/H) wohldefiniert,
da sich zwei Elemente aus g, !(m) lediglich durch ein Element aus H unterscheiden.

Ist umgekehrt s gegeben, so definiere zunéchst eine Teilmenge @@ C P durch

Q:={pe P|s(r(p) = [p,le]]}

Sei dann v; € T'(Uy, P) ein beliebiger lokaler Schnitt in P. Definiere o : U3 —
G/H durch a(m) := [g], wobei [g] € G/H das eindeutig bestimmte Element mit
s(m) = [y1(m)g,[€]] sei. Zu m € U wéhle einen lokalen Schnitt o € T'(Usz, G)
in g : G — G/H mit a(m) € Uy wie in 1.3. Wegen mg o 72 = idy,, gilt fiir
me U :=UNa 1 (Uy)

a(m) = [r2(a(m))] € G/H
Nach Konstruktion von « folgt also

(1) s(m) = [y1(m)-y2(a(m)), [e]] = [y(m), [e]],



wobei v € T'(U, P) ein lokaler Schnitt in P ist. Sei ® = (7, ) : 7~ HU} — U x G
die zugehorige Trivialisierung. Fiir p € 7~1{m} N Q gilt:

y(m).o(), [e]] "L [, [e]] <2 s(m) 2 [y(m), [€]]

weshalb ¢(p) € H und damit ®(p) € U x H folgt. Ist umgekehrt (m,h) € U x H,
so setze p := y(m).h. Also ®(p) = (m,h) und nach (1) gilt s(m) = [p, [e]], d.h.
p € 7 H{m} N Q. Nach 1.9 ist Q ein H-Unterbiindel von P. Die beiden Konstruk-

tion sind offensichtlich zueinander invers.
O

DEFINITION 1.15. Sei 7w : P — M ein G-Biindel und p € P. Das Differential
der Abbildung
R,:G — Prpy CP mit g+——pg
in e € G ist eine Abbildung von der Lie-Algebra g := T.G nach V,, := T}, Py, =
ker(m.p). Offenbar ist (Rp)se surjektiv und damit ein Isomorphismus von g nach
Vp. Fiir A € g heifst
A = (Bp)«e(A)

das zu A assoziierte vertikale Vektorfeld auf P.

DEFINITION 1.16. Ein Zusammenhang auf einem Faserbiindel 7 : E — M ist

eine differenzierbare Distribution D = {H,},cp von E, welche fiir alle p € E
T,E=H,®dV,

erfiillt. Dabei sei V), := T, Er(,) = ker(m.p). Ein Vektor X € T,E lésst sich damit
eindeutig in seine horizontale und vertikale Komponente hX € H, bzw. vX € V),

zerlegen. Fiir p € FE ist die Abbildung
Tap * Hy — Ty M

offenbar ein Isomorphismus. Der horizontale Lift eines Tangentialvektors X € T,, M
nach H, C T, E ist dann der eindeutig bestimmte Vektor hX € H, mit m,(hX) =
X. Ein Zusammenhang auf einem Hauptfaserbiindel P(M, G) ist eine entsprechende

Distribution, welche zusétzlich fiir alle p € P und g € G die Gleichung
Hyy = (Rg)*Hp

erfiillt, wobei R, : P — P die Abbildung mit p — pg sei. Eine weitere Moglich-
keit besteht darin, einen Zusammenhang durch seine Zusammenhangs 1-Form zu
beschreiben. Dies ist eine 1-Form Z auf P mit Werten in der Lie-Algebra g von G,

welche zuséatzlich den Bedingungen

(i) Z(A*)=A firalle Aeg.
(i) R;Z = Ad(¢g~")Z fiir alle g € G.
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geniigt. Nach 1.15 ist die Abbildung (Rp)« : § — V), ein Isomorphismus. Man
erhélt Z als inverse Abbildung hierzu, welche sich (bei gegebener Distribution)
durch Z(X) := Z(vX) auf ganz T, P fortsetzen lésst. Umgekehrt kann man jeder
g-wertigen 1-Form Z auf P, welche zusétzlich den Eigenschaften (i) und (ii) gentigt,
durch H, := ker(Z,) einen Zusammenhang zuordnen, welcher Z als Zusammen-
hangs 1-Form besitzt. Die Kriimmungs 2-Form Q := (dZ)h des Zusammenhangs Z

ist eine g-wertige 2-Form auf P, welche die Strukturgleichung
dZ=0-[Z,Z|

erfiillt. Insbesondere misst ) die Integierbarkeit der horizontalen Distribution. Die

Strukturgleichung erhdlt man aus Teil (i) und (ii) des folgenden

LEMMA 1.17. Fir A,Beg, X, Y € '(TM), g€ G und p € P gilt

(i) [A%, B*] = [A, B]*

(i) [A*, X*] =0
(ili) QX Vi) = Ad(g™)QUX;,Yy)

BEWEIS: Fiir ¢ € C°(P) rechnet man leicht [A*, B*]-¢ = [A, B]*-¢ nach, weshalb
(1) gilt. Teil (ii) erhélt man sofort aus der Tatsache, dass der Fluss ®; von A* durch
®; = Reypta) gegeben ist. Die Strukturgleichung liefert

ZIX* Y ], = —QX,, Y))
Hierau folgt
U Xpy, V) = dZ(Ry X, RgsY))
=Ry X)) - Z(RpY™) = RyY) - Z(Rgu X™) — Z[Rgu X, RgaY "] g
— Ry X} - Ad(g™)Z(Y") = Ry.Y; - Ad(g™) 2(X") = Z(Ryu[X",Y7],)
— —Ad(gHZ[X", Y,
— Ad(g)QUX;, V)

p>p

DEFINITION 1.18. Eine kovariante Ableitung V auf einem Vektorbiindel 7 :
E — M ist eine lineare Abbildung

V:I'(E) —T(T*"M ® E),

welche fiir s € T'(E) und ¢ € C*°(M) die Leibniz-Regel Vs = ¢Vs+dp®s erfiillt.

BEMERKUNG 1.19. Seien m: P — M ein G-Biindel und F' eine Mannigfaltig-
keit, auf welche die Lie-Gruppe G von links wirkt.
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(i) Ein Zusammenhang Z auf P induziert durch

H[ E = . H,P

P, ]
einen Zusammenhang auf F := P Xg F. Dabei sei 1, : P — FE die
Abbildung mit p — [p, z]. Dies ist wegen

tg—1zxHpgP = t4x Rg—1, Ry Hy P = 1. H, P

wohldefiniert.

(ii) Fir eine G-Darstellung V' definiere die kovariante Ableitung von s €
I'(P x¢ V) in Richtung X € T,, M durch

Vxs = [p,df (X;)],

wobei p € 71 C P beliebig gewihlt sei und f : P — V die mit s korre-
spondierende #quivariante Abbildung bezeichnet. Aufgrund der Aquivari-
anz von f gilt df (X7 ) = g~ '.df (X};), weshalb V xs wohldefiniert ist.

(iii) Eine kovariante Ableitung V auf einem Vektorbiindel E mit d-dimensionaler
Faser V, induziert einen Zusammenhang auf FE. Fiir p € F,, F sei dazu
s = (81,.,8q4) € T'(U,FE) mit Vs; = 0 fir ¢ = 1,..,d und s(m) = p.

Hierdurch ist s lokal eindeutig bestimmt und
H, :=s.(T,M) CT,FE

definiert einen Zusammenhang in F'E.

DEFINITION 1.20. Sei m : E — M ein Vektorbiindel {iber M mit einer ko-
varianten Ableitung V. Diese induziert nach 1.19 einen Zusammenhang auf dem
Rahmenbiindel F'E und damit eine Kriitmmungs 2-Form  auf FE. Definiere den
Kriimmungstensor RY € ['(A’T*M ® End(E)) von E durch

RY(X,Y) := [0, AUX,, Y, )] € FE xgrv) End(V) = End(E),
wobei p € F,E zu XY € T,,M beliebig gewéhlt sei. Dies ist nach 1.17 (iii)
wohldefiniert. Man kann zeigen, dass RV die bekannte Gleichung

RY(X,Y)s = [Vx,Vyls — Vixy]s

erfiillt.

DEFINITION 1.21. Sei Q(M,H) C P(M,G) ein H-Unterbiindel. Ein Zusam-
menhang auf @) ldsst sich stets dquivariant zu einem Zusammenhang auf P fort-

setzen. Umgekehrt induziert ein Zusammenhang {H),},cp auf P nicht stets einen
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Zusammenhang auf Q). Hierflir geniigt es jedoch zu fordern, dass fiir alle ¢ € Q
H, CT,Q

gilt. Man sagt in diesem Fall auch, dass der Zusammenhang auf @ reduziert.
Man kann leicht zeigen, dass ein Zusammenhang auf P genau dann auf ein H-
Unterbiindel Q C P reduziert, falls die zugehorige Zusammenhangs 1-Form Z ein-

geschrénkt auf 7'QQ nur Werte in der Lie-Algebra h C g von H annimmt.

SaTz 1.22. Sei f: P — V ein Stabs(fo)-Unterbiindel @ C P wie in 1.11 mit
zugehorigem Schnitt s € T'(P X V). Ein Zusammenhang Z auf P induziert nach
1.19 (ii) eine kovariante Ableitung V auf P x¢ V und es gilt

Z reduziert auf Q < Vs=0

BEWEIS: Wegen Q = f~1{fy} folgt die Behautung direkt aus der Definition von
Vs in 1.19 (ii).
d

DEFINITION 1.23. Sei P(M,G) ein Prinzipalblindel mit einem Zusammen-
hang Z und ¢ : [0,1] — M eine stiickweise differenzierbare Kurve in M von
mo := ¢(0) nach my := ¢(1). Fir p € P, existiert dann genau eine horizontale
Kurve ¢, : [0,1] — P mit ¢,(0) = p und 7o ¢, = ¢. Genauer erhilt man ¢, als
Integralkurve des gelifteten Geschwindigkeitsvektorfeldes ¢ [Sal. Lemma 2.3|. Die
Parallelverschiebung ldngs c ist dann die Abbildung

Z.: Py, — Py, mit pr— (1)

Da fiir g € G offenbar ¢,y = cpg gilt, erhélt man Z.(pg) = Z.(p)g. Fiir mg = mq =:

m definiere die Holonomiegruppe von Z durch
Hol(m) :={Z.: Py, — P, | ¢ € Loop(m)}

Wegen Z,,, = id;—1(p) und Z¢ o, = Zc, 0 2, ist Hol(m) eine Gruppe mit neutra-
lem Element c(t) = m und Z;! = Z_.-1. Falls M zusammenhingend ist, so hiingt
Hol(m) von der Wahl des Basispunktes m € M nur bis auf Konjugation ab. Fi-
xiert man hingegen p € P,,, so ldsst sich Hol(p) := Hol(m) als Untergruppe der

Strukturgruppe G von P auffassen. Definiere dazu
Hol(p) — G durch Z,+— g,

wobei g durch pg = Z.(p) eindeutig bestimmt sei. Aus der Aquivarianz von Z,.
folgt, dass diese Abbildung einen Gruppenmonomorphismus definiert, welcher wie-
derum nur bis auf Konjugation von der Wahl von p € P,, abhéngt. Fasse daher im

Folgenden stets Hol = Hol(p) C G als Untergruppe auf. Es gilt sogar
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THEOREM [SAL THM 2.6] 1.24. Hol C G ist eine Liesche-Untergruppe der
Strukturgruppe G.

DEFINITION 1.25. Sei P(M,G) ein Prinzipalbiindel mit Zusammenhang Z. Fiir
p € P sei Q(p) C P die Menge aller Elemente aus P, welche aus p durch Parallel-
verschiebung erzeugt werden konnen. In vertikale Richtung wird Q(p) also genau
durch die Wirkung von Hol(p) C G auf p erzeugt. Radiale Kurven (in einem Ko-
ordinatensystem auf M) durch w(p) € M lassen sich zu einem lokalen Schnitt in
Q(p) C P liften, wodurch Q(p) zu einem Hol(p)-Unterbiindel von P wird. Q(p)
heiftt das Holonomiebiindel von Z durch p.

THEOREM 1.26. Seien P(M,G) ein Prinzipalbiindel mit einem Zusammenhang
Z und H C G eine Liesche-Untergruppe von G. Dann sind dquivalent

(i) Hol(p) C H fiir ein p € P.

(ii) Es existiert ein H-Unterbiindel von P, auf welches Z reduziert.

Bewels: Fir p € P mit Hol(p) C H sei Q(p) das Holonomieunterbiindel von
P. Es geniigt zu zeigen, dass fiir ¢ € Q(p) stest H, C T,Q(p) gilt. Sei X € H,
und c¢ ein beliebiger Weg in M mit ¢(0) = 7, X. Fiir den horizontalen Lift ¢, von
¢ gilt dann 7,.¢,(0) = ¢(0) = 7. X, weshalb ¢,(0) = X folgt. Nach Konstrukti-
on besteht Q(p) genau aus denjenigen Punkten von P, welche mit p durch einen
horizontalen Weg verbunden werden kénnen. Daher ist X = ¢,(0) € T,Q(p). Sei
umgekehrt Q(M, H) C P(M, G) ein H-Unterbiindel, auf welches Z reduziert. Wah-
le p e @ und g € Hol(p) C G beliebig. Nach Definition von Hol(p) existiert dann
ein ¢ € Loop(m(p)) mit ¢,(1) = pg. Da Z auf @ reduziert, verlduft der horizontale
Lift ¢, von ¢ nach p € Q ganz in Q. Damit ist ¢,(1) € @ und aus ¢,(1) = pg folgt
ge H.

O
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2. STABILITAT

Im ersten Kapitel wurde gezeigt, dass Tensoren zur Beschreibung spezieller G-
Strukturen eine wesentlich Rolle spielen. Es stellt sich heraus, dass mittels spe-
zieller Differentialformen, SU(3)- und Ga-Strukturen sehr elegnat charakterisiert
werden konnen. Diese sogenannten stabilen Formen sind Thema dieses Kapitels,
fiir welches die Arbeit [Hitchin| als Grundlage dient. Zunéchst werden stabile 2, 3
und 4 Formen auf einem 6-dimensionalen (reellen oder komplexen) Vektorraum be-
schrieben. Wesentlich ist hierbei, dass solchen Formen w ein Volumenelement e(w)
zugeordnet werden kann, welches im Fall der stabilen 2-Formen gerade dem bekann-
ten Liouville-Volumen entspricht. Besonderes Interesse gilt aulerdem den stabilen
3-Formen, da diese eine komplexe Struktur auf dem zugrundeliegenden Vektorraum
induzieren. Im Folgenden sei (ey,..,e,) die Standardbasis des R™. Die zugehorige
Dualbasis sei mit (e!,..,e") bezeichnet. Identifiziere auferdem A" := A"R™ = R
und A* .= AFR™ 2 R(%) durch

=e A.ANe"=1>0 und w=wer)]rcq,.,

Dabei seien Qy », die lexikographisch angeordneten k-Tupel aus {1, ..,n} und w(ey) :=
w(eiy, ., €,,) fir I = (i1,..,i;) € Qg pn- Ein Element A € GL := GL(R") wirkt auf
w € AF durch

Aw:=w(A7 . A7)

Damit wird A¥ zu einer GL-Darstellung, d.h.
04 = (wr— Aw) € Aut(A¥)

Die Wirkung ist auferdem vertréiglich mit dem &ufseren Produkt und operiert auf
A™ durch Multiplikation mit det(A~1). D.h. es gilt [Anhang]

AwAp)=(Aw)A(Ap) und Ae=det(A " )e

fiir beliebige Formen w € A¥, € Al und € € A™.

DEFINITION 2.1. Eine k-Form w € A* heift stabil, falls ihr Orbit GL.w C A of-
fen ist. Entsprechend heifit eine k-Form w : FM — AF stabil, falls fiir alle p € FM
die k-Form w(p) € A* stabil ist. Die Menge der stabilen k-Formen auf M sei mit
QF,(M) bezeichnet.

BEMERKUNG 2.2. Sei w € A* mit Stabilisator H := Stabgr(w). Der Quotient
GL/H besitzt eine natiirliche differenzierbare Struktur, fiir welche gilt [Anhang]

f:GL/H — A* mit [A]—— Aw ist eine Immersion



Falls zusiitzlich dim(GL/H) = dim(AF) gilt, so ist [DG1 2.19] f eine offene Abbil-
dung und
GL.w = f(GL/H) C A* offen.

Insbesondere ist also GL.w eine regulire Untermannigfaltigkeit von A*, weshalb f als
Abbildung F : GL/H — GL.w eine Immersion bleibt [DG1 2.23]. Die Abbildung

GLw — GL/H, Awvr— [4]

ist offenbar wohldefiniert und invers zu F. Damit ist F eine bijektive Immersion
zwischen gleichdimensionalen Mannigfaltigkeiten, d.h. ein Diffeomorphismus. Da
meist (’;) > n? gilt, tritt Stabilitit nur fiir hinreichend kleine Dimensionen auf. Der

folgende Satz motiviert das Studium stabiler Formen:

SATZ 2.3. Seien w : FM — A eine stabile Differentialform auf einer zusam-
menhiingenden Mannigfaltigkeit M und wy € Im(w) C A* beliebig. Dann existiert
auf M eine Stabg (wo)-Struktur.

BEWEIS: Zeige zunéchst
(1) VYme M Ip=p(m) € F,M: w(p)=uw
Konstruiere mit (1) nun leicht einen Schnitt

s: M — FM x GL/Stab(wg), m v [p(m), [e]],

wobei p(m) wie in (1) beliebig gewihlt sei und e € GL das neutrale Element be-
zeichne. Da sich zwei Basen wie in (1) offenbar duch ein Element aus Stab(wp) un-
terscheiden, ist dieser wohldefiniert, und liefert nach Theorem 1.14 die gewiinschte
Stab(wg)-Struktur. Zum Beweis von (1) betrachte die Menge

W=W(wy) :={meM|3IpecF,M:wp) =uw}

Zu m € W wihle einen lokalen Schnitt s € T'(V, FM) iiber V. € Umg(m, M).
Wegen der Stabilitdt von w ist

me (wos) NGLw)CV

offen. In einer Umbgebung U von m hat also w o s Werte in GL.wp, d.h. w(s(m)) =
A.wy fiir ein A € GL. Damit gilt aber w(s(m).A) = wg, d.h. U C W. Ist umgekehrt
m € M\W, so wihle wy = w(p') mit p' € F,,M beliebig, und wie eben eine
Umgebung U C W(wp) von m in M. Angenommen es existiert ein p € FU mit
w(p) = wo (dh. UNW(wg) # 0), so folgt insbesondere GL.wy = GL.w(p). Nach
Konstruktion von U gilt aber auch GL.w(p) = GL.wy, weshalb GL.wy = GL.w,
folgt. Damit also
Q(p') = wy = Awp
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fiir ein passendes A € GL, weshalb w(p'.A) = wy folgt, im Widerspruch zu m €
M\W. D.h. es gilt bereits U C M\W. Damit ist W # ) offen und abgeschlosssen,
weshalb bereits W=M und damit (1) gelten muf.

t

DEFINITION 2.4. Definiere die folgenden Formen auf R®

(1) wp = e + 25 + 36
(2) o 1= €123 — (156 4 246 _ (345
(3) 0 = %wg — 1425 | (1436 | (2536

Sowie auf R”

(4) o = wo A €7 + o = €M7 4 €257 1 36T | 128 _ (156 | (246 _ (345
Die 3-Form ¢ ist der Realteil von

(5) ap = (e! +iet) A (e? +ie®) A (e +ie®) € A3 ®r C

und v beschreibt die kanonische 3-Form, welche durch das R7-Kreuzprodukt in-

duziert wird. Setze aufierdem

(6) 1 1= €23 4 156
(7) o == Im(ag) = €'26 — 135 4 234 _ 456 — _ 1

Definiere weiter fiir eine 6-dimensionale Mannigfaltigkeit M
Quo (M) := {w: FM — GL.wy C A? dquivariant} C Q*(M)

Analog: Qg (M) C Q3(M) und Q,, (M) C Q*(M).

DEFINITION 2.5. Definiere folgende Abbildungen
(i) n=6, k=3:

1
K :A* — Hom(R%,R®® A%) durch K,(z)(a) = 7% A (zap) A € A°

und )
A:A3 — (A%)? durch ¢ — étr(Ki)
(ii) n=6, k—4:
K:A* — Hom(R®*,R® @ A®) durch K,(a)(B):=BAaAnoecAS
und

A A — (A%*  durch o +— det(K,)
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(iii) n=7, k=3:
K:AS — Hom(RT,R™ @ A7) durch K ()(z)(y) = —%(xw) A (yb) At

und
A A3 — (A)? mit o det(Ky)

Man beachte, dass in (ii) und (iii) tatsichlich det(K,) € (A%)* := AS®..® A bzw.
det(Ky) € (A7) gilt [Anhang].

LEMMA 2.6. Die Abbildungen K und A sind in allen drei Féllen dquivariant.

BewEIs: Exemplarisch fiir den Fall (i):
2K(A.p)(z)(a) = a A (zuA.p) AN Ap
=aAnA (A 2ap) N A
=det(A YA La A (A eap) A
= det(A™ 2K (p)(A ' 2)(A L)
= 2(A.K(p))(x)(a)

Damit folgt aukerdem A(A.p) = det(A~1)2\(p), d.h. die Aquivarianz von .

BEISPIEL 2.7. Die 2-Form wy ist die kanonische symplektische Form auf R® und
erfiillt daher
Stabgr (wo) = Sp(6,R)
Es folgt
dim(GL) — dim(Stab(wp)) = 36 — 21 = dim(A?)
Nach 2.2 ist also wy stabil. Sei nun w € A? eine beliebige nicht-entartete Bilinear-
form. Bekanntlich gilt

w nicht-entartet < w3#0 < we GLw

Damit ist Stabgr(w) konjugiert zu Sp(6,R), weshalb w stabil ist. Zum Nachweis
der Riickrichtung betrachte das Liouville-Volumen

w3

e:A? — A, W -y
Unter der obigen Identifikation A2 = RY, AS =~ R entspricht dieses offenbar einem
Polynom ¢ : RY — R. Angenommen, es existiert eine stabile Form w mit e(w) = 0.

Dann folgt, dass bereits €/gr., = 0 gilt. Da jedoch GL.w offen ist, muk sogar e =0
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auf ganz A? gelten, im Widerspruch zu e(wg) = €9 = 6 # 0. Damit ist gezeigt
w ist stabil < w e GL.wy

Die stabilen 2-Formen stimmen daher genau mit den nicht-entarteten 2-Formen

iiberein und es gilt
Q5 (M) = Qu, (M)

LEMMA 2.8. Fiir die 3-Form ¢g rechnet man leicht nach, dass

+ejr3 Q€0 falls j € {1,2,3}

K, (ej) =
e —e;_3®e , falls j € {4,5,6)

gilt. Daher ist K, € Hom(R® RS ® A®) gegeben durch

0 —ids
K, — ®
o (idg 0 ) 0

Es folgt K2 = —idgs ® € und somit
Mpo) = —€5 <0
Fiir die Identitétskomponente Stabg(pg) des Stabilisators von g in GL gilt
Stabo(pe) = SL(3,C) C GL
Damit folgt dim(GL) — dim(Stabar(¢o)) = 36 — 16 = dim(A3), weshalb ¢y € A3

stabil ist.

BEWEIS: Anhang.

LEMMA 2.9. Fiir die 4-Form oy rechnet man leicht nach, dass

, +eii3®e ,fallsje {1,2,3
L
—e;_3®€ falls j € {4, 9, 6}

gilt. Somit also
Aoo) = €
Fiir die Identitétskomponente Stabg(op) des Stabilisators von o in GL gilt
Staby (o) = Sp(6,R) C GL

Damit folgt dim(GL) — dim(Stabgr.(00)) = 36 — 21 = dim(A*), weshalb oq € A*
stabil ist.
BEWEIS: Anhang.
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LEMMA 2.10. Fiir die 3-Form vy berechnet man
Klllo (ei,ej) = (Sijéo und )\(’(/}0) = Eg
Weiter gilt nach [Salamon Lemma 11.1]

StabGL (’(/Jo) = G2

Wegen dim(GL(7,R)) — dim(G3) = 49 — 14 = 35 = dim(A3R™) ist also 9 stabil.

BEWEIS: Anhang.

DEFINITION 2.11. Definiere die folgenden Gegenstiicke zum Liouville-Volumen

(1) €: GLwo — A®  durch wr— —uw?
(2) €: GL.pg — A®  durch ¢ — (=A())?
(3) €: GL.og — A5 durch o — (\(0))3
(4) €: GL.apg — A7 durch ) — (A(¢))5

Beachte dabei, dass nach 2.8 und 2.9 gerade A(¢g) < 0 und A(op) > 0 gilt. Auf-
grund der Aquivarianz transformiert A\ auf GL.pg bzw. GL.0o mit der zweiten-
bzw. vierten Potenz der Determinate und dndert somit das Vorzeichen nicht. Nach
Konstruktion gilt stets

€(po) = €o,
fiir jeden Modelltensor pg € {wo, 0, 00, %o }. Die Aquivarianz von X iibertrigt sich

wie folgt
A.e(p) , falls p € GL.wy oder p € GL.4yg
«(A.p) =
sgn(A)A.e(p) , falls p € GL.gg oder p € GL.og

Dabei bezeichne sgn(A) das Vorzeichen der Determinate von A € GL.

DEFINITION/LEMMA 2.12. Auf der offenen Menge G L.pq definiere die folgen-
de Abbildung
1

I:GL.woy — End(R®) durch ¢+ —
()

K(p)

Fiir die kanonische komplexe Struktur Iy auf R® und A € GL gilt dann

(i) I(o) = Io
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(if) I(A.p) = sgn(A)A.I(p)

(iii) I()? = —idgo

Beweis: Teil (i) folgt direkt aus 2.8 und €(pg) = €o. Aus der Aquivarianz von K
und e folgt sofort (ii). Schlieflich ergibt sich aus (i) und (ii)

I(p)? = I(A.pg)? = (sgn(A)A.Iy)? = AoIpo A" o AoTyo A™! = — Alidge = —idgs

DEFINITION/LEMMA 2.13. Auf der offenen Menge G L.1) definiere die folgen-
de Abbildung
1
g:GLay — R™ @R™ durch ¢ +— WK(w)
€

Fiir die eukilidische Metrik go auf R” und A € GL gilt dann
() 9(¥0) = 90
(i) g(A) = A.g(¥)

(iii) g(1) definiert eine Metrik auf R®

BeEwEIs: Aus 2.10 folgt (i). Teil (i) ergibt sich wiederum aus der Aquivarianz von
K und e. Symmetrie, Bilinearitdt und Positivitdt von go tibertragen sich durch (i)
und (ii) auf g(v).

O

BEMERKUNG 2.14. Aus 2.13 (und A(A.¢)) = det(A71)2A(v))) folgt
StabGL(wo) =Gy C SO(?)

Eine Reduktion auf G induziert also eine Reduktion auf SO(7), welche durch die
Metrik g(+) und die Volumenform e(1)) explizit gegeben ist. Ahnliches ldsst sich im
Fall der 3-Form ¢y beobachten. Hier gilt nach 2.8

Stabo (o) = SL(3,C) € GL(3,C)

Die Tatsache, dass lediglich die Identitdtskomponente des Stabilisators eine Re-
duktion auf GL(3, C) induziert, spiegelt sich im Transformationsverhalten von €(y)
und I(p) wider. Wie oben gezeigt, sind I und e nur fiir A € GL* dquivariant. Eine
Reduktion auf GL(3, C) ist also allein mit der 3-Form ¢ nicht mdglich. Sie lésst sich
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jedoch nach Wahl einer Orientierung erreichen und ist dann durch die Abbildung

I aus 2.12 explizit gegeben. Genauer erhélt man:

KOROLLAR 2.15. Sei M eine 7-dimensionale Mannigfalltigkeit und ¢ € Qy, (M).

Dann sind

(1) e(): FM — AT mit p+— e((p))
(2) g(¢) : FM — R™@R™  mit p+— g(1(p))

dquivariante Abbildungen und definieren eine Volumenform bzw. eine Metrik auf M.

KOROLLAR 2.16. Sei M eine 6-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Orientierung
F*M C FM und ¢ € Qg (M). Dann sind

(1) e(p) : F*M — A° mit  pr— e(p(p))
(2) I(p) : F*M — End(R") mit p+—— I(p(p))

G L*-iquivariante Abbildungen, welche sich kanonisch zu G L-iquivarianten Abbil-
dungen auf ganz FM fortsetzen lassen. Damit definiert e(p) eine Volumenform und
I(p) eine fast-komplexe Struktur auf M. Ist zusétzlich w € €, (M) eine stabile 2-
Form auf M, so heifst das Paar (w, ) positiv, falls fiir X # 0 stets w(X, I(¢)X) >0
gilt.

BEMERKUNG 2.17. Fiir pg € {wo, @0, 00,%0} ist GL.py C A* offen und die
Abbildung € : GL.py — A™ ist offenbar differenzierbar. Aus der Aquivarianz folgt
fir t e R\ {0}

e(t*p) = t"e(p)

Damit ist € homogen vom Grad 7 und nach Euler gilt
n
Dpe(p) = Ee(p)
Das Dachprodukt liefert einen Isomorphismus A% = Hom(AF, A™). Wegen De :
GL.pg — Hom(AF, A"), existiert daher fiir p € GL.py genau ein p € A"~ * mit

1
Dye()==pA.
pe(-) 2P
Insbesondere gilt damit
k
e(p)=--pPAp

T on
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LEMMA 2.18. Fiir p € GL.pp und A € GL gilt

= A.p , falls p € GL.wg oder p € GL.)g
p=
sgn(A)A.p , falls p € GL.pg oder p € GL.og

BEWEIS: Fiir p € T4 ,GL.pg = AF gilt
Do pe(p) = lim e(A.p + 17)
= sgn(A)det(A™1) }1_1}(1) e(p+tA~1D)
= sgn(A)det(A1)D,e(A™1.p)
Dabei tritt sgn(A) nur im Fall py € {¢g, 00} auf (vgl. 2.11). Hiermit folgt
ApNp=Daye(p)
gn(A)det(A1)D,e(A1.p)
gn(A)A.(p A AT1D)
gn(A)A.

b>

und damit die Behauptung.

SATZ 2.19. Die Formen p haben die folgende Gestalt

=—w, fallso=31w?e€ GL.0y.

Insbesondere erhélt man fiir p € Q,, (M) (nach eventueller Wahl einer Orientierung
auf M) eine ebenfalls stabile Form p € Q(M).

BeweIs: Fiir Teil (1) berechnet man sofort
. 1
Dye(w) = —§3w ANw= —iw Aw
Teil (2) und (3) erhélt man [Anhang], indem man zunéchst die Gleichungen fiir die
Modelltensoren g bzw. og tiberpriift und anschlieffend Lemma 2.18 benutzt.
(]

DEFINITION/LEMMA 2.20. Fiir ¢ € GL.gg definiere eine komplexwertige 3-

Form durch
alp) == +ip
Aus 2.17, 2.18 und 2.19 folgt sofort
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(i) alpo) = ao

(i) a(A) = A.@ , falls sgn(A)>0
A.a(p) , falls sgn(A)<0

(iii) €(p) = gia AN

LEMMA 2.21. Fir ¢ € GL.pg und w € GL.wy gilt

wAp=0 < w(,I(p).) ist symmetrisch < wAPp=0

BEWEIS: Waihle eine Basis bzgl. welcher ¢ von der Gestalt ¢¢ ist. Entwicklung
von w nach dieser Basis und anschlieffende Berechnung von w A ¢ bzw. w A @ liefert
die Behauptung.

O

LEMMA 2.22. Sei M eine kompakte orientierte Mannigfaltigkeit und py € {wo, 0, 00, %0}
Dann ist Q,,(M) C QF(M) offen und die Abbildung

V:iQp(M)— R mit p»—>/ e(p)
M

ist differenzierbar mit

N |

DY) = [ Dyel) -

/ﬁmb
M

Weiter gilt fir F' € Dif fL (M)

F'peQp(M) und V(F*p)==xV(p)

BEWEIS: Sei p € FM mit o(p) = 0o. Dann folgt
(F*o)(F7'p) = o(F.F"'p) = 09
Also ist F*p € Q,,(M) und aus der Transformationsformel erhélt man sofort
V) = [ dro = [ Fe(o) = £V (o)
M M

Die Differenzierbarkeit von V wird im Anhang iiberpriift.
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BEMERKUNG 2.23. In 2.7 wurden die stabilen 2-Formen auf einer 6-dimensionalen
Mannigfaltigkeit M durch Q2,(M) = Q,,, (M) klassifiziert. Fiir stabile 3-Formen er-
héalt man [Hitchin| eine &hnliches Resultat, welches fiir diese Arbeit jedoch nicht

von wesentlicher Relevanz sein wird:
Q3 (M) = Quy (M) UQy, (M)

Eine 3-Form liegt genau dann in der ersten bzw. zweiten Komponente, falls A < 0
bzw. A > 0 gilt. Die Eigenschaft A(¢) < 0 wurde bei der Definition der Volumen-
form €(yp) und der fast-komplexen Struktur I(y) wesentlich benutzt. Im Folgenden

sei daher mit einer stabilen 3-Form ¢ stets eine Form mit A(¢) < 0 gemeint.

ERWEITERUNG 2.24. Hitchin Theoreme 1,5 und 6. Klassifikation von 3-Formen

ausfiithren?



3. DARSTELLUNG VON SU(3)-STRUKTUREN DURCH STABILE FOR-
MEN

Eine Ga-Struktur auf einer 7-dimensionalen Mannigfaltigkeit M besteht nach 1.11
und 2.10 aus einer stabilen 3-Form 1, welche lokal von der Gestalt ¢y (siehe 2.4)
ist. Die Ergebnisse des letzten Kapitels ermoglichen nun ebenfalls die Beschreibung
von SU(3)-Strukturen durch stabile k-Formen. Diese Darstellung bildet die Basis
fiir die Konstruktion von parallelen Gy-Strukturen. In der zweiten Hilfte dieses
Kapitels wird ein Verfahren diskutiert, welches die Konstruktion einer ganzen Fa-
milie von SU(3)-Strukturen aus einer gegebenen SU (3)-Struktur ermdglicht. Eine
Anwendung hierzu findet sich in Kapitel 6.

LEMMA 3.1. Fiir die Form ag := (e! +ie"1) A A (e +ie?™) € A?" @ C und
A € GL(n,C) gilt
A.ag = detc(A Hag

Daher folgt Stabg(n,c)(a0) = SL(n,C).
BEWEIS: Wegen A~! € GL(n,C) besitz A~! die Gestalt
B —-C
A1< >NB+iC’€GL(n,(C)
C B

Da auferdem fiir die Basis a; := Ae;

2n 2n
Ael =dl = Z a’(ep)e” = Z el (A ey ek = Z aj_klek
k=1 k=1
gilt, folgt hieraus
2n n
A(ed iedT) = Z( ajy +iagl, ) Z ikt ic) (eF 4 et
k=1 k=1

und damit
A.ag = detc(B +iC)ag = detc(A™

BEISPIEL 3.2. Sei M eine 2n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Nach 1.11 korre-
spondiert eine U(n)-Struktur auf M, wegen

U(n) = GL(n,C) N O(2n,R) = Stab(Iy) N Stab(go),
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mit einer fast-komplexen Struktur I und einer Metrik g auf M, welche in dem Sinne

kompatibel sind, dass lokale Schnitte s von FM existieren mit
Tos=1Iy und gos=go

Da beide Gleichungen fiir denselben Schnitt s gelten, erhilt man g(I.,1.) = g. Die
zugehorige Kahler-Form w := ¢(I.,.) ist dann eine nicht-entartete 2-Form auf M,

welche den Bedingungen

(1) w(X, 1Y) = w(Y,IX)

(2) w(X,IX) >0, fuir X #£0.

geniigt. Ist umgekehrt ein Paar (w, I), bestehend aus einer nicht-entarteten 2-
Form w und einer fast-komplexen Struktur I gegeben, welche (1) und (2) erfiillen,
so definiert g(X,Y) := w(X,IY) eine Metrik auf M. Induktiv konstruiert man

lokale orthonormale Basisfelder der Gestalt
s=(X1,.., Xn, I X1,.,1X,),
flir welche offenbar [ o s = Iy und g o s = gg gilt. Damit ist gezeigt

{Pc FM U(n)-Struktur} <5 {(w, I) mit (1) und (2)}

Sei nun P = (w, I) eine fest gewihlte U(n)-Struktur. Nach Konstruktion sind w
und I auf P konstant vom Wert wg bzw. I;. Weiter folgt aus 3.1

Staby (ny (o) = SL(n,C)NU(n) = SU(n)

Nach 1.11 korrespondieren daher SU(n)-Reduktionen von P mit dquivarianten Ab-
bildungen a : P — A3 ®g C, fiir welche lokale Schnitte s von P existieren mit
aos = ap. Aus der Aquivarianz von a und 3.1 folgt, dass fiir alle p € P ein
A(p) € S C C existiert mit a(p) = A(p)ag. D.h. es gilt

(3) [OAS SlOé()

Ist umgekehrt o mit dieser Eigenschaft gegeben, so ist wegen A\(p) € S*

A(p) = (Aép) id0_1> € Un)

und es folgt

= A(p)detc(A(p))ao = [A(p)[*a0
= 0¢O
Damit ist gezeigt

{Q c FM SU(n)-Struktur} <=5 {P(w, I), o mit (1), (2) und (3)}
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Im Fall n=3 lassen sich SU(3)-Strukturen mit Hilfe von stabilen Formen beschrei-
ben: Definiere auf der SU(3)-Struktur @ = (P(w, I), «) eine dquivariante Abbil-
dung
©:Q — A* durch ¢+ Re(a(q))

Nach Konstruktion ist a auf Q konstant vom Wert o, weshalb ¢|g = ¢p gilt. Damit
lisst sich ¢ durch ¢p(q.A) := A~ 1.p(q) dquivariant auf FM fortsetzen und liefert
somit eine stabile 3-Form mit fast-komplexer Struktur /() und Volumenform e(y),
auf der durch w orientierten Mannigfaltigkeit M. Da () C P ist die urspriingliche
fast-komplexe Stuktur I auf Q konstant vom Wert Iy. Ebenso ist mit ¢ auch I(y)
auf Q konstant vom Wert Iy, weshalb I(¢) mit I iibereinstimmt. Gleichungen (1)
und (2) sind daher nach 2.21 und 2.16 dquivalent zu

(D wAe=0

(I1) (w, ¢) ist positiv

Da w auf P konstant vom Wert wy ist, gilt fiir p € P und a(p) = A(p)ag

e(¢(p) = %ia(p) Aa(p) = [MD)|2e0 = [A(p)[e(w(p))

Die Forderung o € Stayg ist daher dquivalent zu

(I11) e(w) = €(p)

(IV) (A (COZO

Sind umgekehrt zwei stabile Formen w und ¢ mit (I), (II) und (III) gegeben,
so gilt fiir I := I(y) wie in 2.16 bereits (1) und (2). Damit ist P(w,I(p)) ei-
ne U(3)-Struktur. Konstruiert man anschliefend eine U(3)-Aquivariante Abbildung
a: P — A3 ®g C aus der stabilen 3-Form ¢ wie in 2.20, so gilt bereits (IV): Zu
p € P existiert aufgrund der Stabilitit von ¢(p) ein A € GL(6,R) mit ¢(p) = A.¢o.
Falls det(A) < 0, so ersetze A durch AJy, wobei

Jo = (de" 0 > € GL(6,R)

0 —ng

Dann gilt noch stets AJy.o0 = A.oo = ¢(p), jedoch ist det(AJy) = —det(A) > 0.
Gelte daher ohne Einschrankung det(A) > 0. Aus 2.12 folgt

D.h. A € GL(3,C), weshalb nach 3.1 und 2.20

a(p) = a(A.po) = A.ag = detc(A™ )y € Cag
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Damit ist gezeigt:

THEOREM 3.3. Sei M eine 6-dimensionale Mannigfaltigkeit. Dann gilt

{Q c FM SU(3)-Struktur} <=5 {(w, ) stabil mit (I), (II) und (III)}

THEOREM 3.4. Sei M eine 6-dimensionale Mannigfaltigkeit mit einer SU(3)-
Struktur (w, ). Fir 0 € R sei ¢y := cos(f)y — sin(f)p. Dann definiert (w, ¢g)
ebenfalls eine SU(3)-Struktur auf M mit

BewEIs: Die SU(3)-Struktur (w, ) korrespondiert mit einer U(3)-Struktur P(w, I)
und einer 3-Form o = ¢ + i wie in 3.2. Die Forderung (3) aus 3.2 bleibt dann
fiir ag := e erhalten, weshalb (P(w, I), ag) ebenfalls eine SU(3)-Struktur auf M
definiert. Diese korrespondiert wiederum mit (w, Re(ag) = cos(8)p — sin(0)®) und
insbesondere erhélt man @y = Im(ag) = cos(0)p + sin(f)p. Aus 2.17 folgt hieraus
1. 1.

1PN we = 10N =elp)

Gleichung (iii) erhélt man aus 2.12 und einer direkten Rechnung in lokalen Koor-

€(pg) =

dinaten [Anhang].
]

DEFINITION 3.5. Eine SU(3)-Struktur (w, ¢) heifst
nearly-Kahler :& dv=3p und d@+2w?=0
halb-flach :& dp=0 und dw?=0
nearly-halb-flach :<  dp + Aw? = 0 fiir ein A € R\ {0}.

Jede nearly-Kahler Struktur (w,¢) ist also halb-flach und die zugehérige SU(3)-
Struktur (w, ) ist nearly-halb-flach. Die Bezeichnung ist dadurch motiviert, dass
sich die Dimension der Torsionskomponenten 7 € R™* ® su(3), einer halb-flachen
SU(3)-Struktur, genau um die Halfte reduziert [Chi].

DEFINITION 3.6. Eine Go-Struktur v heifst
parallel :< dp=0 und dxyp=0
nearly-parallel :& dp = A x4 fiir ein A € R\ {0}.



29

Die Begriffswahl erklart das folgende

THEOREM [SALS.164 LEM11.5] 3.7. Eine Ga-Struktur 4 besitzt genau dann
Holonomie Go, falls diyy = 0 und d x ¢ = 0 gilt.

SaTz 3.8. Sei (w,¢) eine SU(3)-Struktur auf M und F € TI'(Aut(T'M)). Dann
definiert
wp:=Fw:FM — A?> mit p— F(p).w(p)

pp=Fp:FM — A*> mit p~—— F(p).p(p)

ebenfalls eine SU(3)-Struktur auf M.

BEWEIS: Nach Definition sind die Abbildungen wpr und ¢p &dquivariant. Falls

w(p) = wp gilt, so erhélt man

wr(p-F(p)) = F(p)~'wr(p) = F(p)~".F(p).wo = wo
und somit die Stabilitdt von wg bzw. ¢ p. Damit bleiben die Kompatibilitédtsbedin-
gungen aus 3.3 zu iiberpriifen. Man erhélt sofort
wrApr=B.(wAp)=0
sowie
e(wp) = FLe(w) = FLe(p) = e(or)
Fiir die induzierte fast-komplexe Struktur gilt aufserdem
I(pp) = FI(p) =Fol(p)o F*
und damit
wr(X, I(pp)X) = w(F X, I(p) o F71X) > 0,
falls F71X #0,d.h. X #0.

THEOREM 3.9. Sei (w, ¢) eine SU(3)-Struktur auf M mit zugehoriger Metrik g,
und & € T'(T'M) ein Vektorfeld auf M mit ||£]| = 1. Dann definiert

we =ENIE+Ep

pe = —p+EN(Eap) +HENW

Pei=—Q+IENTELD) +IENW

ebenfalls eine SU(3)-Struktur auf M. Identifiziere dabei TM = T*M mittels der
Metrik g.
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BEWEIS: Zerlege TM bzgl. der Metrik g in
V= Spann{¢,I1¢} und H:=V*+cTM
Seien pry und pry die zugehorigen Projektionen und
1
F:=pry + —=(pra oI +&up) € T(End(TM))
V2
Nach Wahl einer SU (3)-Basis
p= <§7X27X37I£7IX27IX3)

mit ¢(p) = o, w(p) = wo und I(p) = Iy, identifiziere T,y M = R® durch V =
Spann{e1, es} und H = Spann{es, es, €3, eg}. Damit folgt

Fer=er  Fplea= Z(esten)  Plo)es = sleo—ea)
F(ples = ey F(p)es = —%(66 +e3) F(p)es = %(65 —e3)

Wegen g(p) = go, folgt hieraus, dass g(p)(F(p)e;, F(p)e;) = 0i; gilt. Auferdem
berechnet man, dass det(F(p)e;) = 1 gilt, weshalb F' € T'(Isom™ (T M)) folgt. Nach
3.8 definiert dann

we:=Fw und ¢¢:=F.p

eine SU(3)-Struktur auf M und mittels der Formeln fiir F'(p)e; berechnet man
we(p) = F(p)wo = ¢! +e* — ¢ = (ENTE +E29) (p)

(o =€ 40 4+ &3 — 20 = (o + EA (Eup) +EAW) (D)

Pe(p) = Fp)-po = e — !0 — e — %10 = (=@ + IE N (1€.7) + IE Aw)(p)

hS
a
S
I
=
=)
S

BEMERKUNG 3.10. Nach Konstruktion von we in 3.8 gilt

e(we) = €(Fw) = Fee(w) = det(F')e(w) = e(w)

und damit wg = w3,
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4. HiTcHINS THEOREM

LEMMA 4.1. Sei (wi,pt)ter eine Familie von SU(3)-Strukturen auf einer 6-
dimensionalen Mannigfaltigkeit M6, welche differenzierbar von t abhingt. Setze
die Formen w; und ¢; kanonoisch auf M” := M?® x I fort und definiere eine 3-Form
auf M7 durch Yim,t) = We,m N At + @em fir (m,t) € M7. D.h.

Yvi=wAdt+ ¢

Dann definiert v eine Go-Struktur auf M’ und induziert damit nach 2.15 eine

Metrik und eine Orientierung auf M7, fiir welche gilt

(1) *¢p = =P A dt — Fw?
(2) d™ = (d®w — @) A dt + d®¢p

(3) d"*1p = (—d°P —wAW) Ndt —w A dSw

Mit d” bzw. d® sei dabei die dufkere Ableitung auf M’ bzw. M® bezeichnet und w

bzw. ¢ steht fiir % bzw. 08“;‘.

BEWEIS: Da (wy, ¢;) eine SU(3)-Struktur auf M definiert, existieren lokale Schnitte
s; von FMS, lings derer w; und ; konstant vom Wert wy bzw. ¢ sind. Offen-
bar definiert dann s(m,t) := (s:(m), %|(m7t)) einen lokalen Schnitt in FM7, fiir
welchen 1) o s = 9y gilt. Nach Konstruktion von ¢(1) in 2.15, sind diese Schnitte
orthonormal, weshalb

(x1)) 05 = x(p08) = *1hg = —Pg N e’ — %w%
und damit (1) folgt. Sei x := (u,t) eine lokale Karte von M7 = M® x I. Da ¢ trivial
auf M7 fortgesetzt wurde, gilt

o= ¢z’
I€eQs.6

Damit folgt

6
de(xr) dp(xr) :
7o i 1 Iy _ 46,
dcp—IGEQM[IE:l oz, ' ANz’ + 5 dt Nz’ =d°0— o Adt

Entsprechend erhilt man fiir die 2-Form w und die 3-Form @ die Gleichungen

dw=dw+ONdt und d7¢=dG— 3 Adt
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Gleichung (2) erhélt man dann aus
Ay =d(wAdt+¢)=dwAdt+d o
= (PwH+OANdt)Ndt +dSp — pAdt
= (d%w — @) Adt +d°y
und ebenso Gleichung (3)
d" s =d (—pAdt — %&) =-dPAdt —wAd'w
= —dSGAdt —wA (dPw+ o Adt)

= (—dG—wAO)ANdt —w A dw

BEISPIEL 4.2. Sei (w, ) eine SU(3)-Struktur auf M mit zugehériger Metrik g.
Fiir t € Ry definiere

wei=t2w und @ =t
Offenbar ist (wy, ;) eine Familie von SU(3)-Strukturen auf M% und die zugehérige
G-Struktur auf M7 := M® x R+ ist gegeben durch v := w Adt+ . Mit g(¢)) bzw.
g¢ sei die zugehorige Metrik der Go-Struktur auf M7 bzw. der SU(3)-Struktur auf
M bezeichnet. Zunichst gilt fiir A(t) :=t~1id € GL(6,R) und p € FM nach 2.12

1(t0)(p) = I(£o(p)) = I(A(t)-0(p)) = A(t) o I(¢(p) o A(t) " = I()(p)

und damit g; = wi(., I(¢y).) = t2w(., [(t3¢).) = t2g. Aus dem nichsten Satz erhilt
man daher

g(p) = t?g + dt*

Die induzierte Go-Metrik ist also genau die Kegelmetrik auf M% x R.

SATZ 4.3. Sei (wi,pt)ier eine Familie von SU(3)-Strukturen auf M® mit zu-
gehoriger Metrik g¢ = wi(., I(¢¢).) und ¢ die in 4.1 definierte Ga-Struktur auf
M7 := MS x I. Dann ist M7 ein verallgemeinerter Zylinder, d.h. fiir die Metrik
g(¢) der Ga-Struktur gilt

g() = g + dt* = wi (., I(py).) + dt?

BEWEIS: Fiir eine Familie (wt, ¢¢)ter von SU(3)-Strukturen existieren Basen p; €

FM mit w(py) = wo und @4 (pr) = @o. Fiir py := (py, %) gilt daher (p;) = 1o und
nach 2.10 ist g(v)(p:) = go. Da aukerdem

(g¢ + dt*)(Pe) = we(pe) (- L(e(pe)).) + " @€’ = gf + e’ @e’ = go



33

gilt, folgt die Behauptung.

BEMERKUNG 4.4. Wegen 4.1 liegt es nahe, die Gleichungen d®w = ¢ und d®% +
w Aw = 0 zu untersuchen. Im Beispiel 4.2 iibersetzen sich diese nach einer kurzen
Rechnung in
d®w =3¢ und d°@+2w*=0

Eine nearly-Kéhler Struktur (w, o) liisst sich also als Familie (t2w, t3) zu einer par-
allelen Go-Struktur liften. Im Folgenden wird gezeigt, dass sich bereits halb-flache
SU(3)-Strukturen zu Ga-Strukturen mit Holonomie G5 liften lassen. Dabei stimmt
die Konstruktion im nearly-Kéhler Fall mit der obigen Konstruktion iiberein. Halb-
flache Strukturen sind (im Vergleich zu nearly-Kéhler Strukturen) relativ einfach
zu konstruieren, weshalb die Abschwichung der nearly-K&hler Voraussetzung auf
Halbflachheit sehr stark ist.

LEMMA 4.5. Sei M eine n-dimensionale kompakte, orientierte Mannigfaltigkeit
und w € QF(M). Dann gilt

(VUGQ"”“(M):/w/\n:O) = w=0
M

BEwEIs: Nach Wahl einer Metrik, ist der zugehorige Hodge-Operator * definiert
durch

O:/ wAn=<*w,n >,
M

wobei <,> das durch die Metrik auf Q" ~*(M) induzierte Skalarprodukt bezeichne.
Die Nicht-Entartetheit von <> liefert damit *w = 0, d.h. w = 0.
O

DEFINITION 4.6. Sei M eine geschlossene, orientierte Mannigfaltigkeit. Weiter
seien ¢ € Q3(M), o € Q*(M) geschlossen. Fasse die Kohomologieklassen

A=+ Q% (M) = [¢] € Hjp(M)
Bim o+ QL (M) = o] € Hip(M)
als affine Unterriiume von Q2(M) bzw. Q*(M) auf und identifiziere damit
T,A=0Q2 (M) und T,B=Q (M)

Definiere eine nicht-entartete schiefsymmetrische Bilinearform €2 auf A x B durch

da1 dOtQ L _
(g5, )+ (a2 = f o2 —x
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Wegen OM = 0, ist diese nach dem Satz von Stokes wohldefiniert. Die Nicht-

Entartetheit folgt ebenfalls aus dem Satz von Stokes, zusammen mit 4.5.

DEFINITION 4.7. Sei (w, ¢) eine halbflache SU(3)-Struktur auf einer geschlosse-
nen Mannigfaltigkeit M. Definiere offene Teilmengen A C A und B C B durch

A=ANQy, (M) und B:=BNQ, (M)
Dabei seien A := [¢] und B := [0 := $w?]. Definiere damit eine Abbildung

H:AxB—R durch (¢, 0)—2(V(p)— V(o))

Da A C Aund B C B offen sind, gilt T,A = T, A bzw. T, B = T,3. Damit definiert
Q) aus 4.6 eine nicht-entartete 2-Form auf A x B und nach [Lang Prop 2.1 S.496]
existiert genau ein Vektorfeld X auf A x B mit

Q(X,.)=DH

Sei dann I C R ein offenes Intervall um 0, so dass der Fluss ® von X durch (¢, o) €
A x B fiir alle t € I definiert sei. Setze schlieflich

(1, 01) = Pi(p, 0)

Nach Konstruktion gilt oy € B C Q,,(M). Definiere daher wie in 2.19 eine stabile
2-Form durch

~

Wt = —0¢

Es gilt das folgende

THEOREM (HITCHIN) 4.8. Fiir ein hinreichend kleines Intervall I definiert
(wt, @t)ter eine Familie von SU(3)-Strukturen auf M und die zugehorige Ga-Struktur
1 =w Adt 4+ ¢ auf M x I besitzt Holonomie G5.

BEWEIS: Da (w, ) eine SU(3)-Struktur definiert, gilt zur Zeit t=0 die Positi-
vitatsbedingung (IT) aus 3.2. Aufgrund der Kompaktheit von M, ldsst sich I soweit
verkleinern, dass die offene Bedingung (II) fiir alle ¢ € I gilt [Anhang]. Nach Kon-
struktion sind (w¢, ) stabil. Daher definiert (wy, ¢;) eine SU(3)-Struktur, falls die
iibrigen Kompatibilitdtsbedingungen (I) und (III) aus 3.2 zu jeder Zeit t € I erfiillt
sind. Zum Nachweis von (I) betrachte fiir ein beliebiges Vektorfeld Y auf M die
folgende Abbildung

py : AX B— R mit (go,a)r—>/(Y_na)/\<p
M

Fir 0 € B sei w := —o. Nach 2.19 ist w eine stabile 2-Form auf M mit ¢ = %wz

und
iy (p,0) = / (Yaw) Awhg
M



Die nicht-Entartetheit von w garantiert, dass sich jede 1-Form auf M als Y .w dar-
stellen ldsst, wobei Y ein passend gewéhltes Vektorfeld auf M sei. Mit Lemma 4.5
folgt daher

(1) VY eT(TM) : py(p,0)=0) & wAp=0

Da dies zur Zeit ¢t = 0 bereits gewahrleistet ist, geniigt es

(2) dpy (¢¢,0¢) =0

fir alle Y € T'(T'M) zu zeigen. Aus der Geschlossenheit von (p,0) € A x B folgt
Ly d(Y sp)

3 L = = T,AxT,B

( ) Y(‘P7O—) (LyO’) <d(YJO‘) €lpAX

Damit gilt fiir (gg) € T, A x T5 B nach Stokes und wegen ¢ Ad3 =0

o) (Zg) Ly (p,0)) = /M aANd(Y 20) — (Yap) AdB

:/ (Yio) Ada — (Yap) Adp
M

= / (Yio) Ada+ (YidB) Ap
M

= dpy ( Cilg))

Das Hamiltonvektorfeld von py ist also —Ly und es gilt

(4) dpy (41, 61) = QUX 0 (@1, 01), Ly (¢1,0)) = Dig,,00)H (Ly (01, 01))

Der Fluss W, von Y sei fiir |s| < e definiert. Fiir (¢, 04) € A x B betrachte den
Weg

c:]—ee[— AXx B mit s Uli(p,04)
Da ¥, € Diff(M) homotop zur Identitét ist, bleiben die Kohomologieklassen von ¢
und o; erhalten. Fiir hinreichend kleines € verlduft daher ¢ ganz in A x B und es
gilt
c(0) = (pt,0¢) und  ¢(0) = Ly (¢4, o)
Mit (4) folgt daher (2) aus
dpy (pe,6¢) = DH(Ly (1, 0¢))
= (s Hoc(s))'(0)
= (s+— H(¥(p,01)) )'(0) =0

Damit ist die Kompatibilitatsbedingung (I) gezeigt und insbesondere gilt nach 2.21

(5) wt/\@:O
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fiir alle t € I. Aus 2.22 und 2.17 folgt weiter

Do () =21 [ Dctde) ~ [ Dyctan)

@t/\da—at/\dﬂ

I
g e

d(ﬁt/\a—dwt/\ﬂ

Nach Konstruktion gilt X o (¢¢,01) = (¢4, ¢) und damit

Do H((()) = 20X o (v (55 )

/ -t ANB—0or ANa
M

:/fgbt/\ﬁfwt/\djt/\a
M

Wahlt man speziell « = 0 bzw. 8 = 0, so erhélt man hieraus mit 4.5 die beiden

folgenden Gleichungen

(6) th - Sbt =0

(7) dpy +wi Ay =0

Zum Nachweis der Kompatibilitdtsbedingung (IIT) betrachte nun

9 (ew) — €(p0)) = Dayel@r) — D)
S
= 5(% ANy —Br A\ )

Da jedoch

~ . (M ~ (5) ~ )
B Ay = —wi Ny = Wy NPy = —dwy NPy = —pr NPy = P Ny
gilt, ist e(wi) — e(p¢) = 0 konstant. Damit ist gezeigt, dass (w¢, ¢¢)ier eine Familie
von SU(3)-Strukturen auf M definiert. Gleichungen (6) und (7) sowie die Geschlos-
senheit der Formen ¢; und oy = %w? liefern nach 4.1 bereits diyy = 0 und d* ) = 0,
weshalb die Gs-Struktur tatsédchlich Holonomie GG besitzt.
O

BEMERKUNG 4.9. Falls die Ausgangsstruktur (w, ¢) sogar nearly-Kéhler ist, so
sind w; := t?w und ¢; = t3p stabile Formen, welche nach 4.4 bereits die Glei-

chungen (6) und (7) erfiillen. Die nearly-Kihler Bedingungen d@ + 2w? = 0 und

dw = 3¢ liefern auBerdem die Exaktheit von 0 — 0y = 3(w? — w?) und ¢ — ;. Die

Kohomologieklasssen von oy = %wt und ¢; bleiben also konstant, weshalb (o, )
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tatsdchlich eine Losung der Flussgleichung liefert. In diesem Sinne ist die Hitchin-
Konstruktion in 4.8 eine Verallgemeinerung der Konstruktion von Gy-Strukturen

aus nearly-Kahler-Strukturen, welche sich wie folgt umkehren lasst:

SATZ 4.10. Sei i : M5 < M7 eine orientierte Untermannigfaltigkeit der G-
Mannigfaltigkeit (M7, ). Definiere

w:=14"(noyp) und @:=1i"Y,

wobei n eine Einheitsnormale (bzgl. der von der G2-Struktur induzierten Metrik g)

lings MO sei. Dann gilt

(i) (w, ) definiert eine SU(3)-Struktur auf M
(ii) Falls die Go-Struktur parallel ist, so ist die induzierte SU(3)-Struktur halb-
flach, d.h.

(dp=0und d+¢=0) = (dp =0 und dw? =0)
(iii) Falls die Go-Struktur neraly-parallel ist, so ist die induzierte SU(3)-Struktur
nearly-halb-flach, d.h.

A
dy=Ax1p = d(p—i—§w2:0

In [cab] findet man eine ausfiihrliche Analyse dariiber, welche Arten von Ga- Struk-
turen und Hyperflachen spezielle Arten von SU(3)-Strukturen induzieren. Ein Son-
derfall dieser Situation ist M7 = R7 (versehen mit der kanonischen Go-Struktur).
Folglich besitzt jede orientierte Hyperfliche M® C R” eine (kanonische) halb-flache
SU(3)-Struktur, welche sich wiederum mittels der Konstruktion aus 4.8 zu einer
parallelen Go-Struktur auf M% x R ausdehnen lisst.

BEWEIS: Zum Nachweis von (i) withle zu m € M® C M7 eine Basis p = (X1, .., X7)
€ F,, M7 mit 1 (p) = 1. Identifiziere hiermit

7
T, M"~R” X, e n=ng = Zg(n, Xi)e
=1

Da G5 transitiv auf S® wirkt, existiert ein A € G mit Ae; = ng und
(p.-A)(er) = po Aer = p(ng) =n

Damit ist die Basis p.A von der Gestalt p.A = (Y7,..,Ys,n) und wegen ¢(p.A) =
A7 p(p) = A7Lapg = 4y ist p.A orthonormal, weshalb q := (Y1,..,Ys) € F,,M®
gilt. Aus

wo A€’ + o =t = P(p.A)
= Z "/J(Y%Yj’n)eiﬂ + Z w<YZ7 Yj7 Yk)eijk

1<i<j<6 1<i<j<k<6

=w(g) Ne' +¢(q)



38

erhilt man w(q) = wo und ¢(q) = @o. Damit definiert (w,¢) nach 3.3 tatsichlich
eine SU(3)-Struktur und aus *)g = —%o A e’ — %w% folgt

k) = —%wQ
Damit erhilt man (ii) aus
dp = i*dip = 0
dw? = d(—2i* %) = =2i*"d*p =0
und (iii) aus

A
do =i*dip = \i* x1p = —5&

BEISPIEL 4.11. Mit den Methoden aus 4.8 lassen sich Mannigfaltigkeiten mit
Holonomie G5 konstruieren. Grundlage ist der Artikel [cho], welcher auf Resultaten
aus [Hit] aufbaut. Betrachte die Mannigfaltigkeit

M= 5% x 5
Wihle auf den beiden S3-Faktoren 1-Formen (o1, 02,03) bzw. (31, X2, ¥3) mit
(1) doy=—-03No3 und d¥; =—-YaAX;3 (4 zyklische Gleichungen)

Weiter seien m,n € R und fiir ¢ € {1,2,3} seien ;,y; : I — R differenzierbare
Funktionen auf einem offenem Intervall I um 0 € R. Definiere damit eine Familie
von 3- und 4-Form auf M durch

1= ndio3 — Mo123 + .’L’l(t)d(o‘lzl) + xg(t)d((fgzz) + l‘3(t)d(0‘323)

und
o := y1(t)d(01%23) + yo(t)d(02331) + y3(t)d(03%12)

Aus (1) folgt dp; = 0 und doy = 0. Auferdem bleiben fiir t € I die Kohomolo-
gieklassen von ¢, und o, konstant. Zunéchst miissen einige Bedingungen an die
Parameter n und m, sowie an die Funktionen x; und y; gestellt werden, um eine

Familie von SU(3)-Strukturen zu erhalten. Die Forderung

(2) Yi > 0

erlaubt es o; = Fw? zu schreiben, wobei

wei= 2B+ B s, [ 20,
Y1 Y2 Y3

Damit ist oy stabil und es gilt w; A ¢ = 0. Insbesondere erhélt man

1
€(or) = €(wy) = —6%3 = /Y1Y2y3 01233123 = /Y1Y2Y3
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Weiter berechnet man [Anhang)
4N(pr) =m*n® — 2mn(x? + 23 + 23) — 4(m + n)z 2073
+ i+ xy + oy — 2(xiad + xhad + xfa?)
Die Forderung
(3) AMer) = —y1y2y3
liefert e(p:) = €(o¢) und garantiert wegen A(p:) < 0 nach 2.23 die Stabilitdt von
¢¢. Die Berechnung [Anhang] von we(., I(¢:).) zeigt, dass die Forderungen

(4)  mzy+a222>0 und nwzy + x222 >0 (+ zyklische Gleichungen)

die Positivitét von (wy, ¢;) gewéhrleisten. Damit ist (wy, ;) eine Familie von SU(3)-
Strukturen auf M und die G2-Metrik ist gegeben durch

g(¥) = wi (., I(p¢).) + dt?

= y—[(m:cl + Zox2)0% 4 (nxy + T2x2) Y2 + (mn + 23 — 25 — 22)01 ® T4
1

+ zyklisch + dt?

Nach Konstruktion von ¢; und oy gilt

0H(p,0) d(o;%;) OH(p,0) 0
) D H ——~> =D H
o0x; (#.0) 0 und ay, (#0) d(O’Z‘Zj}C)

Dabei seien j, k € {1,2,3} mit sgn(g;) = +1. Aus der Definition 4.6 der Bilinear-
form 2 folgt

(P () e ma o (P). (8 P

Dabei sei ¢ := fM 01232123. Die Flussgleichung D(%U)H(Zg) = Q((j), (Zg)) ent-

spricht damit (und nach (1)) folgendem Differentialgleichungssystem

e 2He0) g e = OH (¢, 0)
Wegen
H(p,0) =2(V(p) = V(0)) = (V—4X(®) — VAy1y2y3)c
erhélt man

5) b= [Y2y3 and ;= x1(mn — 2% + 23 + 23) + (n + m)xams3
Y1 VY1Y2Y3
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Die entsprechenden Gleichungen fiir #; und g, erhdlt man durch zyklisches Ver-
tauschen der Indizes. Nach Konstruktion liefern Losungen dieses Systems, welche
zusétzlich den obigen Forderungen (2), (3) und (4) geniigen, eine Metrik g(1)) mit
Holonomie Gs. Der hier gemachte Ansatz verallgemeinert das Vorgehen aus [Brand-
huber][Cvetic][Gukov| in dem Sinne, dass die dort aus diyp = 0 und d * ¢ = 0 ent-
wickelten Differentialgleichungssysteme, sich stets als Spezialfélle des Systems (5)
ergeben [cho|. Entsprechend iibertragen sich die in [Brandhuber|[Cvetic][??] gefun-

denen Losungen.
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5. LIFT VON NEARLY-HALB-FLACHEN SU(3)-STRUKTUREN ZU NEARLY-
PARALLELEN (G5-STRUKTUREN

Bisher wurde gezeigt, dass eine nearly-K&hler Struktur bereits eine parallele Ga-
Struktur induziert. Diese Konstruktion konnte mittels des Hitchin-Theorems auf
halb-flache Strukturen verallgemeinert werden. Umgekehrt induziert eine (nearly)
parallele Go-Struktur eine (nearly) halb-flache-SU(3)-Struktur auf orientierten Hy-
perflichen. Es stellt sich nun die Frage, ob sich nearly-halb-flache Strukturen zu
nearly-parallelen-G5-Strukturen liften lassen. Einen Hinweis darauf, dass dies tat-

séchlich moéglich ist, liefert die folgende Konstruktion:

BEISPIEL 5.1. Sei M eine 6-dimensionale Mannigfaltigkeit mit einer SU(3)-
Struktur (w, ¢) und zugehdriger Metrik g. Fiir ¢ €]0, 7| definiere
wi r=sin?(Hw  und @, = sin®(¢)(sin(t)P + cos(t))

Bezeichnet (w, ¢g) die SU(3)-Struktur aus 3.4 mit 6 := —t, so gilt also

Wy = sin2(t)w und ¢, = sin®(t)pg
und somit (wy, p;) = A(t).(w, pg), wobei A(t) := sin(t)~tid € GL(6,R) sei. Daher
definiert (wy, ;) eine Familie von SU(3)-Strukturen auf M und nach 3.4 gilt

5o = ATt) 70 = A(1).35 = A(t).(cos(t)3 — sin(t)9)
= sin®(t) cos(t)@ — sin® ()¢

Setzt man zusitzlich voraus, dass die Struktur (w, ) nearly-Kéhler ist, so erhélt
man

doy + 2wt2 =0 und dw; — ¢ = —4@;
Die induzierte Go-Struktur ) = w A dt 4+ ¢ auf M x]0, [ ist dann nach 4.1 nearly-

parallel mit dyp = 4 % 1. Aus 3.4 folgt I(p;) = A(t).I(vs) = I(¢) und nach 4.3 ist
die Metrik g(¢) der Go-Struktur gegeben durch

9() = wi(, 1(pr).) + dt? = sin?(t)g + dt?

KOROLLAR 5.2. Sei M eine 6-dimensionale Mannigfaltigkeit mit einer SU(3)-
Struktur (w, @) und ¢ sei die Go-Struktur auf M x]0, 7| aus 5.1. Dann gilt

(M,w,p) ist nearly-Kéhler < (M x]0,7[,v) ist nearly-parallel mit dy) = 4 * 1)

BeEwEIs: Lediglich die Riickrichtung bleibt zu zeigen: Nach 5.1 und 4.1 gilt
d"y = (dwy — p¢) A dt + dpy
= (sin? dw — 4sin® cos @ + 4sin* p — 3sin? ) A dt + sin®(sin d@ + cos dy)
4xop = —4P; A dt — 2w?

= (—4sin® cos @ + 4sin® p) A dt — 2sin® w?
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Die Gleichung di) = 4 * 1 liefert damit dw = 3¢ und d@ + 2w? = 0.

LEMMA 5.3. Sei (w, ¢t)ter eine Familie von SU(3)-Strukturen auf einer Man-
nigfaltigkeit M und A € R\ {0}. Die induzierte Gy-Struktur ¢ = w; A dt + ¢ auf
M x I ist genau dann nearly-parallel mit dyp = X % v, falls die beiden folgenden
Gleichungen gelten

A
(2) dwi — o1 = = APy

BEWEIS: Die Behauptung folgt direkt aus Lemma 4.1.

DEFINITION/LEMMA 5.4. Mittels Gleichung (1) aus 5.3 ldsst sich w aus ¢

konstruieren. Betrachte dazu
A:={pec QM) |dp= —%wQ fiir ein w € Q,, (M)}
Falls (w, ) eine nearly-halb-flache SU(3)-Struktur auf M ist, so ist § # A =
(—+d) "1 (Qoy (M)) C Q3(M) offen, weshalb
T,A=Q%(M)
gilt. Sei 7: Qg (M) — Qy, (M) die Abbildung aus 2.19 und

—

1
7 A— Qu (M) mit ¢'—>_(_Xd(p)

Dann gilt

(i) —37(p)* =dp
(i) Fiir ¢ € T, A= Q3(M) gilt 7() A T (@) = —3dgp
(i) Fir F € Dif fo(M) gilt m7(F*p) = F*m(yp).

BeEwEIs: Teil (i) folgt direkt aus 2.19. Damit erhélt man (ii) durch Differentation
und schlieRlich folgt (iii) aus dF*p = F*(—3w?) = =5 (F*w)? und 2.19.
(]

DEFINITION/LEMMA 5.5. Sei (w, ) eine nearly-halb-flache SU(3)-Struktur
auf einer geschlossenen Mannigfaltigkeit M mit dy = f%wz fir ein A € R\ {0}.
Definiere eine schiefsymmetrische nicht-entartete Bilinearform 2 auf der offenen
Menge A := ANQ,, (M) durch

Q(p1,$2) 5:/ P1 A P2
M
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Wegen ¢,/ € T)A =T, A = Q3(M) garantiert 4.5 die nicht-Entartetheit von €.

Definiere aufierdem
H:A— R durch ¢+—2AV(p)—V(n(p)))
Nach 5.4 (iii) und 2.22 gilt fir F' € Dif f1. (M)
H(F*p) =+H(p)
Sei dann X das Hamiltonvektorfeld von H bzgl. Q auf A, d.h.
Q(X,.) = DH

und I C R ein offenes Intervall um 0, so dass der Fluss ® von X durch ¢ € A fiir
alle t € I definiert sei. Setze schliefslich

pr = Di(p)
Nach Konstruktion ist ¢ € A C A stabil und
Wt 1= 7'('(30,5)

definiert eine ebenfalls stabile 2-Form auf M. Tatséchlich erhalt man

THEOREM 5.6. Fiir ein hinreichend kleines Intervall I definiert (w¢, ¢)tcr eine
Familie von SU(3)-Strukturen auf M und die zugehorige Go-Struktur ¢ = wAdt+¢
auf M x [ ist nearly-parallel mit dy) = X 1.

BewEIs: Die Formen (wy, ¢;) sind nach Konstruktion stabil und nach 5.4 (i) gilt
bereits die Gleichung

A
(1) depy + 5%2 =0
Nach 5.3 geniigt es daher die Gleichung
(2) dwt — gbt = —)\Q/ﬁt

zu zeigen. Damit (w¢, ;) tatséchlich eine Familie von SU(3)-Strukturen definiert,

miissen auferdem die Kompatibilitdtsbedingungen
wrApr =0 und e(w) = e(py)

iiberpriift werden. Die offene Positivitatsbedingung (II) aus 3.2 ist hingegen auf der
kompakten Mannigfaltigkeit M fiir ein hinreichend klein gewéhltes Intervall I stets
erfiillt [Anhang]. Fiir Y € I'(T'M) definiere

1
py :A— R durch ¢+ / (YJ(—ngo)) A
M
Fiir p € A gilt dp = —3w? und damit

ny () = /Momw) NwAp
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Die Stabilitéit von w garantiert, dass sich jede 1-Form als Y uw darstellen lasst. Nach
4.5 ist daher wy Ay = 0 dquivalent dazu, dass puy (¢¢) = 0 gilt, fiir alle Y € I'(T'M).

Da dies zur Zeit ¢t = 0 bereits gewahrleistet ist, geniigt es

3) dpy ($1) =0

fir alle Y € T'(T'M) zu zeigen. Erhalte aus dem Satz von Stokes
Q(Lypr, X o pr) = / Ly i Ny
M

= d(Y_Kpt) A (,bt + (Y_ld(pt) A th
M

= / —(Y_lgOt) N d(pt + (YJngt) A Sbt
M

Wegen 0 = s A d¢; erhélt man weiter

ALy, X opy) = / —e AN(Yadpy) + (Yadey) A ¢y
M

= / (YJd(pt) VAN Dt + (YJd(pt) N (,bt
M
= —Adpy (&)
Damit folgt
Adpy (¢1) = QX o ¢, Lypr) = Dy, H(Ly ¢4)
Der Fluss ¥, von Y sei fiir |s| < e definiert. Fiir ¢; € A betrachte den Weg
c:]—e,e[— A mit s Uiy,
Da de(s) = Widp, = —5(Viw;)? gilt, verliuft c fiir hinreichend kleines € ganz in A
mit ¢(0) = Ly ;. Aus 5.5 folgt schlieflich
Adpy (p1) = Dy, H(Ly ¢1)
— (s — Hoc(s))(0)
= (s+— H(¥¢))'(0) =0
————
=H(pt)
und somit (3). Damit gilt w; A p; = 0 fiir alle ¢ € I und nach 2.21 gilt ebenfalls
(4) Wt AN @t =0
fiir alle t € I. Wegen €(m(¢)) = —¢m(¢)? folgt aus der Flussgleichung Q(X,.) = DH
fiir alle p € T,,,A = Q3(M)
| e =90000) = AX 0 p1.9) = Do H()

=20 [ Die@)+ (o0 Am(9)



Mittels 2.17 und 5.4 (ii) erhdlt man daher

; ) 1. . 1 1 .
/Sﬁt/\SOZQ)\/ §<Pt/\<P+§wt/\(_Xd50)
M M

M
— [ @ a e
M

und nach 4.5 folgt hieraus (2). Weiter erhdlt man

2(De(wy) — De(pp)) = W AWy — @t A @y

—
~

= —w? A\ (,{.Jt - gb\t A\ ()\@t + dwt)

:—w?/\wt—@/\dwt

—~
N2

= —wf/\c’ut—d@/\wt

2 1
= —th /\wt — Xd@t N wy

—
-

—
—
~—

=0

Da zur Zeit t = 0 bereits e(w;) = €(p¢) gilt, folgt hieraus die Behauptung.

BEMERKUNG 5.7. Falls die Ausgangsstruktur (w,$) von einer nearly-Kéhler
Struktur (w, ) stammt, so erfiillt die Familie (wy, ¢;) von SU(3)-Strukturen aus
5.1 bereits die Gleichungen

doy + 2wt2 =0 und dw; — ¢ = —4Q;

Daher 16st ¢; die Flussgleichung Q(X,.) = DH und es gilt wy = 7(¢p;). Die Kon-
struktion von nearly-parallelen Ga-Strukturen aus nearly-Kéahler Strukturen aus 5.1

ist damit ein Spezialfall der Konstruktion aus 5.6.
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6. SU(3)-STRUKTUREN AUF TORUSBUNDELN

Ausgehend von einer Kéhlerfliche M und einem Repriisentanten [$2] € Hj (M, Z)
einer ganzzahligen Kohomologieklasse, lisst sich ein T2-Hauptfaserbiindel X iiber
M konstruieren. X besitzt wiederum eine SU (3)-Struktur, welche selbst zwar nicht
halb-flach ist, sich jedoch, unter zusétzlichen Forderungen in eine halb-flache Struk-
tur transformieren lasst. W&hlt man speziell wp = 0, so induziert jede Kéhler-
Fliche ein T2-Hauptfaserbiindel X mit einer halb-flachen SU (3)-Struktur. Die Wahl

von wp = 0 trivialisiert dabei einen der S'-Faktoren des T2-Biindels.

DEFINITION 6.1. Die Ricc-Form p einer Kéilermannigfaltigkeit (M?™, g, I,w) ist
eine 2-Form p € [A1] auf M, definiert durch

p(X,Y) = Ric)(IX,Y)

Man kann zeigen, dass [£=] € Hj,(M,Z) gilt.

DEFINITION 6.2. Das kanonische komplexe Linienbiindel einer Kélermannigfal-
tigkeit (M?™, g, I,w) ist definiert durch

E = A0\

Wegen V91 = 0 reduziert der Levi-Civita Zusammenhang nach 1.22 auf die zu-
gehorige U(m)-Struktur P € FM und induziert damit eine kovariante Ablei-
tung auf E = P Xy A0 Fiir den zugehérigen Kriimmungstensor R €
I'(A2T*M ® End(E)) und « € T'(E) gilt nach [Ballmannn S.54]

RE(X7 Y)a = Zp(Xa Y)a

LEMMMA 6.3. Die kovariante Ableitung auf E induziert einen Zusammenhang
Zp auf 7 : FE — M mit Kriimmungs 2-Form Qg und es gilt

dZE = QE = iﬁ*p

Identifiziere dabei End(C) = C durch Qg = Qg(1).

BeEweis: Fir X,Y € T,,,M gilt nach Definition von Rg in 1.20

Rp(X,)Y) = [a,Qp(X,Y)] € FE Xgra,c) End(C),

[e2mNe?
wobel a € Ey, \ {0} C F,, E beliebig gewéhlt ist. D.h. Rg(X,Y) ist als Endomor-

phismus von F,, gegeben durch

Rp(X,Y)=aoQp(X:, Y ) oa™?,

a? [e3%
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wobei « : E,,, — C durch a —— 1 definiert ist. Damit folgt

ip(X,Y)a = Rp(X,Y)a = aoQp(X:, V) (1) 2 aoQp(XE, Y

[e2ue)

Anwendung von a1 auf diese Gleichung liefert ip(X,Y) = Qg (X}, Y,). Hieraus
erhélt man aufgrund der Vertikalitét von Qg die zweite Gleichung und da GL(1,C)
Abelsch ist, folgt die erste Gleichung aus der Strukturgleichung in 1.16.

O

LEMMMA 6.4. Der Zusammenhang Zg auf F'E reduziert auf das U(1)-Biindel
K:={aeFE||ha,a)] =1} CFE

Dabei sei h das hermitesche Skalarprodukt auf den Fasern von FE, welches von g
induziert wird. Damit erhélt man eine Zusammenhangs 1-Form i Zx auf 7 : K —
M mit Werten in u(1) = iR. Weiter erfiillt iZx die Gleichung

dZx = Tkp

BEWEIS: Fiir ag € Kpp
wobei o € T'(E) ein lokaler Schnitt mit Va = 0 und a(mg) = ag ist. Damit ist
|h (e, )| konstant vom Wert |h(ap, )| = 1 und es folgt H,,, C T, K. Also definiert
12K = 1*Zg eine Zusammenhangs 1-Form auf ¢ : K — FM und aus 6.3 folgt

ist der Horizontalraum gegeben durch H,, = o1, M,

d(iZg) =1"dZg = Min"p = imyp

Eine Verallgemeinerung dieser Konstruktion ist

THEOREM [K] 6.5. Fiir jedes Element [$£] € Hj,(M,Z) existiert ein U(1)-
Hauptfaserbiindel 7p : P — M mit einem Zusammenhang iZ, welcher dZ =

mpwp erfillt.

In Folgenden sei (M,g,1I,w) eine gegebene Kéhlerfliche (m = 2) mit zugehorigem
U(1)-Biindel g : K — M. Der Zusammenhang iZx auf K erfiillt nach 6.4 die
Gleichung dZg = % p. Falls aukerdem (2] € H2p(M,Z) mitwp € [A1D] gegeben
ist, so erhélt man nach 6.5 ein weiteres U (1)-Hauptfaserbiindel 7p : P — M mit

einem Zusammenhang z‘gp, welcher dZ. p = mpwp erfiillt. Das Faserprodukt

7:X =K xaP={(a,p) e KxP|rng(a)=7pp)} — M
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ist dann ein 72 = S! x S'-Hauptfaserbiindel iiber M und mittels der Projektionen
mxg: X —K und 7wxp: X —P
erhilt man eine Zusammenhangs 1-Form auf X durch
(iZx,iZp) = (ink x 2K, i pZp)
Fiir diese gilt
dZx =T dZx = T TP =T"p
und entsprechend dZp = m*wp. Seien weiter £x bzw. £p die vertikalen Vektorfelder
zu (2,0) bzw. (0,4) € u(1) x u(1), d.h.

Zr(€x) Zx(€p)) _ (1 0
Zp(€x) Zp(&p) 0 1

Definiere hiermit

e cine Metrik g auf X durch

9k, ép) =0  g(éx.¢x) =9(&p,&p) =1

auf der vertikalen Komponente V,, und
g(X*,Y") =g(X,Y)

auf der horizontalen Komponente H, von T, X =V, 1 H,.

e cine fast-komplexe Struktur I auf X durch
I¢k =8p  1&p =~k

auf der vertikalen Komponente und

I(X*,Y*) = I(X,Y)*

auf der horizontalen Komponente von T, X.

Insbesondere gilt damit Zx = g(€k,.) und Zp = g(&p, .).

SaTz 6.6. Durch (g,I) wird eine U(3)-Struktur auf 7 : X — M definiert und
die zugehorige Kdhlerform w = g(I.,.) ist gegeben durch

w=nm'w+Zx NZp

BeEwEIs: Eine U(2)-Basis (X,Y, IX, TY) von (M,qg, f) induziert offenbar eine
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U(3)-Basis (X*,Y* &k, IX*,IY* Ep) von (X, g,I). Nach Definition der K&hler-

form w gilt

Zp(€x) Zp(Ep)
= (m"w+ Zr N 2Zp) (€K, EP)
Fiir horizontale Vektorfelder X*, Y™ erhélt man ebenfalls

w6 Ep) = glEp Ep) = 1 = det <ZK<5K> ZK<5P>>

w(X* YN = g((IX)*,Y*) =§(IX,Y) = (1"& + Zx A Zp)(X*,Y7)

und damit offenbar die gewiinschte Gleichung.

DEFINITION 6.7. Definiere eine komplexwertige 2-Form n = ny + in_ auf 7 :
X — M durch

Ma,p) = T a,
fir (a,p) € X = K xa P.Daa € K C AQ’OT;(a’p)M gilt, ist n bzgl. der U(3)-

Struktur auf X ebenfalls eine (2,0)-Form, fiir welche gilt
LEMMA 6.8.

(i) €xkm=&pn =0

(i) n+ An-=0
(i) dZx Anp=dZp A =0
(iv) dn=1iZx A7

BeEWEIS: Die Vertikalitéit von {x und £p garantiert (i). Da n punktweiser Pullback
einer (2,0)-Form ist, erhilt man (ii). Weiter gilt p,wp € [ATD], weshalb wegen
dZx = 7m*p und dZp = m*wp Gleichung (iii) folgt. Damit bleibt (iv) zu zeigen:
Fir ¢ € {{x,&p} und U,V € T(TX) gilt nach (i)

dn(&, U, V) = &-nU, V) = n([§, UL, V) = n([V,£],U)

Falls U und V vertikal sind, so ist (iv) offenbar erfiillt. Da U(1) Abelsch ist, erhélt
man fiir vertikales U die Gleichung [¢, U] = 0 und damit (iv). Fiir horizontale Lifts
von X, Y € I'(TM) gilt [£, X*] =0 und [£,Y*] = 0. Damit folgt

dn(§7X*7Y*) = g : U(X*,Y*)



Sei nun ¢(t) = (a(t),p(t)) eine Integralkurve des vertikalen Vektorfeldes £, welche

ganz in einer Faser X, C X verlduft. Dann folgt

(dn)en (6 X", Y*) = (t — 1 (X* 0 ¢(t), Y* 0 c(t)))
= (t— a(t)(mX" oc(t), mY" o c(1)))
— (t— a(t)(X omoc(t),Y omoc(t)))
= (t— a(t)(X(m),Y (m)))’

=a@t)( X om Y om)
G(B) (. X", Y )
Weiter gilt fiir £ = £x nach Definition
(6,p) = ¢ = €k 0 ¢ = Reu(i,0) = (s — (e, p))'(0) = (i, 0)
und damit
(dn)e(w) (€, X¥, V7)) = da(8) (me X, 1Y) = ey (X7, YT)

= (iZx AM)er)(Ex, X Y7)

Ebenso gilt fiir £ = €p

(é,p) = é=Epoc= Reu(0,i) = (s — (a, p.e”))(0),
also @ = 0 und damit
(dn)(‘(t) (£Pa X*a Y*) =0= (ZZK A n)c(t) (§P7X*a Y*)

Mittels lokaler Trivialisierungen des kanonischen Biindels zeigt man [Anhang], dass
dn keine rein horizontalen Komponenten besitzt.
]

SATZ 6.9. Die 2-Form n definiert durch
(Zx —iZp) A

eine SU(3)-Struktur auf (X, g, ). Die zugehorigen stabilen 3-Formen sind also ge-
geben durch
p=Zg AN+ +Zp An-
=Zg ANn-—Zp Any

BeEwEIS: Nach Definition ist 7 punktweiser Pullback einer (2,0)-Form. Fiir eine
induzierte U(3)-Basis (X*,Y*,{k, IX*, IY* {p) von (X, g, I) ist daher 7 lokal von
der Gestalt (el —ie?) A (€2 —ie®). Damit ist (Zx —iZp) A7 lokal von der Getsalt
(el —iet) A (e2 —ie®) A (€2 — ie®).

O



BEMERKUNG 6.10. Aus 6.8 erhélt man
do =2k NZp A4
Kontraktion mit £k und &p zeigt, dass dp # 0 gilt. Die SU(3)-Struktur ist also
nicht halb-flach. Fiir («, 3) € S! definiere ein normiertes Vektorfeld & auf X durch
§:=alk + B¢p

Transformiert man die SU(3)-Struktur (w, ) ldngs £ wie in 3.9, so erhélt man eine
SU(3)-Struktur (we, @g) mit:

SATZ 6.11.

we=Zrg NZp+ang + Bn-
pe = (aZp — BZK) A (Bny —an-) + (aZk + BZp) AW

und

dwe =dZx NZp — Zx NdZp + Zx N (B4 — an-)
doc = — aZk A Zp Aoy + i)+ an* (p AD) + fr* (wp A D)
wg =2Zx A Zp A(ang + Bn-) + o?n3 + 6702
dwe Nwe = aBZk A (03 —n2)
we A e = af(aZp — BZk) A (07 —n2)
+ (ang + Bn-) A (@Zx + BZp) AT"w

BEWEIS: Die ersten beiden Gleichungen erhilt man aus den Formel in 3.9 und den
Gleichungen fiir ¢ in 6.9 bzw. fiir w in 6.6. Die iibrigen Gleichungen ergeben sich

dann aus 6.8.

O
KOROLLAR 6.12. Falls wp A @ = 0 gilt, so definiert
W = ZK AN Zp + n—
i=Zp ANT'0 — Zx Ay
eine halb-flache SU(3)-Struktur auf X = K xa P.
BewEIs: Wihle o = 0 und § =1 (oder auch —1) in 6.11.
U

BEMERKUNG 6.13. Es gilt



BEWEIS: Als horizontale 6-Formen auf X sind 3 = 7*@% = 0. Damit berechnet
man
Wl = 3Zx N Zp A T2
wg =3Zx AN Zp A (P03 + B°n?)
Nach 3.10 gilt wg’ = w3. Kontraktion mit {x und £p liefert (1). Da (we, p¢) eine
SU(3)-Struktur definiert, gilt we A e = 0. Aus 6.11 erhdlt man fiir « = 1 und
8 = 0 die Gleichung n4 A 7*w = 0. Fiir @« = 0 und # = 1 erhélt man aufserdem
n- Am*w =0 und damit (2).
O
Fiir & :=1 und g := 0 liefert 6.11 eine SU(3)-Struktur
w:=Zxg NZp+n4+
p:=Zx A0 — Zp An_
Unter Verwendung von Gleichung (1) erhélt man ebenfalls aus 6.11 die Gleichung
w2 =22 N Zp Ay + 102
Weiter lésst sich die Ricci-Form p schreiben als
p = scal? - & + po,

wobei pg € [Aél’l)] gilt und scal9 die Skalarkriimmung der zugrundeliegenden Kiih-

lerfliche ist. Falls scald = —% konstant ist, so erhélt man
d(p: —ZK /\Zp/\?’]+ +7r*(p/\&)

1 -
=—Zx NZp Any — §7T*(U2
1
= —§w2
und damit eine nearly-halb-flache SU(3)-Struktur auf X = K x P. Eine nahelie-
gende Idee ist es, die obige Transformation der SU(3)-Struktur zu iterieren. Man
rechnet jedoch leicht nach, dass die SU(3)-Struktur, welche man durch doppelte

Anwendung von 3.9 erhélt, wieder mit der Ausgangsstruktur {ibereinstimmt.



ANHANG

A2.2. Die Differenzierbarkeit von f : GL/H — A* folgt direkt aus der Diffe-
renzierbarkeit von

fom:GL — AF gr— g.w
und der Tatsache, dass 7 : GL — GL/H eine surjektive Submersion ist. Weiter

erhilt man fiir g,¢' € G

(1) f(g"lg)) = g1 (lg))

Zum Nachweis der Injektivitdt des Differentials f,[, betrachte zunéchst den Fall
[g]=[e]. Sei v € Tj)G/H mit f.v = 0. Aufgrund der Surjektivitdt von .. existiert
ein X € T,GL mit 7, X = v. Man erhélt nun fir alle t € R

(2) exp(tX) € Stabgr (w)
wie folgt: Fiir ¢y € R gilt nach (1)

flezp((to +1)X)] = flexp(toX)exp(tX)] = exp(toX). flexp(tX)]
Wegen 0 = f.v = (t — flexp(tX)])’(0) und exp(tyX). € Aut(A*) erhilt man
hieraus
0= (t— flexp((to + 1) X)])'(0) = (t — flexp(tX)]) (o)

Da tg € R beliebig gewahlt war, ist exp(tX).w = flexp(tX)] = fle] = w kon-
stant, womit (2) gezeigt ist. Aus (2) folgt nun, dass m o exp(tX) = [e] konstant ist,
und somit gilt v = m, X = 0. Sei nun v € Tj;)G/H mit f,v = 0 und [g] € G/H
beliebig. Definiere o(¢g~1) : G/H — G/H durch [¢'] — [g7'g']. Aus (1) folgt
frolg™)wv = g7 fov = 0 und wegen o(97').v € TjG/H liefert der erste Fall
v=o(g)«0(g™)sv =0.

A2.8. Wegen K(pg) = Iy ® €p erhilt man fiir A € Stab(pg)
Iy ®eg = K(QD()) = K(A(po) = AK((po) = det(A_l)A olyo A7t X €g

Da ebenfalls A(pg) = A(A.po) = det(A71)?N(po) gilt, muss fir A € Staby(po)
bereits det(A=1) =1 gelten. Also folgt

Io=Aolyo A"

und somit A € GL(3,C). Damit erhélt A die komplexe Form ay = ¢ — ilo.¢0
und aus 3.1 folgt A € SL(3,C). Ein Element aus SL(3,C) = Stab(ay) stabilisiert
vo = Re(ap) und der Zusammenhang von SL(3,C) garantiert schlieflich

Stabo((,D(J) = SL(3, (C)



A2.5. SeiV ein 7-dimensionaler reeller Vektorraum und K : V — V* @ ATV*
eine lineare Abbildung. Fiir vol € AT(V*® A"V *)* gilt nach Definition von det(K)

(1) AV* 3 vol o K = det(K) ® vol

Fiir einen 1-dimenionalen reellen Vektorraum W gilt W @ W* = R. Mit W :=
AT(V* ® ATV*) erhilt man daher aus Gleichung (1)

det(K) € N"V* @ AT(V* @ ATV™)
=AVFRATVF @ ATV
— (ATV*)°
Identifiziere dabei A7V* ® (ATV*)" 2 AT(V* ® ATV*) durch
(A hNa)®e Q.. Qe — (a1 ®€r1) A A a7 @ e7)

Teil (ii) aus 2.5 erhélt man ebenso.

A2.19. Die Gestalt von p erhilt man direkt aus den folgenden Gleichungen:
(i) Dye(p) = —31(0). 0 N

(i) Doe(d) = —2w A5, falls 0 = Jw?

Sobald diese fiir die Modelltensoren ¢ bzw. o gelten, erhélt man (i) bzw. (ii)
aus 2.18 fiir beliebiges p = A.pg. Es geniigt daher die obigen Gleichungen fiir die
entsprechenden Modelltensoren zu zeigen.

BEwEIs: Nach Definition von K (p)(x) gilt

6
Z (e7 A (z2p) A p)e;

Jj=1

l\D\»—t

K(p)()

und damit

6
1, 1
M) = Etr (K) =21 z:: e A (ejp) A @) (el A (eiip) A )

Hieraus folgt

6
. 1 Z . Z . y
DoA(@) = 35 Y €' Aejap) Ap+ el Alejap) AEl(e! A (eisp) Ap)
,j=1

Auf RS gilt fiir die 7-Form e A ¢ A ¢ = 0 und damit
(1) e Nejap) Nop =0 (PN ) +e' AP A (ejap)

Einsetzen von (1) liefert

6

Z [0:(9 A ) +2€° A (ejap) A@I(e! A (eiap) A o)

1

Dsa)‘(Qb) = E



ot
ot

Nach 2.8 ist jedoch Y (e A (e;u0) A ) = 2tr(K(p)) = 0 und somit
6

Z [ei A (6j490) A (;b](ej A (eiJQD) A (p)

Weiter gilt ebenfalls nach 2.8

S| =

Dso)‘(éb) =

el A (ejap) A = 2K (p)(e;)(e?) = +20; 43,

mit postivem Vorzeichen fiir ¢ € {1,2,3} und negativem fiir ¢ € {4,5,6}. Damit

also

DyA(p) = *[Ze (€iv300) Ze A(ei—zap)] N

123 _ (156 246 _

Eine direkte Rechnung fiir ¢ = g =€ 45 ergibt

. 1 . .
Dcpo)‘(so) _ 5[3(6456 _ 6126 + 6135 _ 6234)] Ap= IO-SDO Ap

Schliefslich folgt hieraus wegen y/—A(pg) = €g = 1
. 1 . 1 .
Dyye(p) = ———===(—Dy A =—=Ip.p0 A
wo€(#) 9 —)\(900)( coA(©)) g 10-P0 NP
und somit (i).
Zum Nachweis von (ii) beachte, dass nach Definition von K und 2.9
K(O’o —l—tO’) = K(O’()) +tK(0’) =1 +f,K(O')
gilt. Damit folgt
det(K(og +t0)) = det(E + tI; 'K (5))
und somit
Doy A(6) = tr(ly ' K(6)) = tr(~IK(5))
Mit K(o)(e’) =. Net Ao = Z?Zl(ej A€ A &)e; erhilt man

3 6
LK Zeﬂ/\e /\aej+3+zeﬂ/\e AG)ej—3
j=1 j=4
und hieraus
Dy Ao) =tr(—1hK(0))
3 6
= Ze”?’/\el/\&—Zel_‘?/\el/\a
i=1 i=4
= 2wy Ao
Wegen A(op) = 1 erhélt man schlieflich
1
D, e(0) = 1()\(00))74D00)\(0) =——wg Ao

und damit (ii).



A2.22. Nach Wahl einer Volumenform dV auf M, schreibe ¢(p) = f,dV, mit
einer differenzierbaren Funktion f, : M — R. Fiir einen differenzierbarer Weg
o0:1:=1[-1,1] — Q, (M) sei

[ MxI—R mit f(m,t):= fyu(m)

Dann gilt

(1) Die Kompaktheit von M garantiert, dass fiir alle ¢ € I die Abbildung
ft : M — R integrierbar ist.
(2) Fiir fest gewiihltes m € M ist die Abbildung f,, : I — R differenzierbar.

(3) Es existiert K := (tm?)lgz\a/rlXIﬂ%(t,m)H.

Wiéhle nun eine beliebige Nullfolge b, € R\ {0} und definiere

fn:M — R durch m+— hi(f(m, hyn) — f(m,0))

n
Nach (1) und (2) ist f, eine Folge integrierbarer Funktionen, welche punktweise
gegen %(.,O) konvergiert. Weiter existiert nach dem Mittelwertsatz der Analysis
ein &,(m) € [0, hy,] mit

)| = [ (Fm ) = £, 00)] = 5L G, 0)| S K == Fm)

Die konstante Abbildung F': M — R ist auf der kompakten Mannigfaltigkeit M

integrierbar und majorisiert die Folge f,,. Nach dem Satz von Lebesgue gilt daher

lim fndV:/ %(.,O)dv
n—oo o M Ot

Die Abbildung
g: I — R mit t}—>/ €(0t)
M

ist daher in ¢t = 0 differenzierbar mit

g(0) = Jim ;- () ~ g(0) = lim_ [ foav
. M

- a(.,O)dV:/]V[D@Oe(@o)

Damit ist die Differenzierbarkeit von V' gezeigt. Die zweite Gleichung folgt direkt
aus 2.17.

A4.8. Es ist zu zeigen, dass fiir ein hinreichend klein gewéahltes Intervall I die

Paare (wy, p¢) flir alle t € I positiv sind. Betrachte dazu die stetige Abbildung
F:IxTM —R mit (t,X)r— wi(X,I(ps)X)

Dann ist
W:=F1'Rso) CIxTM



offen. Sei weiter g die Metrik der Ausgangsstruktur (wo, o) und T*M C TM das
zugehorige Tangentialeinheitsbiindel. Da (wo, o) bereits positiv sind, gilt

{0} xT'M cW

Mit M ist auch 7'M kompakt, und somit existiert ein ¢ > 0, fiir welches die ganze
e-Tube | — €,¢[xT*M in W liegt. Daher gilt fiir t €] — e, e[ und X € T*M

F(t,X)=wi(X,I(p:)X) >0

A4.11. Identifiziere T*M = TM bzgl. der Standardmetrik S® x S* C R®. Man

rechnet zun#chst nach, dass fiir i # j
(0ia0) Ao Ap) = (Sinp) A (5 Ap) =0

(giap) A (X5 A @) = (Biap) Ao Ap) =0

gilt. Die nicht-verschwindenden Terme sind hingegen durch

(0120) A (01 A @) = (—mn — 22 + 22 + 22) 01235103
(Z100) A (Z1 A @) = (mn + 2?2 — 25 — 22)0123123
(100) A (B1 A ) = 2(may + 2223)0123%123
(B100) A (o1 A ) =2(—nxy — T2x3)0123 2123

(und entsprechende zyklische Gleichungen) gegeben. Berechnet man A(¢) mit der
Formel aus A.4, so erhélt man die Gleichung aus 4.11. Ebenfalls mit der Formel
aus A.4 berechnet man K (¢) und erhélt damit
1 _ 1 i
VY1Y2U3
Schlieflich ergibt dies

1
w(o1, I(p)o1) = ;(m:ﬁ + zox3)

1
w(zlv I(SO)ZI) = Z(nffl + $2$3)

w(o1, I(9)%1) = w(Xy, I(p)o1) = 5—(mn + 27 — 23 — 23)

2y

sowie die entsprechenden zyklischen Gleichungen. Fiir i # j gilt auferdem
w(oi, I(p)oj) = w(Xi, 1(0)5;) = w(oi I(9)%;) = w(Xs, I(p)o;) =0

Dies rechtfertigt die Forderung (4) und die Formel fiir g(¢) in 4.11.



A5.6. Siche A.4.8.

A6.8. Sei (M,g,I,w) die zugrundeliegende K&hler-Mannigfaltigkeit mit Levi-
Civita Zusammenhang V. Weiter sei 7 : F := AZOT*M — M das kanonische
Biindel und oy € E,,, fest gewdhlt. Da V mit I kommutiert, existieren parallele
Vektorfelder

s = (X1, X, X3 = IX1, X4 = IX,),

auf M, fiir welche s einen lokalen Schnitt im GL(2,C)-Biindel P C FM definiert.
Aufgrund der Parallelitdt der Vektorfelder ist s horizontal. Definiere weiter einen
lokalen Schnitt « in E durch

= A(Xl — ZX3) N (XQ — ZX4)

Dabei sei A € C so gewiihlt, dass a(mg) = ag gilt. Identifiziere aufierdem mittels der
Metrik TM = T* M. Entwickelt man « nach s, so erhilt man A(e! —ie3) A (e2 —ie?).
D.h. es gilt

a2 [s,Ae" —ie®) A (e® —ie*)] € T(P xgre,e) A®),

weshalb mit s auch « horizontal ist. Definiere weiter eine komplexwertige 2-Form
7 auf E durch
Va e E: Tq = TRQ

Fiir i € {1,..,4} sei X/ der horizontale Lift von X; nach E. Aus der Parallelitét
der X; und der Torsionsfreiheit von V folgt, dass die Vektorfelder X; paarweise
verschwindende Lie-Klammern besitzen. Wegen 75, X} = X, omg erhélt man daher
fir i,4,k € {1,..,4}

Tex[ X Xflao = [Xi, Xjlme =0

und somit
(1) Tao (X7, X[ 1, Xi) = ao(me [ X[, X[], Xi) =0

Sei nun ¢ eine Integralkurve von X; durch my € M. Wegen mg o a o ¢ = ¢ erhélt
man

TEsst=¢=X;0c=mg. X oaoc
Da « o c horizontal ist, folgt hieraus a,¢ = X o v o c. Damit erhélt man
X7 -7m(X;,Xp) = (tr—T1oaoc(t)(Xjoaoc(t), X oaoc(t)))(0)
= (t— aoc(t)(Xjoc(t),X,oc(t)) (0)=0

konstant nach Definition von «

Zusammen mit (1) folgt daher, dass

(2) (dT)ao(X:’X;7XI:) =0



gilt. Sei nun 7 die urspriingliche 2-Form auf X = K xa P und nxp : X — F die

Projektion (o, p) — «. Offenbar gilt dann n = 7% 57 und damit
dn = nx gdr

Der horizontale Lift von X; nach X sei mit X bezeichent. Die Zusammenhangs
1-Form auf X ist durch

(Zk,Zp) = (xx 2K, Txp Zp)
gegeben (vgl. die Konstruktion von X in Kapitel 6). Fiir den Zusammenhang auf
v K CE gilt
g[( = L*ZE,
wobei Zg den Zusammenhang auf E bezeichnet. Damit folgt
0=Zk(X}) = Zr(txrX}) = Zp(trxkeX) = Zp(rxpX])
Daher ist mx g« X} = X der horizontale Lift von X; nach E und mit (2) folgt

dn(X7, X5, X5) = dr(mx g X7, mx g X[, Txpe Xj;) = 0
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