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1 Einleitung

Bei Minimalflachen handelt es sich um Flachen, die unter allen anderen,
durch Variation erzeugten Flachen mit der selben Randkurve,lokal den ge-
ringsten Flacheninhalt haben. Derartige Flachen lassen sich durch Seifen-
h&utchen realisieren. Taucht man ein geschlossenes Drahtgestell beliebiger
Form in Seifenlauge, so bildet sich ein Seifenhdutchen. Da Seifenh&utchen
die physikalische Eigenschaft besitzen, sich moglichst klein zusammen zu
ziehen, um ihre potentielle Energie zu minimieren, bilden Seifenh&utchen
Minimalflichen mit der Randkurve des Drahtgestells.

Anwendung findet dies beispielsweise in der Architekur. Als eine bekannte
Minimalfldche in der Architektur sei hier das Dach des Miinchener Olym-
piastadions erwahnt, entworfen von dem deutschen Architekten Frei Otto.
Dieses bildet eine Minimalfliche und gewéhrleistet somit einen moglichst
geringen Verbrauch von Baumaterial bei einer gleichzeitig sehr hohen Be-
lastbarkeit. In der Tat entstanden die ersten Modelle des Daches, und auch
weitere Dachkonstruktionen von Otto Frei sowie anderer Architekten, mit
Hilfe von Drahten und Seifenlauge.

Im ersten Teil meiner Arbeit wird es darum gehen, Minimalflichen ma-
thematisch zu beschreiben. In Kapitel 1.1 werden wir sehen, wie sich der
Flacheninhalt einer Flache unter Variationen in Normalenrichtung veran-
dert. Daraus ldsst sich ableiten, dass fiir eine Minimalflaiche das mittlere
Kriimmungsfeld in jedem Punkt verschwinden muss. Dabei handelt es sich
allerdings nur um eine notwendige Bedingung. Lokal ist die Minimalitat der
Fléache in der Tat gegeben.

Im néchsten Kapitel werden wir Flachen lokal als Teil eines kompakten
Raumgebietes auffassen und untersuchen, wie sich der Flécheninhalt bei

Variation verdndert, unter der Nebenbedingung, dass das Volumen des da-
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durch neuen Raumgebietes nicht verdndert wird. Man sagt dazu Variation
bet konstantem Volumen. Wie wir sehen werden, ist die mittlere Kriimmung
bei minimalen Flachen mit konstantem Volumen konstant.

In Kapitel 1.4 geht es um die Weierstral-Darstellung von Minimalflichen.
Man kann aus zwei fast beliebig vorgegebenen Funktionen h und g, wobei
h holomorph und g eine meromorphe Funktion ist, immer eine konform pa-
rametrisierte Minimalfliche gewinnen.

Im néchsten Abschnitt wird es darum gehen, ob man zu jeder beliebig
vorgegeben Randkurve eine Minimalflache findet. Dieses Problem wird als
Plateau-Problem bezeichnet und konnte erst 1930 gelost werden. Wir wer-
den in diesem Abschnitt den Beweis fiir die Existenz einer Minimalfldche
, die sich als Bild der Kreisscheibe parametrisieren lasst, in seinen Grund-
ziigen kennen lernen. Des Weiteren wird diskutiert, ob zu einer gegebenen
Randkurve mehrere Minimalflachen existieren kénnen, insbesondere, ob es
auch kompliziertere Minimalflichen als vom topologischen Typ der Kreis-
scheibe gibt.

Im zweiten Teil meiner Arbeit widme ich mich dann einem klassischen Bei-
spiel fiir eine Minimalfliache, der Kettenflache, auch Katenoid genannt. Das
Katenoid entsteht bei der Rotation der Kettenlinie und wir werden zeigen,
dass sie die einzige gekriimmte Rotationsminimalflache. Das Katenoid léasst
sich mit Hilfe von Seifenhdutchen modellieren, indem man zwei kreisfor-
mige Dréhte, die iibereinander liegen, in Seifenlauge taucht. Befinden sich
die beiden “kreisférmigen Dréhte nicht zu weit auseinander, so bildet sich
das Katenoid. Zieht man die Kreise langsam auseinander, so wird das Sei-
fenhdutchen bei einem bestimmten Abstand zerplatzen. Diese Beobachtung
kann auch mathematisch bestitigt werden und der Abstand bei dem das
Seifenhautchen platzt bzw. keine Minimalflache mehr existiert berechnet
werden, wie wir es an einem konkreten Beispiel sehen werden. Des Weiteren
werden wir sehen, wie sich die Kettenfliche in die Wendelflache, die eben-
falls eine Minimalflache ist, deformieren ldsst. Anschliefsend werden noch

einige geometrische Eigenschaften der Kettenflache aufgefiihrt.

Der erste Teil meiner Arbeit ist zu grofsen Teilen mit Hilfe des Buches ,,Dif-
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ferentialgeometrie und Minimalflichen” von J.Jost entstanden. Sind Defini-
tionen, Satze oder dhnliches sinngeméaft aus anderen Biichern entnommen,
so sind diese Quellen entsprechend angegeben. Die Berechnungen im zweiten
Teil meiner Arbeit zur Kettenfliche wurden wenn nicht anders angegeben
von mir selbst durchgefiihrt. Die Abbildungen sind bis auf angegebene Aus-

nahmen mit der Software ,Maple* erstellt.



2 Minimalflachen

2.1 Variation des Flacheninhalts

Das Wort Minimalflache suggeriert, dass es sich um eine Fliche mit kleinst-
moglichem Flacheninhalt handelt. Wir sehen, dass dies lokal tatséchlich
der Fall ist. Das Problem ist also nun, zu einer gegebenen Randkurve eine
Flache mit kleinstem Flacheninhalt zu finden. Dazu {iberlegt man zunéchst,
welchen geometrischen Bedingungen eine Flidche mit moglichst kleinem Flé-
cheninnhalt geniigen muss. Im Folgenden gehe ich davon aus, dass Flachen

durch Immersionen parametrisiert sind:
X:U— R

wobei U eine offene Teilmenge des R? ist. Sei also eine beliebige Immersion
X gegeben. Um Bedingungen zu finden, damit X eine Minimalflache ist,
iiberlegt man sich, wie sich der Flacheninhalt verdndert, wenn X auf einer
kompakten Teilmenge C' C U variiert wird. Die kompakte Variation von
X wird beschrieben durch eine C%-Abbildung (—¢,¢) x U — R3, (s,u)
X?(u). Dabei sollen die Abbildungen X*® Immersionen sein fiir die gilt:

X=X, X \U\C =X |po-

Man kann dabei stets annehmen, dass es sich bei der Deformation der Fliche
um eine Variation in Normalenrichtung handelt, also § X* ein Normalenvek-
torfeld langs X ist, wobei § = g |s=0. Andernfalls konnte man X* umpa-
rametrisieren. Wir kénnen daher 0 X* als Vielfaches der Gaufs-Abbildung v
schreiben. Die GauRabbildung fiir ein Flichenstiick f : U — R3 ist definiert
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als of of
Pu1 X Buy

)ﬁxﬁ

8U1 8u2
Daraus folgt: 6X° = ¢ = ¢ - v, wobei ¢ eine beliebige, aber feste O2-

v:U—S% vlup,ug) =

Funktion ist, die am Rand von C' verschwindet. Damit kann man X°® wie

folgt beschreiben:

XS<U1,u2) = X(Ul,U2>+S'¢(U1,U2)
= X(up,uz)+s-p(u,us) - v(ug,us).

Der Flacheninhalt einer reguldren Flache X ist definiert als:

U U

Um zu sehen wie sich der Flacheninhalt unter einer normalen Variation ver-

dndert, muss also JA(X?) |s—¢ bestimmt werden. Es gilt folgender Satz: [1]

Satz 2.1.1 Sei X wie oben gegeben, wobei X endlichen Flicheninhalt habe.
H bezeichne das mittlere Kriimmungsfeld H = H - v.

¢ : U — R3 sei ein glattes Einheitsnormalenfeld auf X mit kompaktem
Triger, dass am Rand einer kompakten Teilmenge C C U wverschwindet,
¢ = ¢ - v, wobei ¢ und v wie oben definiert sind. Dann ist fir |s| hinrei-
chend klein die Menge

X = {X (u1,u2) + 8- ¢(ug, ug) |(ur, uz) € U} eine requlire Fliche mit end-
lichem Fldcheninhalt und es gilt

DA(X®) = —2 / (6, H) dA. (2.1)

c

Dabei bezeichnet (,) das Standardskalarprodukt.
Wenn X also unter allen normalen Variationen X*® von X minimalen Fl&-
cheninhalt haben soll, muss (2.1) Null ergeben. Dies ist der Fall, wenn fiir

das mittlere Kriimmungsfeld von X

H=(0,0,0)7
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gilt. Ware H(u) # 0 fiir einen Punkt u € Um so gibe es eine Umgebung V
von u, so dass ( H,v ) > 0 in dieser Umgebung, wobei v das Einheitsnorma-
lenfeld ist mit ( H(u),v(u)) > 0. Sei nun ¢ : U — R eine glatte Funktion
mit kompaktem Tréger in V und ¢ > 0, ¢(u) > 0. Dann ist

e(gv(q) firgetUnV

o(q) =
(0,0,0) firgeU\V

ein glattes Normalenfeld mit kompaktem Trager, fiir das gilt:

[ ote) >0

. Dies ist jedoch ein Widerspruch zu

DA(X®) = —2/ (¢, H) dA = 0.
C

Wir haben also eine notwendige Bedingung gefunden, der X geniigen muss,
damit der Flacheninhalt unter allen Variationen minimal ist. Daher formu-

liert man folgende

Definition 2.1.1 Eine regulire Fliche S C R3, die durch eine Immersion

X wie oben parametrisiert sei, heiffit Minimalfliche, falls
H = (0,0,0). (2.2)

Ist die Minimalflache orientierbar, so kann man das mittlere Kriitmmungs-
feld schreiben als H = H - v. In diesem Fall ist X eine Minimalfliche genau
dann, wenn H = 0.

Gleichung (2.2) driickt aus, dass der Flacheninhalt von X in erster Ord-
nung durch beliebige Variationen von X nicht verandert werden kann, also
das die Oberflache stationéar ist. Sie impliziert jedoch nicht, dass der Fla-
cheninhalt auch wirklich minimal ist, da es sich nur um eine notwendige
Bedingung handelt. Der Flacheninhalt kdnnte also ebenfalls maximal oder

sattelartig sein. Es gilt allerdings tatséchlich strenge Minimalitat, wenn man
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den Definitionsbereich von X geniigend verkleinert, wie der folgende Satz

zeigt:

Satz 2.1.2 X : U — R? sei eine Minimalfliche. Dann gibt es um jede
Stelle ug eine kompakte Umgebung C' C U mit der Eigenschaft, dass fiir jede
nicht zu X geometrisch dquivalente Fliche X : U — R3mit X = X auf U\C
qilt:

AX o) = AX |e)

Minimalflichen kénnen auch iiber ihre Asymptotenrichtungen charakte-

risiert werden |[2]

Satz 2.1.3 Eine Immersion X : U — R? ist minimal genau dann, wenn es

in jeden Punkt zwei zueinander senkrechte Asymptotenrichtungen gibt.

Als Asymptotenrichtung einer Fliche bezeichnet man einen Vektor a € Ty,

wobei T, die Tangentialebene der Flache im Punkt u € U sei, fiir den gilt
(Lu(a),a) =0, (2.3)

dabei bezeichnet L, die Weingartenabbildung von X im Punkt u.
Beweis: a) Es sei Immersion X : U — R3 gegeben und vy, vy seien zwei
Asymptotenrichtungen in u € U beliebig, fiir die gilt:v; L v, also (v, v9) =
0. k1 und ks seien die Hauptkriimmungen von X und ej, ey die entspre-
chenden Hauptkriimmungsrichtungen. Dann lassen sich v; und vy schreiben
als

v = aey + feg, vy = yep + deg,
mit «, 3,7, € R konstant. Es folgt:

a2

<LUU1, U1> = Oé2l<61 + ﬁzlﬁig =0= —K] + Ko = 0

32

52
(Lyva, v2) = V2K + 0%kg = 0 = —2112 +K1 =0
Y

Q )
<U17UZ>:OW+&5:O:>B:_;
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Daraus ergibt sich:

a? 52
@/ﬁl—f-fiQ—i‘%/iz—f—lil:(l—F(

(%

ﬁ)Z)(m +k2)=0

Daraus folgt also k1 = —ks. Also ist die mittlere Krimmung H = %ml—i—@ =
0 und X damit eine Minimalflache.

b) Sei nun X eine Minimalfliche, also k; = k3 und v € T, eine Asympten-
richtung fiir u € U beliebig, v = ge; + Tes. Es gilt: L,v = okie; + Thaes.
Also ist

(Lyv,v) = 02Ky + T2 ke = (72 — 02),%2 =0

. Fiir k1 # 0 folgt also 7 = 0. Es existieren also zwei Asymptotenrichtun-
gen v, = oey + oey, v_ = ge; — oey fiir die gilt (v, v_) = 0% — 02 = 0.

O

2.2 Beispiele

Die affine Ebene
Das einfachste Beispiel einer Minimalfldche ist die Ebene. Hier gilt offen-
sichtlich fiir die mittlere Kriimmung H = 0. Wesentlich interessanter sind

die gekriimmten Minimalflachen.

Schercksche Minimalflache:

Die Schercksche Minimalflache ist der Graph der Funktion

,g) X (—E, E) — R, f(u1,us) = In(cosuy) — In(cos us)

= 29

b |

Durch elementares Umrechnen folgt aus der Formel

10
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Abbildung 2.1: Scherksche Minimalfiache

_ Kitke __ 1 _ g22h11—2g12h12+g11h22 [1].
H = "7 = 2Spur(Lu) = 5ot [1]:

Satz 2.2.1 X sei Graph der Funktion ¢ : U — R, U C R3 offen. Dann
ist X eine Minimalfldche genau dann, wenn ¢ die folgende Differentialglei-
chung erfillt:

Iy o\ Py dp Op Py dp .\ Py
<1 + (a’u,g> ) 8U18U1 28u1 8U2 8U18U2 + 1 + <8U1) a’u,ga’UQ (24)

Mit Hilfe dieses Satzes lasst sich einfach zeigen, dass es sich bei der Scherck-

schen Flache um eine Minimalflache handelt. Es gilt:

of _sinug  Of _ sinug of 0f 0
Ouy  cosuy  Ouy  cosuy  OuiOuy  OusOuy
Pf 1 rf 1
Ou du;  cos2u;’  Ousdus  cosug

Einsetzen in Gleichung (2.2.1) liefert

.92 1.2
sin“ u 1 sin“ u 1
COS* Uy COS* U1 COS* U COS* Uy

Folglich handelt es sich bei der Scherkschen Fléche in der Tat um eine

Minimalflache.

11
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2.3 Variationen bei konstantem Volumen

In den vorherigen Kapiteln haben wir uns mit minimalen Flachen beschéf-
tigt, die von einer Randkurve begrenzt werden und festgestellt, dass eine
Minimalflache in jedem Punkt der Fliache die mittlere Kriimmung Null hat.
Realisieren lassen sich Minimalflachen mit Hilfe von Dréhten und Seifen-
lauge. Taucht man einen geschlossenen Draht in Seifenlauge und zieht ihn
langsam heraus, so ist der sich bildende Seifenfilm eine Minimalfliche. An-
ders ist die Situation bei Seifenblasen. Hier ist im Inneren der Seifenblase
der Luftdruck héher als aufsen. Dies hat zur Folge, dass sich der Seifenfilm
nicht moéglichst klein zusammenziehen kann, wie es bei Seifenhautchen bzw.
bei Minimalflachen der Fall ist. Allerdings ist die Oberfldche von Seifenbla-
sen bei einem vorgegebenen Volumen stets minimal.

In diesem Kapitel geht es nun um die Frage, wie eine Fldche beschaffen
sein muss, damit sie zu einem vorgegebenen Volumen kleinsten Fléachen-
inhalt hat. Da diese Flachen durch Seifenblasen realisiert werden, wiirde
man vermuten, dass es sich um Kugeln handeln muss. Daraus kénnte man
schlussfolgern, dass die mittlere Kriimmung zwar nicht mehr Null, aber im-
mer noch konstant sein miisste. Wir wollen nun mathematisch untersuchen,
ob dies tatsachlich der Fall ist.

Gesucht ist also nun eine Fléche, die unter allen Variationen moglichst
kleinen Flacheninhalt hat, unter der Nebenbedingung, dass die Flache ein
Raumgebiet mit gegebenem Volumen berandet. Dies lasst sich lokal wie
folgt formulieren:

Gegeben sei wieder eine Immersion X : U — R3, wobei U wie immer eine
offene Teilmenge von R? ist. Jedes u € U besitzt eine kleine kompakte Um-
gebung C' C U um wu, so dass X (C') Teil eines kompakten Raumgebietes ist,
welches ich im Folgenden mit D bezeichne. Wir betrachten nun Variationen
X* s € (—¢€),von X, X*:U — R? mit

12
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Dann ist X*(C') Teil des Randes eines anderen kompakten Raumgebietes
Dy, fiir das gilt: 0D, \ X*(C) = 0D \ X(C), wobei mit 0D bzw. 0D, der
Rand des kompakten Raumgebiets gemeint ist. Unter der Nebenbedingung,
dass Dy und D das selbe Volumen haben, nennt man diese Variationen von
X Variationen bei konstantem Volumen. Wenn X nun unter allen Varia-
tionen mit konstantem Volumen minimalen Flacheninhalt haben soll, muss
X stationér sein, also 6A(X*®|,) = 0, wobei wieder § = §|,_y gilt. Wie
in Kapitel 1.1 kann man annehmen, dass nach eventueller Umparametrisie-
rung X° eine Variation in Normalenrichtung vorliegt. Es existiert also eine
Funktion ¢ : U — R, mit ¢ = 0 fiir U \ C so dass

X (ug,u9) + s - o(ug,ug) - v(ug, ug). (2.5)

Dabei ist v wie immer das Einheitsnormalenfeld auf X und s € (—¢,e).
Fiir das Variationsvektorfeld gilt demnach 0.X* = ¢ - v. Des weiteren sei
D so gewdhlt, dass 0D \ X*(C) = 0D \ X(C) glatt ist und die Normalen
von X transversal schneidet. Dies bedeutet, dass es eine stetige Funktion
b:C — R_ mit b =0 auf §C gibt, so dass

Dy ={X(u) +tv(u);uec Cbu) <t>s-ou)}. (2.6)
Das folgende Lemma beschreibt, wie sich das Volumen eines Gebietes ver-

andert, wenn der Rand ohne Volumenbedingung variiert wird.

Lemma 2.3.1 Fir jede normale Variation der Form (2.5) von X ist die

Variation des Volumens V(s) = Vol(Ds) gegeben durch

5V = / o dA (2.7)

mit dA = \/detg(u). Hierbei steht g wieder fir die erste Fundamentalform
9= Gij-

Zum Beweis dieses Lemmas betrachtet man
Dy ={X(u) +tv(u);u € C,b(u) <t >s-¢(u)} und eine Abbildung
X :UxR— R X(u,t) = X(u) + tv(u) , welche in einer Umgebung von

13
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U x {0} C U x R ein Diffeomorphismus ist. Anwendung des Transformati-

onssatzes liefert eine Formel fiir das Volumen des Gebiets:

5(“’)

wobei 8)?(%75) die Jacobimatrix von X im Punks (u,t) ist. Differentation
nach s und Anwendung der Determinantenformel |det A| = V/det AtA =
Vdet((Ae;, Ae;)) fiir A = 0X liefert Gleichung (2.7) (vgl. [2]).

deta)?uﬂg

dtdu;

Lemma 2.3.2 Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. 6A =0 fiir alle normalen Variationen X* mit V(X?®) = const,

2. es gibt eine Konstante A € R mit
SAX®) +AV(X?®) =0

fiir alle normalen Variationen X*® von X (ohne Volumenbedingung).

Eine Anwendung dieses Lemmas findet sich unter Kapitel 3.3. Mit Hilfe

dieses Lemmas lasst sich folgender Satz beweisen:

Satz 2.3.1 X : U — R3 ist minimal bei konstantem Volumen genau dann,

wenn die mattlere Kriimmung H von X konstant ist.

Beweis: Nach Lemma (2.3.2) ist X minimal bei konstantem Volumen, wenn
I(A(X?®) + AV(X7)) =0,

also muss [, (A — 2H)dA = 0 sein. Daraus folgt H = § = const.
Wenn umgekehrt H = const ist, dann folgt aus 0A = —2HV, 6A+2HY =

0 und somit aus Lemma (2.3.2), dass X minimal bei konstantem Volumen

ist. O

Der Satz gibt also der intuitiven Vermutung, dass es sich bei einer Fléche, die
minimal bei konstantem Volumen ist, um eine Flache mit konstanter mitt-

lerer Kriimmung handeln muss recht. Hat die Flédche keine Selbstschnitte, so

14
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stimmt ebenfalls die Vermutung, dass es sich um eine Kugelfliche handeln

muss. Dies besagt der Satz von Alexandrov:

Satz 2.3.2 (Satz von Alexandrov) Ist Q@ C R® ein beschrinktes offe-
nes Gebiet und der Rand 0 eine C?-Hyperfliche mit konstanter mittlerer
Krimmung, dann ist Q) eine offene Kugel, Q = B,.(xo) fir ein r > 0 und
ein xg € R"; die Hyperfliche konstanter mittlerer Kriimmung ist also eine

Sphire.

Kugelflachen sind die einfachsten Flachen mit konstanter mittlerer Kriim-
mung und lange Zeit nahm man an, dass es keine weiteren Fliachen mit
konstanter mittlerer Kriimmung géabe. Erst 1984 konstruierte Henry Wente
eine solche Fliache. Diese wird Wente Torus genannt, da die Fldche vom

selben topologischen Typ wie der Torus ist (vgl. [6]).

Abbildung 2.2: Wente Torus

2.4 Die WeierstralB-Darstellung einer

Minimalflache

In diesem Kapitel werden wir sehen, dass man zu zwei fast beliebig vorgege-
benen Funktionen g und h eine Minimalfliche konstruieren kann. Gegeben

sei wieder eine Immersion X : U — R?, wobei U C R

15
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Definition 2.4.1 Eine Fliche X : U — R3 heifst konform oder isotherm
parametrisiert, wenn die erste Fundamentalform g;; tberall ein skalares

Vielfaches der Einheitsmatrix ist, also wenn

gr2=9g1=0, gn=gxn=XN, (2.8)

wobei N : U — (0,00) eine C'-Funktion ist. Man bezeichnet X als den

konformen Faktor.

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels werden wir die komplexe Schreibweise
fiir die Parameter aus U C R? = C benutzen, dass heift fiir z € U schreiben
wir z = (u,v) = u+iv. Im Folgenden werden einige grundlegende Tatsachen
aus der Funktionentheorie benétigt, die daher hier kurz aufgefithrt werden

sollen.

Definition 2.4.2 FEine komplexe Funktion ' : U — C, F(u+ iv) =
G(u,v)+i-H(u,v), wobei u,v € R und G, H reelle Funktionen auf U sind,
heifit holomorph, wenn die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

gelten:
oG 0H 0G  OH

ou v v ou’

Die folgenden komplexen Linearkombinationen der partiellen Ableitun- gen

(2.9)

F, = ‘?9—5 und F, = %_1; bezeichnet man als Wirtinger-Ableitungen:

oF 1 oF 1
— — (F —iF F.= — = —(F,+1iF). 2.1
0z 2< w = ih), ‘ 2< wtify) (2:10)

F,
0z

Mit Hilfe von (2.9) und (2.10) l&sst sich folgendes Lemma zeigen:

Lemma 2.4.3 F : U — C ist holomorph genau dann, wenn F; = 0. In
diesem Fall ist F, = F' die komplexe Ableitung von F.

Des weiteren lisst sich leicht nachrechnen, dass fiir jede C2-Funktion F' auf
v 1

Fzg - Fg}z - ZAF (211)
gilt, wobei AF := F,, + F,, und der Operator A als Laplace-Operator be-

zeichnet wird. Gilt AF = 0, so bezeichnet man F als eine harmonische

16
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Funktion. Fiir den Fall, dass F' nach R? oder C? abbildet, lassen sich die
Aussagen iiber holomorphe Funktionen auf die Komponenten von F anwen-
den.

Das Standardskalarprodukt ldsst sich komplex bilinear auf C? erweitern:
{a,b) = > a;b; fiir alle a = (ay,as,a3) und b = (by, ba, b3) in C.

Man nennt einen Vektor w € €3\ {0} isotrop, wenn (w,w) = 0. Mit
w =z + iy, fir z,y € R" folgt (w,w) = (z,z) — (y,y) + 2i (x,y). Der

Vektor w ist also genau dann isotrop, wenn
|z| = |y|und = L y. (2.12)

Lemma 2.4.4 FEine Fldche X ist genau dann konform parametrisiert, wenn
X, isotrop ist, also (X,, X,) = 0. Der konforme Faktor ist dabei

N =2(X., X.)
Satz 2.4.1 Fiir eine konform parametrisierte Fliche X gilt:
AX = 2\2Hv = 2\*H, (2.13)

wobei A der konforme Faktor, H die mittlere Kriimmung und v wie in den

Abschnitten zuvor die Gaufabbildung ist.

Nach Lemma 2.4.3 ist X, holomorph genau dann, wenn X,; = 0. Dies ist
nach Gleichung (2.13) dquivalent dazu, dass H = 0, also X eine Minimal-

flache ist. Zusammen mit Lemma 1.7 ergibt sich daher:

Satz 2.4.2 Eine Fliche X : U — R? ist eine konform parametrisierte
Minimalfiiche genau dann, wenn X, : U — C3\ {0} holomorph und isotrop
1st, also

X,:=0, (X., X,)=0. (2.14)

Das folgende Lemma zeigt, wie man aus X, eine konform parametrisierte

Minimalflache zuriickgewinnen kann.

Lemma 2.4.5 Es sei X eine konform parametrisierte Minimalfidche,
Y = 2X, und ['Y eine Stammfunktion der holomorphen Funktion'Y. Dann
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2 Minimalflachen

ist X bis auf Translation der Realteil von [Y, d.h. X — Re([Y) ist ein

konstanter Vektor.

Bemerkung: Der Begriff der Stammfunktion ist wie im reellen definiert:
Eine Funktion F': U — C heifst Stammfunktion von f, wenn F holomorph
ist und F” = f gilt. Die Funktion F' bezeichne ich mit [ f.

Ist Y : U — C? holomorph und isotrop, so kann man daraus eine ganze
Schar von Minimalféchen erhalten, da konstante Vielfache von Y, Y, =
€Y mit ¢ € [0,27], ebenfalls holomorph und isotrop sind. Die daraus

erhaltene Schar von Minimalflachen bezeichnet man als die zu X assoziierte

X¢=Re(/y¢):fze(ei¢/y>.

Fiir ¢ = 7/2 ist ¢™/? =4, das heifit es gilt:

X* = Xpp=—Im </ Y) . (2.15)

Man nennt X* die zu X konjugierte Minimalfldche und alle Minimalflachen

Familie:

aus der assoziierten Familie lassen sich darstellen durch

X und X*:
Xy = Re ((cosgb + isin ¢) /Y) = (cos @)X + (sin¢p) X™.

Mit Hilfe von Lemma 2.4.4 lasst sich zeigen, dass alle Immersionen in der

assozierten Familie isometrisch sind, denn es gilt:

<X¢,X_¢> = <%ei¢y’%ei¢>y>
1

= 7 (nY)

— (x.X)

mit X, = %—f. X4 und X haben also den gleichen konformen Faktor und

dementsprechend die gleiche erste Fundamentalform. Folglich sind aller Im-
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2 Minimalflachen

mersionen in einer assoziierten Familie isometrisch zueinander.
Die holomorphe und isotrope Abbildung Y = (Y1,Y5,Y3) : U — C*\ {0}

lasst sich explizit angeben.

Satz 2.4.3 Jede konform parametrisierte Minimalfliche X : U — R3 lisst
sich darstellen durch X = Re ['Y mit

V=i (30 -0z o)), (216)

wobei h : U — C holomorph und g : U — C U {cc} meromorph ist, d.h.
g ist Quotient zweier holomorpher Funktionen. Dabei sind g und h so zu
wdhlen, dass die Komponenten von Y keine Polstellen und keine gemeinsa-
men Nullstellen besitzen. Abgesehen von dieser Einschrinkung sind g und
h beliebig. Fir die assoziierten Minimalflichen Xy = Ree™® [V ist g5 = g
und hg = €h.

Beweis: Nach Satz 2.6 ist Y = (Y7,Y5,Y3) : U — €%\ {0} holomorph und
isotrop und daher gilt:

0=(Y,Y) =Y +Y; +y; =Y,V +Y;

mit Vi = Y; + Y5, Dann gilt: Y, = 5. Fiic h = Y3, g = 2 folgt:

Y, =—-hg, Y.=hg, Ys=h

Aus Y, +Y_ =2Y; und Y, — Y_ = 2iY? ergibt sich:

1 1 1 1
Yi=h--(— — Yo=—-h-— - Ys=nh
U
Die Funktionen h und g haben geometrische Bedeutungen: h gibt durch
Re ['Y die 23 Komponente und damit die Hohe des Punktes X (z) an. Die

meromorphe Funktion g héngt mit der Gaufabbildung zusammen. Dazu
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2 Minimalflichen
betrachten wir zunéchst die stereographische Projekion
2 1 2
¢:C— S*"CCxR, P(z) = —5—— (22, ]2 + 1).
lz|”+ 1

Diese Abbildung ordnet jedem Punkt z € C den weiteren Schnittpunkt der
Geraden durch z und N mit der Sphére zu, wobei N = (0,1) der Nordpol
der Sphére ist. Es gilt folgender Satz:

Satz 2.4.4 Fir die Gauflabbildung v einer Minimalfiache X gilt:
v=q¢oyg (2.17)

. Insbesondere folgt aus g4 = g, dass die Gaufabbildung aller assoziierten
Flichen X, die selbe ist. Unter der Deformation X4 bleiben also die Tan-

gentialebenen unverdindert.

Mit Hilfe der Weierstrafdarstellung léasst sich der konforme Faktor und
somit die erste Fundamentalform bestimmt. Nach Lemma 2.4.4 ist g;; =
g2 =N =2(X.,X.). Da X, = 1V folgt:

_ 11\ 1, — 1., 1 1\
2(X,, X)) =2(=Y, -V )=(Y)V)=-|Y|"= - _

(X Xz) <2 5 > 5 (VY) =31V 4(Ig|+ )Ig|

Zur Berechnung der zweiten Fundamentalform, beutzten wir die Beziehung

zwischen dem Einheitsnormalenfeld » und der meromorphen Funktion g.
Nach (2.17) ist
2Reg

2Img
lg]* =1
Die zweiten partiellen Ableitungen sind X,, = ReY, = —ReY, und X, =
Xou = RetY,, mit

]/:qbog:m.
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2 Minimalflachen

Da die Gaufabbildung v reell ist, kann Re vor das Skalarprodukt gezogen
werden. Da zudem v senkrecht auf X, und auf X, steht, steht v auch senk-
recht auf X, = 1(X, — ¢X,). Damit folgt:

hin = (qu,V>

/
— Re|nZ
g

9I” —1
1 1 1 _ 1 —
- re(1l LA (ot (069

/
— Re (g—-h) = o
g

und his = hy; = Re (i%h). Mit diesen Daten lasst sich ebenfalls die Gauf-

kriimmung K einer Minimalfldche in ihrer Weierstrafs-Darstellung berech-

3G —9) 2Reg
( 2Img >

~

s

nen. Es gilt:
! 2 ! 2
o dethy _ © (Re(£n)) = (m(2n)
N det 07 N 4
g (lg1+ ) 10l*
—16g'|"

AN
(lg1+ ) 1ol

2.5 Das Plateau-Problem

Das Plateau-Problem ist benannt nach dem belgischen Physiker Joseph An-
toine Ferdinand Plateau. Dieser hat experimentell untersucht, ob sich in jede
beliebige Kontur eines geschlossenen Drahtes ein Seifenhéutchen einspannen
lasst. In all seinen Experimenten war dies stets der Fall, egal wie kompliziert
die Kontur des Drahtes gestaltet war. Die einzige Einschrankung bestand
auf Grund der Schwerkraft in der Grofse der Seifenschleife.

Die Frage ist nun, ob dies auch fiir Minimalflichen gilt, also ob sich in je-

de beliebige geschlossene Raumkurve eine Minimalflache einspannen l&sst.
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2 Minimalflachen

Diese Frage wird als das Plateausche Problem bezeichnet und kann mit ,,ja“
beantwortet werden. Die Losungen dieses Problems, also die Minimalflachen
zu einer bestimmten Randkurve, konnen allerdings sehr unterschiedlich sein.
Dies liegt daran, dass es Kurven gibt, in die sich mehr als eine Minimalflache
einspannen lassen, das heiflt die Losung ist nicht eindeutig. Die verschiede-
nen Minimalflichen kénnen von verschiedenen topologischen Typ sein, das
heiftt sich in ihrem Geschlecht unterscheiden. Dabei sind zwei Fléachen vom
gleichen topologischen Typ, wenn sie sich durch Dehnen oder Stauchen in-
einander iiberfiihren lassen.

Verdeutlichen kann man dies an Henkelflichen. Henkelflichen entstehen,
wenn man aus der Sphére zwei Kreisscheiben herausschneidet und in die
Locher einen Henkel einsetzt. Zwei Flachen sind dann vom gleichen to-
pologischen Typ, wenn sie die gleiche Anzahl an Henkeln besitzen. So ist
beispielsweise die Sphére mit einem Henkel aus topologischer Sicht gleich
dem Torus. Die Anzahl der Henkel bezeichnet man als das Geschlecht der
Fléche. Der Torus hat dementsprechend das Geschlecht 1.

Wie bereits erwahnt, kann es zu einer gegebenen Randkurve verschiedene
Minimalflichen geben, die sich in ihrem Geschlecht unterscheiden. Die Mi-
nimalflichen vom Typ der Kreisscheibe, die von einer einfach geschlossenen
Kurve berandet werden, sind die einfachsten Minimalflachen. Es kann al-
lerdings zu der gleichen Randkurve eine Minimalfldche hoheren Geschlechts
bzw. von einem komplizierteren topologischen Typ geben, die einen kleine-
ren Flacheninhalt hat. Wir wollen hier den Beweis skizzieren, dass es unter
allen Flachen vom Typ der Kreisscheibe, die in eine beliebig vergegebene
einfach geschlossene Randkurve eingespannt werde konnen, eine mit gerings-
tem Flacheninhalt gibt. Genauer gesagt soll folgender Satz bewiesen werden,
wobei D = {z = (uj,uz) € R* = C; |z| < 1} die offene Einheitskreisscheibe
und D ihr Abschluss sei.

Satz 2.5.1 Es sei ' C R? eine einfach geschlossene C'-Kurve. Dann gibt
es eine stetige Abbildung X : D — R2?, die auf D unendlich oft differenzier-

bar ist, mit folgenden Eigenschaften:

1. X |, ist schwach konform, d.h. | X,,| = |Xy,| und X,, L X,,,
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2 Minimalflachen

2. X |p ist harmonisch, d.h. AX =0,
3. X bildet 0D homéomorph auf T ab,

4. X minimiert den Fldcheninhalt unter allen stetigen Abbildungen X :
D — R3, die auf D stetig differenzierbar sind und 0D homdomorph
auf I' abbilden.

Die grundlegende Idee des Beweises ist, nicht den Flacheninhalt

A(X):/\/detgdu:/mdu
D D

zu minimieren, sondern die Energie bzw. das Dirichletintegral

1 1
E = 5/ |8X|2 du = 3 / (911 + g22) du, (2.18)
D D

da fiir jedes X € CY(D,R?) gilt: £(X) > A(X), wobei Gleichheit genau

dann gilt, wenn X schwach konform ist. Dabei bezeichnet g wieder die erste
X 90X >

8ui7 %

Im ersten Schritt des Beweises wird die Energie bei vorgegebener Parame-

Fundamentalform mit ¢;; = <

trisierung 7 : 0D — I' unter allen X minimiert, fiir die X |,,, = v gilt. Mit
Hilfe des Dirirletschen Prinzips lasst sich zeigen, dass die Abbildungen die
bei gegebenen Randwerten die kleinste Energie haben, die harmonischen

Abbildungen sind und das diese eindeutig bestimmt sind.

Satz 2.5.2 (Dirichtletsches Prinzip fiir stetige Randwerte) Ist v €
C°OD) und h € C°(D)NC?(D) harmonisch auf D mit Randwerten -y, also
Ah =0 auf D und h |,, = v, so ist

E(h) < E(f)

fiir alle f € C°(D)NCY(D) mit f |5y ="

Im néchsten Schritt wird die Parametrisierung v nicht mehr vorgeschrieben,
sondern nur noch die Bildmenge I' = 7(9D). Die Energie soll iiber eine Folge

von Parametrisierungen 7, : 9D — ' mit den zugehdrigen harmonischen
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2 Minimalflachen

Abbildungen hy, mit hy, |5, = v minimiert werden. Dazu definiert man sich

die Funktionenmenge
Fr={feC (D)nC"D); f(8D) =T, f |,p: 0D /' T},

dabei bezeichnet f|,, : 0D ' I' eine monotone Abbildung. In dieser
Funktionenmenge wéhlt man sich eine Folge (f;) mit E(fx) — e(I'), wo-
bei e(T") := inf {E(f); f € Fr}. Nach Satz 2.5.2 konnen die Funktionen in
(fx) durch auf D harmonische Funktionen hj; mit denselben Randwerten

ersetzt werden.

Satz 2.5.3 (Harnacksches Prinzip) Wenn eine Folge (hy)gen von auf
D stetigen und auf D harmonischen Funktionen gleichmdifig auf 0D kon-
vergiert, so konvergiert (hy) mitsamt allen partiellen Ableitungen beliebiger

Ordnung lokal gleichmdf$ig auf D gegen eine harmonische Funktion ho, mit
E(hs) < li]gninfé’(hk).

Nach diesem Satz muss also gezeigt werden, dass die Randwerte

Y& = fi lopp = P& |5p nach Ubergang zu einer Teilfolge gleichmiiRig kon-
vergieren. Dabei muss beachtet werden, dass £ invariant gegeniiber Para-
mentertransformationen ist, d.h. E(f o ¢) = E(fx), fiir ¢ : D — D kon-
form. Dadurch kénnte (fi) derart verédndert werden, dass die Funktionenfol-
ge ﬁ; = fro¢y keine konvergente Teilfolge mehr hat. Um dies zu verhindern,
schlieftt man solche Parameterwechsel aus, indem man zu drei festen Punk-
ten zy, 29, 23 € 0D drei willkiirlich ausgewéhlte Werte p;, ps, ps in I’

auswahlt und die Funktionenmenge

betrachtet, wobei E > ¢e(I") eine feste Schranke ist. Es gilt:

Lemma 2.5.1 Die Funktionenmenge F}: ist gleichgradig stetig.

Satz 2.5.4 (Ascoli-Arzeld) Es sei M C R™ kompakt und (f,) eine be-
schrankte und gleichgradig stetige Folge auf M definierter Funktionen. Dann
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2 Minimalflachen

gibt es eine auf M gleichmdfig konvergente Teilfolge von (f,).

Wenn eine Folge (fx) in F{' gegeben ist, so lassen sich die Funktionen f;
durch auf D harmonische Funktionen h; ersetzten. Diese sind wiederum
in F{* enthalten und somit nach Lemma 2.5.1 gleichgradig stetig und be-
schrénkt. Nach dem Satz von Ascoli-Arzela besitzt die Folge (hy) somit
eine konvergente Teilfolge, die wiederum nach dem Harnackschen Prinzip

gegen eine auf D harmonische Funktion h konvergiert, fiir die gilt:

E(h) < ligg}fg(hk) =e(D) (2.19)
Andererseits ist h € F}', da h als gleichméfiger Limes monotoner Funktionen
selbst wieder monoton ist und fiir jeden Punkt p € T eine Folge (z;) mit
h(zx) = p existiert. Da D kompakt ist, existiert nach dem Satz von Bolzano
Weierstraf eine konvergente Teilfolge von (z), mit 2, — 2. Also gilt
h(zs) = p, woraus folgt, dass h |,,, surjektiv und damit h € F¥ ist. Daraus
folgt:
E(h) > () (2.20)

Aus (2.19) und (2.20) folgt:

Satz 2.5.5 Es gibt eine Funktionen h € F} mit Ah |, = 0 und E(h) =
e(T).

Man bezeichnet diese Losungen als Douglas-Rados-Lisungen. Sei nun X eine
Douglas-Rado Losung, also eine harmonisch Abbildung X € Fr mit mini-
maler Energier. Es muss noch gezeigt werden, dass X |, schwach konform

ist, genauer [2]:

Satz 2.5.6 Ist X € It energieminimierend, £(X) = e('), so ist X schwach
konform, d.h.

(X ox
= 0z 0z

> = g11 — o2 — 2ig12 = O,
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2 Minimalflachen

Abbildung 2.3: Henneberg-Fléche

2.6 Hennebergflache-eine nichtorientierte

Minimalflachen

Die bisher behandelten Beispiele von Minimalflichen sind alle orientierbar.
Man nennt einer regulire Fliche X C R3? orientierbar, falls es ein stetiges
Einheitsnormalenfeld v auf X gibt. Dabei gilt, dass v genau dann stetig
ist, wenn v glatt ist. Ein typischer Vetreter fiir eine nichtorientierte Flache
ist das Mobiusband. Dieses entsteht, wenn man einen Papierstreifen einmal
verdrillt und anschliefend die beiden Enden zusammenklebt.

Die Henneberg Fliche ist die erste entdeckte nichtorientierte Minimalflache.

Ihre konforme Parametrisierung lautet:

cosh 2z cos 2y
fR* =R f(z,y)=| —sinhasiny— ssinh3zsin3dy |. (221

—sinhx cosy + % sinh 3x cos 3y

Um zu zeigen, dass es sich um eine konforme Parametrisierung handelt,

berechne ich die erste Fundamentalform. Die ersten partiellen Ableitungen
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lauten:
2 sinh 2x cos 2y

of . .
| coshxsiny — cosh3zsindy |,

— cosh x cos y + cosh 3z cos 3y

—2 cosh 2x sin 2y

of . .
8_3/ = | —sinhxcosy — sinh 3z cos 3y

sinh z sin y — sinh 3z sin 3y

Daraus folgt aus den Additionstheoremen fiir sinh und cosh:

_JOf Of\ _ 2 12 9o _ JOf Of
g1 = <8$, 8x> = 4 cosh” z(sinh” 2z + sin” 2y) = gop = 9y )

Des weiteren ist g0 = go1 = <%, g—£> = 0. Daraus folgt die Konformitét von

f. Bei der Parametrisierung f der Hennebergflache handelt es sich nicht um
eine Immersion, denn es existieren (z,y) € R?, so dass %, g—i verschwinden.
Um heraus zu finden, bei welchen Punkten R? dies der Fall ist, betrachtet
man zunicht die erste Komponente von g—;. Damit diese Null wird, muss
sinh 2z = 0, also x = 0, oder cos2y = 0, also y = Fcdotk, k € Z, sein. Setzt
man diese Werte in die zweite und dritte Komponente ein, so sieht man,

dass die Nullstellen von % gegeben sind durch die Menge
5= {(U,y);y = gkk € ]R}

. Betrachtung der partiellen Ableitung g—; fithrt zum selben Ergebnis. Damit
sind die Singularitdten von f gegeben durch die Menge S Folglich ist f |]R2\ s
eine Immersion.

Wir wollen nun iiberpriifen, ob es sich bei der Henneberg Fliche tatsédchlich
um eine Minimalfliche handelt. Nach den Sdtzen 2.4.1 und 2.4.2 ist f |ga\g

27



2 Minimalflachen

eine Minimalfliche, wenn Af = 0.

02 o2
Af = / + /
Oxdx  Oydy
4 cosh 2x cos 2y —4 cosh 2x cos 2y

= —sinhxsiny — 3sinh3zxsin3y | + | +sinhzsiny + 3sinh 3z sin 3y
— sinh x cos y + 3 sinh 3z cos 3y + sinh x cos y — 3 sinh 3z cos 3y

Folglich handelt es sich um eine Minimalfldche.
Das Einheitsnormalenfeld, also die Gauf-Abbildung, berechnet sich aus der
of  Of
Formel 294 7u:
155 % 55|

sinh x
sin y ) (2.22)

— Cos Y

v(@,y) = cosh

Um zu sehen, dass die Henneberg-Flache nicht orientierbar ist, betrachten
wir nun eine symmetrische Eigenschaft der Flache. Wie leicht nachzurechnen
ist, ist f(—z,y + m) = f(z,y) Setzt man den Punkt (—z,y + 7) in die

Gaufabbildung v ein, so sieht man
V(_xwr +7T) = —V(.Ql,y).

Die Orientierung wird also Umgekehrt. Die Gaukabbildung ist also nicht

stetig und f damit eine nichtorientiert Minimalfléche.

2.7 Totalkriimmung von Minimalflachen

Die Totalkriimmung einer kompakten 2-dimensionalen Untermannigfaltig-
keit lasst sich mit Hilfe der Euler-Charakteristik X nach der Gaufk-Bonnet-

Formel berechnen [4]::

Satz 2.7.1 (GauR-Bonnet-Formel) M C R? sei eine kompakte 2 dimen-
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sionale (orientierbare) Untermannigfaltigkeit(ohne Rand). Dann gilt:
/ KdA =2nX(M), (2.23)
M

wobei K die Gauf-Krimmung und X € 7. die Euler-Charakteristik von M
ist, die invariat unter Homoomorphismen und insebsondere unabhdngig von

der Art der Einbettung als Untermannigfaltigkeit ist.

Da es keine kompakten Minimalflichen gibt, lésst sich der Satz in dieser
Form nicht auf Minimalflichen anwenden. Allerdings hat Ossermann fol-

genden Satz bewiesen|5|:

Satz 2.7.2 Sei X : U — R? eine vollstindige Minimalfliche mit endlicher
Totalkrimmung. Dann ist U konform diffeomorph zu einer kompakten Rie-
mannchen Fliche U, aus der eine endliche Anzahl von Punkten entfernt

wurde (Punktierung).

Eine Riemannsche Fliche ist eine 1-dimensionale komplexe Untermannig-

faltigkeit. Des weiteren gilt folgender Satz [4]:

Satz 2.7.3 (S.Cohn-Vossen) FEs sei M eine nicht-kompakte, aber voll-
stindige 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R®. Dann gilt fiir die

Totalkrimmung die Ungleichung;

/ KdA < 2nX (M), (2.24)

mit Gleichheit zumindest dann, wenn die Gesamtfliche fM dA endlich ist.
Aus diesem Satz folgt fiir Minimalfldchen [5]

Satz 2.7.4 Sei X : U — R? eine vollstindige, eingebettete Minimalfiiiche

mat endlicher Totalkrimmung, dann gilt fiir die Totalkrimmung von X :
/ KdA =2n(X — k) = (2 —2g — 2k), (2.25)
X

dabei ist X = 2 — 2g — k die Euler-Charakteristik, g das Geschlecht der

zugehdrigen punktierten Riemannschen Fldche und k die Anzahl der Enden.
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3 Die Kettenflache

3.1 Die Kettenlinie

Als Kettenlinie bezeichnet man Kurven, die in ihrer Gestalt einer Kette ent-
sprechen, die an ihren Enden fixiert ist. Dabei geht man davon aus, dass die
Kette aus beliebig kleinen Gliedern besteht und dem Einfluss des Gravitati-
onsfeldes unterliegt. In diesem Abschnitt werde ich untersuchen, durch wel-
che Kurve Kettenlinien beschrieben werden kénnen. Dazu kann man einen
ahnlichen Ansatz wie beim Plateauschen Problem benutzen. Denn wann
immer ein Korper sich selbst iiberlassen wird, nimmt er die Form an, die
seine potentielle Energie minimiert. Als potentielle Energie bezeichnet man
diejenige Energie, die ein Korper aufgrund seiner Lage im Gravitationsfeld
hat. Fixiert man eine Kette an ihren Enden, wird sie also eine Gestalt an-
nehmen, die ihre potentielle Energie minimiert.

s bezeichne nun ¢(z) = (z,y(x)), © € [a,b], die Kurve der Kettenlinie,
wobei man sich die Kette aus einer grofsen Anzahl N von beweglichen star-
ren Stangen vorstellt. Die Randwerte seien y(a) = « und y(b) = 5. Mit
c(s) = (Z(s),y(s)) ist die entsprechende nach Bogenlénge parametrisier-
te Kurve gemeint. Die i-te Stange befindet sich auf der Hohe y;, hat die
Lange s und ihre Masse betragt pus. Fiir die Potentielle Energie gilt somit
V = pg ). yis. Die Lange der Stangen sei nun vernachléssigbar klein, dann
geht N — oo und da die Lange einer Kurve sich unter einer Umparametri-

sierung nicht veréndert, gilt fiir die Lénge der Kette:

L(c):L(E):sb—sa:/sjblds:/ab|c’(x)|da::/ab\/mdx
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mit y(s,) = a und y(s,) = b. Unter der Bedingung, dass die Lange der Kette
konstant gehalten wird, gilt daher fiir die potentielle Energie:

Sp b
V= ug/ y(s)ds = ug/ y(@)V1+y (z)de

Diese potentielle Energie gilt es nun zu minimieren. Dazu kann das Lemma
(2.3.2) benutzt werden, nach dem gilt:
6V (y,y') = 0 fiir beliebige Variationen y, von y mit L(y,y ) = const

genau dann, wenn

& 5(V(y,y)+AL(y,y)) = / (y(x) + NV/1+y2)dz=0  (3.1)

fiir jede beliebige Variation von gy, wobei A € RR. Man bestimmt nun die
Losungen von Gleichung (3.1) mit Hilfe der Eulerschen Differentialgleichung

der Variationsrechnung. Dazu betrachtet man eine C2-Funktion
L:a,b) x RxR— R, (z,y,p) — L(z,y,p)

mit vorgegebenen Randwerten «, 3, die in unserem Beispiel gegeben ist
durch L(z,y,p) = (y(z) + N\)/1 + 92, mit p = ¢/ und Lagrange Funktion

genannt wird. Des weiteren sei

K:={y e C?a,b]|y reell, y(a) = a,y(b) = 5 }

und

J:K = R, J(y) = [} L(z,y(z),y (x))dz.

Nun muss y € K so bestimmt werden, dass J minimal wird. Dazu betrachtet
man Variationen von ¢ € K ¢ + sh, mit s € R und h € C? reell mit
h(a) = h(b) = 0 und setzt

Fy(t) .= J(¢ + sh)
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3 Die Kettenflache
Damit J in ¢ minimal ist, muss J in ¢ stationér sein, dass heift

5Fh(8) = O,

9
Js

chung gefasst werden, der Eulerschen Differentialgleichung der Variations-

wobei § = <_o- Diese geforderte Eigenschaft kann in eine Differentialglei-

rechnung [3]:

Satz 3.1.1 J wird in ¢ genau dann stationdr, wenn ¢ auf [a,b] die Glei-

chung

d

Lol 0(2), ¢'(2)) = Ly(2, p(2), ¢'(2)) (3.2)
erfillt.
Dabei bezeichnen L, bzw. L, die partiellen Ableitungen L, = aL(gz’oy’p ) und

__ OL(z,y,p)
L,= o

In unserem Beispiel hangt L nicht von x ab und man kann daher folgendes

Lemma verwenden|3].

Lemma 3.1.1 Hdingt L nicht von x ab, so ist fir jede Losung

E, = L(p,¢") — Ly(p, )¢ =k (3.3)
konstant.

Sei nun L(x,y,y") = (y(x) + X\)y/1 + ¢’? und sei y eine beliebige Losung
von (3.2). Dann ist: L,(y,y) = S;%_)@f; Wendet man nun Lemma 3.1 an,
y

folgt daraus:

y = (yz—j)z —1. (3.4)

Bei Gleichung (3.4) handelt es sich um eine lineare Differentialgleichung, die

man sehr einfach durch Trennung der Variablen 16sen kann, wobei A durch
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3 Die Kettenflache

Normierung der Hohe y auf Null gesetzt werden kann, also

Die Stammfunktion von .
L1

ist
k - arcosh(%) + o, xo = const

Als Losung von (3.5) ergibt sich daher:

T — X

k

y = k - cosh (3.6)

Diese Losung ist bis auf Wahl der Konstanten k& und z, eindeutig. Die

gesuchte Kurve ¢ der Kettenlinie lautet also:

r — I

c(x) = (x,k - cosh ).

3.2 Die Kettenflache

Lésst man die eben bestimmte Kettenlinie c(z) = (z,k - cosh *5™) um
die x-Achse rotieren, so bezeichnet man die daraus resultierende Dreh-bzw.
Rotationsflache als Kettenflache oder auch als Katenoid. Fiir £ = 1 und ¢ =
0 ergibt sich das Standardkatenoid. Der Faktor k bewirkt eine zentrische
Streckung des Standardkatenoids, wobei unter einer zentrischen Steckung
eine Abbildung der Form F(x) = ra fir ein festes » > 0 versteht. Eine

mogliche Parametrisierung der Kettenflache lautet:

X (u, up) = (p(ur)e™; uq)
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3 Die Kettenflache

Abbildung 3.1: Die Kettenflache

fir p(u;) = coshx bzw.:
X (uy,uz) = (coshuy cos ug, coshuy sinug, us)

In diesem Abschnitt werde ich beweisen, dass es sich bei der Kettenflache
um eine Minimalflaiche handelt. Doch der Beweis zeigt noch mehr: Bei der
Kettenflache handelt es sich um die einzige gekriimmte Minimalfliche, die
gleichzeitig eine Drehflache ist. Bei der Drehfliche einer Geraden, die senk-
recht zur Drehachse steht, ensteht eine Ebene oder rotationssymmetrische
Teile einer Ebene. Es handelt sich bei dieser Rotationsflache also ebenfalls
um eine Minimalflache, allerdings um eine nicht gekriimmten Minimalflache.
Fiir den Beweis, dass die Kettenflidche die einzige gekriimmte Rotationsmi-
nimalflache ist, schauen wir uns Drehflichen zunéchst etwas genauer an.
Drehflachen entstehen, wenn man eine ebene Kurve, die beispielsweise in
der x-z-Ebene liegt um die z-Achse rotieren lédsst. Eine genaue Definition
lautet: Eine Flache heifit Drehfliche oder Rotationsfliche, wenn sie durch

Drehung einer reguliren, ebenenC?— Kurve

7w (p(u), 2(u)
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3 Die Kettenflache

um die z-Achse im R? entsteht [4]. Die Kurve v bezeichnet man auch als
Profilkurve. Diese stellen wir uns im Folgenden immer als Graph parametri-
siert vor, also v(u;) = (p(uy),u1). Die zugehorige Drehfléche besitzt dann

eine Parametrisierung der folgenden Form:

p(uy) cos uy

X(ur,us) = (plur)e™ ) = | p(us) sin uy
Ug
Zur Bestimmung der Hauptkriimmungen s; und ks sei ¢ := cosus und

s := sinuy. Daraus ergibt sich

Xu1 = (plca p/57 1) und Xuz = (—pS,pC, 0)’

wobei X,, = %, 1 = 1,2. Also folgt fiir die erste Fundamentalform g =

_ [ox ax\.
Gij = <8_ui’ Wj>-
gm=(p)P+1= |7/|2, go2 = p? und g3 = go = 0.
Zur Berechnung der zweiten Fundamentalform berechne ich zunéchst den

Einheitsnormalenvektor:

0X 0X

y = ou; X % o (0,0,p’)
lax o ax|| /
‘ Bus X O ']

Aufserdem gilt:

Xu1u1 = (pﬂcv pHS,O), Xu2u2 = <_pc7 _psa()) und
XU1U2 = Xu2u1 - (—p/S,p,C, 0)7

92X

wobel X, = Do

L:

fiir 4,7 = 1,2. Also folgt fiir die Weingartenabbildung
2
_ 713
L=g 1_h:<0|v| L)
el
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3 Die Kettenflache

Da die Matrix der Weingartenabbildung bereits Diagonalgestalt hat, konnen
die Eigenwerte und damit die Hauptkrimmungen von X direkt abgelesen

werden:

o 1! . 1! o 1 _ 1
k1=—fs =——L— und Ky = il T
'l (1+p'2)2 ’ p(1+p2)2

Wenn nun die Drehfliche eine Minimalflache sein soll, muss die Summe der

Hauptkriimmungen Null ergeben, denn es gilt:
X ist eine Minimalflache genau dann, wenn H= H - v = 0, mit H = %(/il +
Kg). Das bedeutet:

K1+ Ko = 0
/!
1
VI C— =0
(T+p?)z p(1+p?)2
<:>pll.p_p/2 _ 1

Dabei muss p(u1) # 0 sein fiir alle u; € [a,b]. Wére p = 0 so wiirde sich die
Gleichung zu —p = 1 ergeben. Da p stetig ist, ist also p(u;) entweder groRer
Null fiir alle u; € [a, b] oder kleiner Null fiir alle u; € [a, b]. Man kann dabei
annehmen, dass p in der rechten Halbebene liegt, also stets gréfser Null ist.
Andernfalls kann dies durch Verschiebung erreicht werden. Man kann also

nun durch p dividieren:

Es handelt sich hierbei um eine Differentialgleichung 2. Ordnung, die durch
folgende Substitution auf eine Differentialgleichung 1. Ordnung gebracht

werden kann:

Setze p' = z(p), dann ist p" = z - 2/

Dies liefert folgende Gleichung:
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3 Die Kettenflache

Die Differentialgleichung 1. Ordnung kann durch Trennung der Variablen

gelost werden. Dies liefert:
VZ2+1=p-c ¢ = const

Resubstitution von z = p/ liefert:

VP+1l = poo

% = pa—1

Sp = E\/pr-d-1

Fiir den Fall p/ = 4++/p? - ¢ — 1 entspricht diese Gleichung der Differential-

gleichung (3.5), dessen Losung wir ja bereits bestimmt haben:

r — X

p =k - cosh

fiir k = %

Da p > 0 und coshx > 1, muss ¢ > 0 gelten. Der Fall p/ = —\/p%zi—l
kann daher ausgeschlossen werden.
Es handelt sich also bei der Profilkurve p(u;) um die Kettenlinie, deren Ro-
tation bis auf Streckung mit dem Faktor é der Kettenfliche entspricht. Die
Konstanten ug und ¢y lassen sich eindeutig durch die Aufhdngepunkte der
Kette bestimmen. Nach dem Satz von Picard Lindelof ist die Losung dieser
Differentialgleichung eindeutig bestimmt, da p € C? und damit lokal einer
Lipschitzbedingung geniigt. Es gibt also bis auf die Kettenfliche und ihre
zentrischen Streckungen keine weitere Rotationsflache, die gleichzeitig eine
gekriimmte Minimalflache ist.
Bemerkung: Man kann auch mit Hilfe des Variationsprinzips nachweisen,
dass, bis auf zentrische Streckung mit dem Faktor k, das Katenoid die einzi-
ge gekriimmte Rotationsminimalflache ist. Dabei geht man wieder von einer
Kurve c(z) = (z,y(x)) aus, wobei y : [a,b] — (0,00) eine C? Funktion und

¢(s) = (z(s),y(s)) die entsprechende nach Bogenldnge parametrisierte Kur-
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3 Die Kettenflache

ve ist. Der Flacheninhalt bei Drehung um die x-Achse ist dann:

Aly) = 27T/ yv 1+ (y)de

Nun benutzt man wie in Kapitel 3.1 iiber die Kettenlinie Gleichung (3.3)
um y zu finden, so dass 0A(y) = 0. Auf diese Art kommt man auf exakt
die selbe Gleichung (3.5), dessen Losung schon ausgerechnet wurde und als

Losung die Kettenlinie ergab.

3.3 Die Kettenflache und Seifenblasen

Minimalfldchen lassen sich mit Hilfe von Dréahten und Seifenblasen verwirk-
lichen. Um zu einer Kettenfliche zu gelangen, muss man zwei kreisférmige
Dréhte in eine Seifenlosung tauchen und herausziehen. Dabei sollten die
Kreismittelpunkte tibereinander liegen. Nun kénnen sich verschiedene Sei-
fenhdutchen bilden. Befinden sich die beiden Kreise in zu groffem Abstand
zueinander, so bilden sich zwei getrennte Seifenblasen, eine in jedem Kreis.
Sind die Kreise nah genug beieinander, so kénnen sich dagegen auch zusam-
menhdngende Seifenhdutchen bilden. Diese bilden dann Kettenflichen oder
Flachen aus drei zusammenhangenden Hautchen. Anschaulich ist klar, dass
ein Seifenhdutchen, dass zwischen zwei Kreise eingespannt, zerplatzt, wenn
die Kreise immer weiter auseinander gezogen werden. Dies kann man auch
mathematisch beschreiben.

Dazu betrachten wir nicht eine Vergrofserung des Abstandes, sondern eine

Verkleinerung des Radius der beiden parallelen Kreisscheiben
k‘i = {(1’1)2 + Z‘g = 7’2; T3 = :|:1}

Dies ist bis auf zentrische Streckung dquivalent. Die Frage ist nun, fiir welche

Radien r die beiden Kreise Kettenflachen beranden konnen. Die Kettenfla-
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3 Die Kettenfliche
chen lassen sich auch schreiben als
K; = {z;p(z) =t coshtas}
mit ¢ € R>?. Dann ist p(z) = /22 + 23 = r. Bei 23 = +1 ist also
r=ttcosht =: f(t) > 0.

Diese Funktion geht sowohl fiir ¢ — 0 als auch fiir ¢ — oo gegen oo und
muss folglich nach dem Satz von Rolle ein Minimum ry = f(2o) besitzen.
Fiir r = ry besitzt die Gleichung also genau eine Losung, fiir jedes r > rg
jedoch zwei Losungen und fiir r < rg existiert keine Losung. Das heifst, wenn
die beiden parallelen Kreise eine Kettenflache beranden sollen, muss fiir den
Radius r < rg = min{t ' cosh t;t > 0}gelten. Haben die Kreise einen Radi-
us von 7 > 1o, konnen sie keine Kettenfliche mehr beranden. Dies stimmt
mit der Beobachtung iiberein, dass eine Kettenfliche aus Seifenh&dutchen
beim Auseinanderziehen der Kreise zerreifit.

Wie gerade festgestellt, enstehen fiir bestimmte Radien, bzw. fiir bestimmte
Absténde der parallelen Kreise zwei verschiedene Kettenflichen. Mit Hilfe
von Seifenhdutchen lédsst sich jedoch nur eine der beiden jeweiligen Ket-
tenflachen beobachten. Dies liegt daran, dass nur eines der Seifenh&dutchen
stabil ist. Das unstabilere Hautchen ist starker nach innen gekriimmt und
kann mit dem menschlichen Auge nicht wahrgenommen werden, da es in-
nerhalb von Bruchteilen einer Sekunde in die stabilere Form umspringt.
Fiir einen bestimmten gegebenen Radius r kann man den Maximalabstand
der beiden Kreise zueinander konkret berechnen. Umgekehrt kann man fiir
einen gegebenen Abstand d = 2s der Kreise zueinander den minimalen Ra-
dius berechnen, so dass die Kreise ein Katenoid beranden. Ich werde nun
an einem Beispiel zeigen, wie man fiir einen gegebenen Radius r den Ma-
ximalabstand der Kreise bestimmten kann. Dazu betrachte ich Gleichung

(3.6) und setze zo = 0, also:

y = k;cosh(%). (3.7)
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3 Die Kettenflache

Die bei der Rotation um die x-Achse entstehenden Kreise, die die entste-
hende Kettenfliche beranden, haben einen bestimmten Radius » und einen
bestimmten Abstand d = 2s voneinander. Der Radius der beiden Kreise
r sei nun fest vorgegeben . Wir kénnen nun durch (r,s) und (r,-s)die Ko-
ordinaten der Randpunkte der Kettenlinie ausdriicken . Damit wird (3.7)
zZu

S

). (3.8)

Mit Hilfe dieser Gleichung erhéalt man durch Umformungen bei gegebenen

r = k cosh(

45
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Abbildung 3.2: Abstand der Kreise in Abhéngigkeit von k
Radius 7 eine Funktion fiir den Abstand in Abhéngigkeit der Konstanten k:
d(k) =2 s(k), s(k) = k:arcosh(%). (3.9)

Eine notwendige Bedingung dafiir, dass der Abstand maximal wird, ist, dass
die erste Ableitung von s(k) gleich Null ist.

s'(k) = arcosh(%) S ——)

r2 — k2
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3 Die Kettenflache

Die Losung dieser Gleichung lautet k& ~ 0,5524341241 - r. Eingesetzt in
Gleichung (3.9) liefert das:

d=2s~1,32548 - 1.

Liegt beispielsweise ein Radius r ~ 2 vor, so darf der Abstand der beiden
Kreise maximal d = 2.65097 betragen.

An dem Beispiel r = 2 soll auch das Ergebnis verdeutlicht werden, dass fiir
bestimmte Abstéinde der Kreise zwei Katenoide entstehen. Dazu betrachten
wir den Graphen zu d(k) = 2-s(k) = karcosh(2). Man kann sehen, dass fiir
jeden Wert des Abstandes unter dem Maximalwert zwei mogliche Losungen

ky und k, existieren.

Die Gleichung d(k) = 2 - karcosh(2) = 2 liefert als Losungen ki =
0,4701899805 und ko =~ 1,6966758764. Die entsprechenden Kettenflichen
unterscheiden darin, dass die Kettenfliche mit £ = 0,47019 stéarker nach
Innen gekriimmt ist. Diese stellt die nicht stabile Form der Kettenfliche da,

das heifdt sie kann nicht mit Hilfe von Seifenhiutchen realisiert werden. Es
bildet sich stets die Kettenfliche mit k = 1, 6968.

Abbildung 3.3: Kettenflache fiir k=0,4702
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Abbildung 3.4: Kettenfliache fiir k=1,69668

3.4 Die Weierstralidarstellung der

Kettenflache

Wie in Kapitel 2.4 beschrieben, lésst sich jede Minimalflédche als Realteil der
Stammfunktion der holomorphen isotropen Abbildung Y = (Y1, Y2 Y?3) :
U — C* {0} darstellen. Dabei ist Y; = h-1(—g+ 517) Y2 =—h-2(g+ %)
., Y3 = h, wobei h eine holomorphe und g eine meromorphe Funktion ist.

Die Weierstraftdarstellung der Kettenfliche ist gegeben durch die meromor-

phe Funktion g = ¢€*, die holomorphe Funktion h = 1 und U = C. Dann

1

(57 =), —go(e™ + ¢, 1)

(5 + ), (e 4 ), 2)

2

z z
= (—cos o sin > 2)
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Dabei steht [ Y fiir die Stammfunktion F von Y, also F' =Y. Damit ergibt

sich:
z
Y1 = —cos—
7
Uy Uy .oup .
= —cos(— + uy) = —(cos — cosug — sin — sin uy)
i i i
1. :
= —coshuj cosuy + — sinh uq sin uy
i
und

L2
/Y2 = —sin—
1

Uy . . .
= —COS— Sl Uy — SIN U1? COS Uy
/)

1
= —coshuy sin us — — sinh 4y cos us.
)
Damit folgt
X = Re / Y = (— coshu; cos uy, — cosh uy sinug, uy).

Dies ist also die Parametrisierung der Kettenflache, die sich aus der Weierstraf-

Derstellung h = 1 und g = e* ergibt.

3.5 Die Kettenflache und Wendelflache

Die Kettenflache besitzt noch eine weitere interessante Eigenschaft. Durch
Aufschneiden und anschliefendes Verbiegen kann die Kettenfliche in die
Wendelfldche iiberfithrt werden. Eine mogliche Parametrisierung der Wen-

delfldche ist gegeben durch

sinh u sin us
F(uy,ug) = | —sinhu; cosus
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Der Name Wendelflache erinnert an eine Wendeltreppe und tatséchlich
lasst sich eine Verbindung zwischen den beiden Bezeichnungen herstellen.
Bei der Wendelfldche handelt es sich um eine Regelfliche, das heifst die
Flache F wird von Geraden iiberdeckt. Genauer gesagt heifit eine regulé-
re Flache Regelfliche, wenn sie eine Parametrisierung der folgenden Form
besitzt:

F:IxJ—-R, F(uy,ug) = c(uy) + ugv(uy),

wobei ¢ : I — R? eine regulir parametrisierte Kurve ist und v : I — R3
eine glatte Abbildung ist mit der Eigenschaft, dass v(u;),c (u;) linear un-
abhéngig sind fiir alle u; € I.

Im Fall der Wendelfldche wird die Fléche von der z-Achse und den davon
ausgehenden Geraden t — ¢,,(t) = t(sinug, —cosus,0) + (0,0, —ug) mit
t = sinh u; gebildet. Die Geraden verlaufen also parallel zur zy-Ebene. Fiir
ug = 01ist go(t) = t(0,—1,0) also die y-Achse. Vergroferung von us bewirkt
durch den Vektor (0,0, —uy) eine Translation der Geraden nach unten, die
gleichzeitig durch (sin ug, cos us, 0) gedreht wird. Anschaulich bedeutet dies,
dass die Geraden wie die Stufen einer Wendeltreppe angeordnet sind, wobei

man sich die Stufen beliebig klein denken muss.

Um die Eigenschaft, dass die Kettenfliche durch Aufschneiden und Ver-
biegen in die Wendelfliche iiberfiihrt werden kann, mathematisch zu be-

schreiben, betrachten wir nun die zur Kettenfliche assoziierte Familie Xj:

Xy = Re(/Yg) = Re(ew/Y)
mit 6 € [0, 27]. Dabeiist Y : U — C?\0 eine holomorphe isotrope Abbildung
mit

Y —2X., X- Re(/Y).
Da Y holomorph und isotrop ist, gilt dies auch fiir die konstanten Vielfache

Yy = €Y mit 6 € [o,27]. Man erhilt also aus Xy eine ganze Schar von

Minimalfldchen, die man die zu X assoziierte Familie nennt. Dabei kommt
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dem Fall § = 7 eine besondere Bedeutung zu. Da eT = 1, gilt:

X* =Xz = —]m(/ Y).

Diese Flache wird die zu X konjugierte Minimalfliche genannt. Im Fall der
Kettenfliche haben wir [Y bereits aus der Weierstraf-Darstellung h =

1, g = €* berechnet:

— cosh uq cosug + % sinh u; sin us

/Y = — cosh u; sinuy — % sinh u; cos usy
1
Daraus folgt:
sinh u; sin uy
X*:Xg:—fm(/Y): — sinh u; cos ugy

Dies entspricht exakt der oben angegebenen Parametrisierung der Wendel-
flache. Die zur Kettenfliche konjugierte Minimalfliche entspricht also der
Wendelfldche.

Des Weiteren gilt, dass sich jede Minimalfliche in der zu X assoziierten
Familie darstellen lésst aus X und der zu X konjugierten Minimalflache X*

iuber:

Xy = (cos0)X + (sinf) X™.

Im Fall der Kettenflache ergibt sich

— cos(0) cosh u; cos uy + sin(#) sinh uy sin uy
Xg= | —cos(f)coshu;sinuy — sin(#) sinh u; cos uy
cos(f)uy — sin(0)us
Die Xy entsprechen den Zwischenstufen der Deformation von der Ketten-
flache zur Wendelfléche.
Anschaulich ldsst sich das so verdeutlichen: Man schneidet die Kettenfla-

che entlang ihrer Profilkurve auf und zieht die Enden auseinander, wobei die
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Fléache verbogen wird. Man kann also daraus den Schluss ziehen, dass es sich
bei allen Zwischenstufen wieder um Minimalflachen handelt. Insbesondere
folgt daraus, dass es sich auch bei der Wendelfliche um eine Minimalflache
handelt.

Man kann sogar zeigen, dass es sich bei einer Fléche, die sowohl eine Minimal-
als auch eine Regelfliche ist, entweder um eine Ebene oder die Wendelflache

handeln muss.

Satz 3.5.1 Gegeben sei eine Regelfliche X (u,v) = c(u) + vb(u) fir eine
nach Bogenlinge parametrisierte Kurve ¢ : I — R3 und ein Vektorfeld b(u)
laings ¢ mit |b(u)| = 1 und b(u) L ¢(u) fir alle w € I. Dann ist X eine

Minimalfliche genau dann, wenn X eine Ebene oder eine Wendelfldche ist.

Beweis: Wenn X eine Wendelfliche oder eine Ebene ist, haben wir schon
gesehen, dass X eine Minimalflache ist.

Sei also nun eine minimale Regelfliche X wie oben gegeben. Dann ist zu zei-
gen, dass es ein konstantes vy gibt, so dass ¢ : U — X (u, vy) eine Gerade ist
und X (u,v) = &(u) + vb(u) eine Wendelfliiche ist. Da b(u) = 9X cine Asym-
ptotenrichtung ist und %—)5 1 %—f folgt mit Satz 2.1.3, dass X, = %—)u( an jeder
Stelle eine Asymptotenrichtung ist, also h,(X,, X,) = (L.(X.), Xu) = 0,
wobei h, die zweite Fundamentalform im Punkt u, L, die Weingartenab-
bildung im Punkt v und X, = %—f ist.

Es gilt also h,(Xy, Xu) = ho(d(u) + 0b'(u), ' (u) + vb'(u)) = 0. Sei nun
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¢, = c(u) + vb(u), dann ist ¢, fir jedes v eine Kurve in X. Nach dem Satz
von Meusnier (siehe z.B. [1]) gilt dann:

ha(c,, cl)) = hy(Xu, Xu) = Enor(Xy) = (¢, V) =0,

v TV

wobel v = X, X X, = xb+v-b xbder Normalenvektor ist. Es ist
(L vy = (", x by +v ({0 xb) + (b, ¢ x b)) +0* (", x b) = 0.

Daraus folgt, dass X,, genau dann Asymptotenlinie von X ist, wenn:
L. (",d xb)y=0
2. ("0 xb) + (b, xb)=0
3. (b0 xb)=0

Aus 3. lasst sich schlieen, dass 0”,0',b linear abhéingig sind und daher
existieren fiir b # 0 7,8 € R, so dass -L(bx V') =b x V' =b x (yb' + 6b) =
~vb x t'. Die von b und b aufgespannte Ebene ist also konstant und man
kann annehmen, dass es die Ebene C ist.
Aus 1. folgt, dass ¢’ € span{c,b}. Es existieren also A\, 4 € R, so dass
" =\ + pb. Da (", &) = X|d|? 4+ p(c,b), folgt

——

=0

" = \b. (3.10)

Also ist (¢, b x b) = 0 und damit folgt aus 2., dass b”, ¢, b linear abhéngig
sind, dass heifit es existieren 0,7 € R, so dass b’ = oc + 7b. Andereseits
gilt nach 3., dass b = xb+ +yb/, fir z,y € R. Also gillt entweder b” = rb
(Fall A) oder b,0” spannen dieselbe Ebene auf wie b, (Fall B).

Fall B ergibt direkt zusammen mit 2., dass ¢ € span{b,b'} = C.Da ¢ L b
und b’ L b ist ¢ ein Vielfaches von ¥'. Also liegt ¢ in der Ebene C und da
auch b € C, folgt dass BildX C C. Fall B ergibt also eine Regelflache, die
eine Ebene ist.

Fall A: Da ¢/ 1 b und die Multiplikation mit ¢ einer Drehung um 90° ent-
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3 Die Kettenflache
spricht, ist b = dib. Daraus folgt:

Vo= &b+ il
5/
= b = dibtoib= Sl +bib.

Also muss ¢ = 0 gelten und ¢ ist somit konstant. Dann folgt

r-b = b =rb+rb
= orib,

also ist auch r konstant. Man kann also nun einfach die Losungen der Dif-

ferentialgleichung " = rb bestimmen zu
b(u) = e™, k= const.

Aus (3.10) folgt, dass ¢” € Cund da ¢ L ¢’ gilt (/,e3) = s-u, s= const.

Des weiteren folgt aus ¢ L b, dass

d(u) =t -ie™™ + sues,

mit ¢ = const, da aus |¢/|> = 1 folgt, dass s* + 2 = 1. Folglich ist bis auf zu
vernachlissigende Translation c(u) = ze®** + yu2es. Dann ist ¢ = ¢ + vpb =

tues fiir vy = x eine Gerade und

X (u,u) = c(u) + vb(u) = u’es + v(cos(ku), sin(ku), 0)

die Wendelflache.

3.6 Geometrische Eigenschaften der

Kettenflache

In diesem Kapitel will ich mich naher mit den geometrischen Eigenschaften
der Kettenflache beschiftigen.
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Dazu werde ich zunéchst die wichtigsten geometrischen Grofen berechnen:

Die erste Fundamentalform g = g;; = <g;f , %>,z’, 7 = 1,2 lasst sich aus
i J

den Ableitungen

sinh u; cos us — cosh u; sin us
0X ) ) 0X
— = sinhu; sinwus |, — = cosh uy cos uy
8u1 8u2
1 0
berechnen:

B cosh®u; 0
94 = 0 cosh®u; |

Das Einheitsnormalenfeld, also die Gaukabbildung, kann man wie folgt be-

rechnen:
. —cosu
X o OX 1 2
8%1 aug . .
V(Ul, U2 = — SIN Ug
OX o 9X cosh uy
du; " Bug sinh v

Die zweite Fundamentalform h = h;; = <%, 1/>,z', 7 = 1,2 lasst sich aus
10Uj

den zweiten Ableitungen berechnen:

cosh uy cos us — cosh u; cos ug
0*°X ) 0’°X ]
= coshujsinus |, = —coshu;sinus, |
8u18u1 8u28u2
0 0
) — sinh u; sin ug )
0°X - 0°X
= SN Uy COS U =
8u18uQ 8u28u1
0

Daraus folgt:

-1 0

Da his = hoy = g12 = go1 = 0, sind u; und us Kriimmungslinienparameter.

Die Weingartenabbildung ist
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L0 -1 0 ——L 0
_ -1 _ cosh? uy . _ cosh? uy
L=g  -h= ( 0 ) 0 ) . )
cosh? ul cosh? ul

Da die Weingartenabbildung Diagonalgestalt hat, konnen die Eigenwerte

und damit die Hauptkriimmungen direkt abgelesen werden. Es gilt also:

1 1
Kl = ——s5—, Ky = ———
' Cosh? Uy 2 cosh? uy
Dabei entspricht £; der Kriimmung der ebenen Profilkurve «(u;) = (uq, cosh uy).

Diese lasst sich berechnen aus der Formel:

det 0, 7") = L =K
3 h2 — M
lv[I" cosh™uy

Die Kriimmungslinien des Katenoids sind die Breitenkreise und Meridiane.
Diese ergeben sich, indem man eine der Variablen in X (uj,us) konstant

setzt. Fiir uy = k = const ergbit sich damit die Kriimmungslinie

cosh k cost
c1(t) = | coshksint |,
k

welche die Breitenkreise darstellen.

Fiir us = k = const ergeben sich als Kriimmungslinien die Meridiane

coshtcosk
co(t) = | coshtsink
t

Die Gaufkriimmung K einer reguldren Fliche ist definiert als
K= K1+ Ra,

wobei k; und ks den eben berechnteten Hauptkriimmungen entsprechen.
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3 Die Kettenflache

Fiir die Gaukkrimmung der Kettenflache gilt also:

1 1 1
K(uy,us) = Ky - ko = (= = _ )
(1, u2) LT osh? Uy ( cosh? ul) cosh® uy

Als néchstes will ich die Oberflache einer Kettenfliche mit der eines Zy-
linders, mit gleich radien und Abstand der Randkreise. Dabei gehe ich vom
Standardkatenoid aus, setze also k = 1, g = 0 in Gleichung (3.6) ein:
y = cosh(z). Des weitern sei der Abstand der beiden Randkreise zueinander
2, dann ergibt sich aus Gleichung (3.8) r &~ 1.543080635. Fiir die Oberflache

einer Rotationsflache gilt:

1
A= 27r/ yv 1+ y?de.
-1

Fiir die Kettenfliche ergibt sich somit:

1
A = 27r/ cosh zV/1 + sinh? zdx

1

1
= 27 / cosh? zdx

1
= 5,62686m

Die Mantelfliche eines Zylinders mit Radius » = 1.543080635 und einem
Abstand d = 2s = 2 berechnet sich einfach aus der Formel A = 27 -r - d zu
A = 6.17237. Der Fliacheninhalt der Kettenflache ist also wie zu erwarten
war kleiner.

Mit Hilfe von Gleichung (2.25) lédsst sich die Totalkrimmung der Ketten-
flache leicht berechnen. Die zur Kettenfliche konforme und diffeomorphe
kompakte Riemannsche Fléche ist die Sphére, aus der zwei Punkte ent-
fernt wurden. Daraus ergibt sich, dass das Geschlecht Null ist und da das
Katenoid 2 Enden hat, folgt:

/KdA:27r(2—29—2k):27T(2—O—4):—47T.
b

Das Katenoid ldsst sich sogar iiber seine Totalkriimmung charakterisieren
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3 Die Kettenflache

[5]:

Satz 3.6.1 Die Kettenfliche ist die einzige, nicht einfach zusammenhdn-

gende Minimalfliche mit einer Totalkrimmung von —4m.
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