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1 Einleitung

Gegenstand dieser Arbeit ist die Beschreibung von SU(3)-Strukturen auf 6-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten mit Schwerpunkt auf ihrer Charakterisierung durch die intrinsische Tor-
sion. Motiviert durch Konzepte aus der String-Theorie werden im Spezialfall halbflacher
SU (3)-Strukturen Kriimmungseigenschaften dieser speziellen Geometrien diskutiert.

Die Holonomiegruppe des Levi-Civita-Zusammenhangs einer orientierten riemannschen Man-
nigfaltigkeit ist im generischen Fall SO(n). Die Reduktion der Holonomie auf eine Untergrup-
pe G C SO(n) fithrt zu Einschrankungen der geometrischen Eigenschaften der betrachteten
Metrik. Beispielsweise ist durch G C U(n/2) die Klasse der Kdhlermannigfaltigkeiten ausge-
zeichnet und G C SU(n/2) (Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten) impliziert stets Ricci-Flachheit.
Allgemeiner fiihrt eine Reduktion etwa zu Einschrankungen an den Kriimmungstensor, wie
in [11] dargestellt.

FEine Verallgemeinerung dieses Konzepts besteht darin, nur noch eine Reduktion der Struk-
turgruppe der Mannigfaltigkeit auf G C SO(n) anzunehmen. Reduktionen auf SU(n/2) oder
U(n/2) bilden dabei nicht nur einen Oberbegriff fiir den Calabi-Yau- und Kéhler-Fall, sondern
umfassen auch wichtige Klassen wie Nearly Kéhler- oder hermitesche Mannigfaltigkeiten. In
dieser Situation existieren ebenfalls Zusammenhéinge, deren Holonomie auf G reduziert ist,
sie sind im allgemeinen aber nicht mehr torsionsfrei. Ein Anteil der Torsion kann genutzt
werden, um die verschiedenen Reduktionen zu klassifizieren. Dies wurde fiir die Gruppen
U(n/2) und SU(n/2) in [26] und [9] durchgefiihrt, in der vorliegenden Arbeit wird fiir n = 6
ein alternativer Zugang zu der Zerlegung der intrinsischen Torsion diskutiert, der sich in der
Diskussion der Torsionsabhéngigkeit der Ricci-Kriimmung als hilfreich erweist.

Halbflache SU (3)-Strukturen stellen ein speziellen Fall in dieser Klassifizierung dar, der so-
wohl in der Mathematik als auch in der Physik von Interesse ist. Das mathematische Interesse
liegt u.a. darin begriindet, dass mit Hilfe dieser Strukturen Beispiele von Metriken, deren Ho-
lonomie in Go enthalten ist, konstruiert wurden. Trigt MO eine SU(3)-Struktur und ist I
ein hinreichend kleines Intervall, so kann auf M” := M6 x I eine gewarpte Produktstruktur
definiert werden, die implizit eine Metrik definiert. Fiir diese wurde in [9], aufbauend auf [30],
gezeigt: Die Holonomie der Metrik auf M liegt genau dann in Go, wenn die SU(3)-Struktur
auf M5 halbflach ist.

Innerhalb der Physik treten halb-flache Strukturen im Rahmen der Kompaktifizierung von
Typ-II-Stringtheorien bei Préasenz von Hintergrundfliisssen auf. Sie werden dort als Verall-
gemeinerung von Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten verwendet. Letztere treten bei Kompaktifi-
zierungen mit verschwindenden Fliissen in sogenannten Mirror-Paaren (Y, f/) auf, eine Typ-
ITA-String-Theorie, kompaktifiziert auf Y, ist dabei physikalisch d&quivalent zu einer Typ-11B-
Theorie, kompaktifiziert auf Y. Die so resultierende Symmetrie Y < Y geht bei nichttrivialen
Fliissen verloren und halbflache Strukturen wurden in diesem allgemeineren Kontext in [28]
als neuer Mirror-Partner vorgeschlagen. Im Gegensatz zu Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten sind
diese Strukturen im allgemeinen weder Ricci-flach noch Einstein, so dass die Einsteinglei-
chung nicht trivial erfiillt sondern Terme in Abhéingigkeit von der intrinsischen Torsion als
Mafl der Abweichung vom Calabi-Yau-Fall zu erwarten sind. Dies fithrt auf die Vermutung,
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dass die Ricci-Kriimmung nur quadratisch von der intrinsischen Torsion abhéngt. Die Diskus-
sion dieser Vermutung, ausgehend von einer Darstellung der Ricci-Kriimmung in Termen der
intrinsischen Torsion und der Beitrége ihrer verschiedenen SU(3)-Komponenten, ist zweiter
Schwerpunkt der Arbeit.

Diese Arbeit ist wie folgt gegliedert:

In Kapitel 2 wird der physikalische Kontext, in dem halbflache SU(3)-Strukturen auftre-
ten, naher erlautert. Die Art und Weise, wie physikalische Erwidgungen auf derartige Struk-
turen fiihren, ist auch aus mathematischer Sicht interessant. Nach einigen motivierenden
Bemerkungen zur Stringtheorie werden in 2.1 die im Folgenden relevanten Aspekte dieser
Theorie diskutiert. Ubergeordnetes Thema ist dabei die Reduktion von zehn auf vier Di-
mensionen durch Kompaktifizierung, Grundziige dieses Konzepts werden in 2.2 dargestellt.
Abschnitt 2.3 listet zunichst die verschiedenen Typen supersymmetrischer Stringtheorien
und die sie verbindenden Symmetrien auf, um dann die hier bedeutsame T-Dualitéit sowie
die Mirror-Symmetrie zwischen Typ ITA- und Typ IIB-Stringtheorien bei Kompaktifizie-
rung auf Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten etwas detaillierter zu beschreiben. Gegenstand von
2.4 ist die allgemeinere Calabi-Yau-Kompaktifizierung bei Prisenz von Hintergrundfliissen
sowie der Zusammenbruch von Mirror-Symmetrie bei nicht-trivialem NS-NS-Fluss in einer
Typ IIB-Theorie. In Abschnitt 2.5 wird schliefilich der Vorschlag aus [28], wie bei der Kom-
paktifizierung durch die Wahl der allgemeineren Geometrien ein Teil der Mirror-Symmetrie
wiederhergestellt werden kann, vorgestellt. Schwerpunkt liegt dabei auf der Motivierung der
Einfiihrung halbflacher Mannigfaltigkeiten.

Kapitel 3 dient der Zusammenfassung der benétigten differentialgeometrischen Konzepte.
Aufbauend auf die Diskussion von Hauptfaserbiindeln in 3.1 wird in 3.2 die Reduktion
von Strukturgruppen sowie der Begriff der G-Strukturen erldutert und eine Charakterisie-
rung durch Tensorfelder angegeben. Nach Diskussion des Zusammenhangsbegriffs auf Vek-
torbiindeln wird in 3.3 der Spezialfall des G-Zusammenhangs und seine Vertréglichkeit mit
G-Strukturen behandelt. Vergleichend wird zusétzlich das restriktivere Konzept der Holono-
mie eines Zusammenhangs angesprochen. In Abschnitt 3.4 wird durch Projektion der Torsion
eines G-Zusammenhangs seine intrinsische Torsion eingefiihrt, die im Folgenden zur Klassifi-
kation von G-Strukturen genutzt wird.

In Kapitel 4 sind Eigenschaften allgemeiner Geometrien mit SU(3)-Struktur zusammenfasst.
Aufbauend auf die Fixierung von Konventionen und komplexer sowie reeller Basen in 4.1 wird
in 4.2 die Beschreibung von SU (3)-Strukturen durch riemannsche Metrik, Kdhlerform und
komplexe Volumenform diskutiert sowie diverse Identitdten, die diese Tensoren involvieren,
bewiesen. Als Vorbereitung der Zerlegung der intrinsischen Torsion wird in 4.3 die Darstel-
lungstheorie der Gruppe SU(3) behandelt mit dem Resultat der expliziten Charakterisierung
aller irreduzibler Darstellungen. Das angegebene Verfahren wird in Abschnitt 4.4 angewen-
det, um die Dekomposition der reellen k-Formen in SU(3)-irreduzible Summanden explizit
anzugeben.

In Kapitel 5 wird ein neuer Zugang zur Zerlegung der intrinsische Torsion einer SU(3)-
Struktur diskutiert, der auf der Abspaltung eines Anteils A'T*M ® R und nachtriglicher
Identifizierung End(TM) = A'T*M ® uz beruht. Eine komplette Zerlegung in irreduzible



Summanden sowie die explizite Form der Projektoren wird angegeben. In 5.2 wird gezeigt, wie
die so definierten Torsionskomponenten mit den dufleren Ableitungen von Ké#hlerform und
komplexer Volumenform identifiziert werden kénnen. Das Resultat weicht von den Ergebnis-
sen in [9] ab, dort wurde eine Torsionskomponente nicht korrekt identifiziert. In Abschnitt
5.3 werden einige geometrische Konzepte durch Restriktionen an die intrinsische Torsion cha-
rakterisiert. In diesem Zusammenhang wird der Begriff der ,,Halbflachheit“ diskutiert.

Kapitel 6.1 dient der Diskussion von Kriimmungseigenschaften halbflacher Mannigfaltigkeiten
bzw. solcher mit SU(3)-Struktur. Nach einer allgemeinen Einfiithrung in Kriimmungsbegriffe
in 6.2 erfolgt in Abschnitt 6.3 die explizite Beschreibung der Ricci-und #-Ricci-Kriimmung
derartiger Mannigfaltigkeiten in Termen der intrinsischen Torsion. Daran anschliefend wird
in 6.4 der Beitrag der einzelnen SU (3)-irreduziblen Summanden zu den Kriimmungen aufge-
schliisselt und es erfolgt eine erste Diskussion der Vermutung iiber die Torsionsabhéngigkeit
der Kriimmung. Anhand einer 1-Parameter-Familie halbflacher Mannigfaltigkeiten aus dem
Bereich der Nilmannigfaltigkeiten wird mit dieser Vorarbeit gezeigt, dass die Ricci-Kriimmung
solcher Geometrien nicht notwendig quadratisch in der intrinsischen Torsion ist sondern be-
reits lineare Terme auftreten kénnen, die Vermutung also fiir allgemeine halbflache Mannig-
faltigkeiten falsch ist.
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Anmerkung zu der Notation

Um uniibersichtliche Ausdriicke zu vermeiden, wird an einigen Stellen nicht rigoros zwischen
Biindeln und Schnitten sowie zwischen Biindel und Faser unterschieden.

So bezeichnet [[Al’l]] sowohl ein Biindel als auch die Schnitte darin und Elemente von AT* M
werden an einigen Stellen kurz als ,Formen* bezeichnet. In den darstellungstheoretischen
Abschnitten werden stets die Biindel zerlegt, die induzierten Abbildungen zwischen Schnit-
ten (etwa Projektoren) werden aber mit demselben Symbol gekennzeichnet wie diejenigen
zwischen Biindeln. Schlieflich bezeichnet sus sowohl die Liealgebra, als auch das adjungier-
te Biindel suz(M) (siehe [43]), das im Falle einer Reduktion der Strukturgruppe auf SU(3)
existiert, auf dessen Einfiihrung in dieser Arbeit aber verzichtet wurde. Dieser Missbrauch
der Notation sollte aber nicht zu Missverstédndnissen fiithren.



2 Kompaktifizierung von Stringtheorien

2.1 Stringtheorie und Vereinheitlichung

Die Stringtheorie ist ein Ansatz fiir eine vereinheitlichte Theorie der fundamentalen Wechsel-
wirkungen. Nach heutigem Kenntnisstand werden 4 solche Wechselwirkungen in der Natur
beobachtet:

e clektromagnetische Wechselwirkung
e schwache Wechselwirkung

e starke Wechselwirkung

e Gravitation

Die ersten drei dieser Wechselwirkungen werden quantenfeldtheoretisch in bereits teilweise
vereinheitlichter Form im Rahmen des Standardmodells (siehe [17] oder [39]) beschrieben,
dabei handelt es sich um eine Eichtheorie mit Eichgruppe U(1) x SU(2) x SU(3) . Die Vor-
hersagen dieser Theorie konnten mit grofler Genauigkeit experimentell bestétigt werden.
Die klassische Gravitation wird durch die Allgemeine Relativitidtstheorie beschrieben (siehe
[37]), einer Theorie der Geometrie der Raumzeit bei der es sich nicht um eine Quantentheorie
handelt. Thre Vorhersagen sind ebenfalls gut bestétigt, desweiteren wurden Effekte, die auf
eine quantisierte Theorie der Gravitation zuriickzufiihren wéren, bislang nicht beobachtet.
Dies ldsst sich qualitativ verstehen, wenn man die Gréflenordnungen abschéitzt, in denen sol-
che Effekte zu erwarten wiren. Die sogenannte Planckmasse mp = (hG/c?)3/? ~ 109GeV/c?
und die Plancklinge Ip = (he/G)Y? ~ 10~33¢m ergeben sich als einzige Kombinationen der in
den Theorien auftretenden fundamentalen Konstanten G yewton, i, ¢ mit Einheit einer Masse
bzw. Lange. Sie liegen weit jenseits der Groflenordnungen, die momentan experimentell rea-
lisierbar sind.

Beide Theorien zusammengenommen, d.h. jede angewendet auf ihren Giiltigkeitsbereich, lie-
fern eine experimentell glinzend bestétigte Beschreibung der physikalischen Realitét, dariiber
hinaus gibt es keine experimentellen Evidenzen fiir Phinomene jenseits dieser Modelle. Trotz-
dem ist eine ,echte Vereinigung dieser beiden Theorien in einem gemeinsamen Rahmen kon-
zeptionell erstrebenswert, zudem der aktuelle Entwicklungsstand des physikalischen Weltbil-
des aus mehrerlei Hinsicht unbefriedigend ist:

(a) Die Eichgruppe des Standardmodells muss ad hoc per Hand eingefiigt werden. Dariiber
hinaus verfiigt es iiber 19 experimentell zu bestimmende Parameter (Teilchenmassen,
Kopplungskonstanten). Diese sind zwar experimentell {iberbestimmt, nichtsdestotrotz
wére eine basalere Theorie mit sehr wenigen Parametern, die die Berechnung der Stan-
dardmodellparameter erlaubt, wiinschenswert.

(b) Im Standardmodell werden zwar elektromagnetische und schwache Wechselwirkung
im Rahmen des Glashow-Salam-Weinberg-Modells zusammengefasst, eine dementspre-
chende Vereinheitlichung mit der starken Wechselwirkung geschieht aber nicht.
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(c¢) Eine Quantentheorie der Gravitation ist wiinschenswert, sie wird notwendig, wenn Gra-
vitationswechselwirkungen bei sehr kleinen rdumlichen Distanzen, etwa im Kontext von
schwarzen Lochern, betrachtet werden. An derartigen Singularitéiten st6ft die Relati-
vitdtstheorie an ihre Grenzen. Dariiber hinaus treten grofie Probleme auf, Quantengra-
vitation mit iiblichen quantenfeldtheoretischen Methoden zu behandeln, da die Existenz
des Austauschteilchens der Gravitation (das sogenannte Graviton, ein masseloses Spin-
2-Teilchen) zu Termen fiihrt, die in einem Grad divergent sind, der die Behandlung im
quantenfeldtheoretischen Rahmen unmdéglich macht.

Eine vereinheitlichte Theorie konnte die gerade skizzierten Probleme losen. Es gibt bzw.
gab mehrere Ansétze zur Losung eines Teils der genannten Probleme, etwa supersymme-
trische Erweiterungen des Standardmodells sowie sogenannte ,,Grand Unified Theories®, die
hier nicht weiter besprochen werden sollen. Diese fiihrten aber zu neuen, ernsten Problemen
und konnten das Problem der Quantisierung der Gravitation nicht befriedigend 16sen. Auch
Modelle im Rahmen von nichtkommutativen Geometrien (siehe [13], [22] sowie die dort zi-
tierte Literatur) haben bislang nicht zu einer Losung der oben formulierten Probleme gefiihrt.

Ein moglicher Ansatz besteht darin, eines oder mehrere der fundamentalen Prinzipien, die
iiblicherweise fiir Quantenfeldtheorien gefordert werden, wie u.a. Kausalitéit oder Lokalitét,
aufzugeben. Preisgabe der Forderung der Punktformigkeit der fundamentalen Objekte der
Theorie, zumindest auf Planckskala, fithrt auf die Stringtheorie, deren Idee im Folgenden
skizziert werden soll. Fiir eine detaillierte Darstellung des Konzepts sei auf die Standardwer-
ke [27] sowie [41] verwiesen.

In der Stringtheorie sind die fundamentalen Objekte eindimensionale Strings, die offen oder
geschlossen sein konnen. Sie propagieren in einer d-dimensionalen Raumzeit, modelliert als
eine Lorentzmannigfaltigkeit! M?. Analog zu der Weltlinie eines Teilchens in der gewdhn-
lichen Feldtheorie bewegen sich Strings auf einer zweidimensionalen Weltfliche 3. Im Falle
eines offenen Strings hat diese die Form eines Bandes, im Falle eines geschlossenen Strings die
eines Zylindermantels bzw. Schlauchs. Wechselwirken mehrere geschlossene Strings miteinan-
der, so entsteht eine , geschlossene“ Flidche mit nichttrivialer Topologie, sie entspricht einem
Feynmandiagramm in der Quantenfeldtheorie. Im Grenzfall Radius — 0 (dies entspricht
Stringspannung — oo) geht eine derartige Fliche - heuristisch betrachtet - in ein Diagramm
aus Linien iiber, dass einen Beitrag zur Bewegung eines Punktteilchens beschreibt. Im allge-
meinen ist auch eine Kombination von offenen und geschlossenen Strings moglich.

Eine derartige Theorie kann in Form einer bosonischen Stringtheorie oder einer Superstring-
theorie auftreten. Im zweiten Fall existiert sogenannte Raumzeit-Supersymmetrie, d.h. die
Symmetrien der Raumzeit sind um globale und lokale Symmetrien erweitert, die durch ei-
ne geeignete Lie-Superalgebra-Erweiterung der Poincaré-Algebra beschrieben werden. Dies

'Es wird stets von einer zeitartigen und (d-1) raumartigen Richtungen ausgegangen. Mehrere zeitartige
Richtungen implizieren die Existenz geschlossener, zeitartiger Kurven. Dies ist unvereinbar mit der Forderung
nach Kausalitét
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impliziert eine Symmetrie zwischen Bosonen und Fermionen, aufgrund der experimentellen
Befunde muss Supersymmetrie daher fiir niedrige Energien gebrochen sein. Eine Einfithrung
in dieses Konzept findet sich in [19], Superstringtheorien werden in [27] und [41] diskutiert.

Es zeigt sich, dass die Quantisierung von Stringtheorien nur in speziellen Raumzeitdimen-
sionen d konsistent moglich ist, ohne dass Anomalien entstehen: Im Falle einer bosonischen
Stringtheorie folgt notwendigerweise d = 26, supersymmetrische Stringtheorien implizieren
d = 10. Es existieren mehrere Griinde, sich im Folgenden auf Superstringtheorien einzu-
schrianken. Zunéchst ist eine Theorie, die keine Fermionen enthilt, unrealistisch. Dariiber
hinaus treten in der bosonischen Theorie divergente Ausdriicke und sogenannte Tachyonen
auf, letzteres sind unphysikalische Teilchen, die mit Uberlichtgeschwindigkeit propagieren.
Superstringtheorien weisen diese Méngel nicht auf. Erwiinschte Eigenschaften, wie etwa die
Existenz eines masselosen Spin-2-Teilchens im Spektrum der Theorie als ,,Kandidat“ fiir das
Graviton, werden dagegen von beiden Theorien geteilt.

Die im Folgenden entscheidenden Aspekte der betrachteten Stringtheorie sind nachfolgend
noch einmal aufgelistet:

e Die Theorie muss Raumzeit-Supersymmetrie aufweisen

e Eine konsistente supersymmetrische Stringtheorie existiert nur in einer zehndimensio-
nalen Raumzeit

Die Probleme, die aus diesen Einschrankungen resultieren, sind Ausgangspunkt fiir das Auf-
treten derjenigen speziellen Geometrien in der Physik, die im Rahmen dieser Arbeit behandelt
werden.

2.2 Reduktion auf 4 Dimensionen

Wird supersymmetrische Stringtheorie als Kandidat fiir eine vereinheitlichte Theorie betrach-
tet, so stellt sich die Frage nach der Interpretation der theoretisch erforderlichen Raumzeit-
dimension d = 10. Sie steht zunéchst im Widerspruch zu der Tatsache, dass bislang nur 1+3
Raumzeitdimensionen beobachtet wurden. Im Folgenden soll die Kompaktifizierung von Ex-
tradimensionen diskutiert werden.

Die zentrale Annahme besteht darin, dass die Raumzeit M'0 die Produktgestalt
MW =RE3 x KO (2.1)

besitzt. Dabei ist K% eine 6-dimensionalen, kompakten Mannigfaltigkeit und die vier be-
obachtbaren Dimensionen werden h#ufig durch den flachen Minkowski-Raum (RY3, i)
modelliert. Die Lorentzmetrik ga 0 dieser Mannigfaltigkeit hat dann ebenfalls Produktge-
stalt mit einer riemannschen Metrik gxe auf K:

2.2
0 (96 )mn 22

(nMink)uy 0 )

IM10 = NMink & gk (gr0) N = (
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K% wird als so klein angenommen, dass Beobachtungen stets Mittelwerte iiber sie ergeben,
die zusétzliche Dimensionen also nicht beobachtet werden. Die Metrik g,,10 muss dabei die
Einsteingleichungen ricypi0 = T 16sen, wobei der Energie-Impuls-Tensor 7" hdufig durch einen
Term, der quadratisch in k-Form-Feldstéirken ist, gegeben ist und aus einer vorher gewéhlten
Konfiguration von Hintergrundfeldern resultiert. Insbesondere muss gge bei Abwesenheit in-
terner k-Form-Feldstsirken Ricci-flach sein. Da die Geometrie von M!? dynamisch bestimmt
ist, also einen Teil der Losung des Problems bzw. der Bewegungsgleichungen darstellt, ist die
Annahme von 6 kompakten Dimensionen nicht unnatiirlich, solange die resultierende Geo-
metrie diese Gleichungen 16st.

Da kompakte Mannigfaltigkeiten immer endlichen riemannschen Durchmesser R haben, kén-
nen die sechs zusétzlichen Dimensionen durch geeignete Skalierung beliebig klein werden.
Die Geometrie von K% hat Einfluss auf die Eigenschaften der effektiven vierdimensionalen
Theorie, die durch Integration iiber K% entsteht. Aus der Variation der Metrik g0 um
den Vakuumzustand (2.2) und Einbeziehung der zehndimensionalen Bewegungsgleichungen
resultieren unendlich viele massive Zustidnde, deren Massen in der Grofilenordnung 1/R bzw.
Vielfache dieses Wertes liegen. Die Geometrie von K¢ bestimmt daher Eigenschaften des
Teilchenspektrums der vierdimensionalen Theorie.

Zuniichst ist die Geometrie von K% nur durch die oben genannte Einstein-Gleichung einge-
schriankt. Weitere Restriktionen resultieren aus Annahmen, die Superladungen/Supersym-
metrien betreffend, die nach Kompaktifizierung in der vierdimensionalen Theorie Bestand
haben sollen. Dies fiihrt direkt auf geometrische Bedingungen in Form kovariant konstanter
Spinoren, siehe [45], die wiederum zu Einschrinkungen an die Holonomie von K fithren. Als
Beispiele treten etwa Holge = {e}, d.h. flache Tori oder Holys = SU(3) auf. Im zweiten Fall
bleibt z.B. ein Viertel der Supersymmetrie erhalten.

Die Motivation der Verwendung von Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten (Holyges = SU(3)) ist im
Kontext der folgenden Verallgemeinerung relevant und wird daher skizziert. Supersymmetrie
in 10 Dimensionen ist #quivalent zur Existenz von nirgends verschwindenden Spinorfeldern?
€a € $(M), A=1,...,N, deren Anzahl N durch die Anzahl der Supersymmetrieparameter
gegeben ist. Die Produktgestalt in (2.1) und (2.2) fithrt zu einer Faktorisierung der Spingruppe
in Spin(1,3) x Spin(6). Die Forderung nach erhaltenen Supersymmetrien in der reduzierten
vierdimensionalen Theorie fithrt dann auf nirgends verschwindende Spinoren 84 € $(R(1, 3))
und 7 € $(K5), so dass
A =0ten

Die zusétzliche Forderung nach einem supersymmetrischen, Lorentz-invariantem Grundzu-
stand der reduzierten Theorie impliziert, dass die Vakuumerwartungswerte der Supersymme-
trievariationen aller Fermionen verschwinden. Die fiir das Gravitino in [27] gegebene allge-
meine Form dieser Variationen reduziert sich in diesem Fall zu

?Im Rahmen dieser Arbeit wird keine Einfithrung in Konzepte der Spin-Geometrie gegeben, eine ausfiihrli-
che Darstellung findet sich in [35]. Der Notation dieser Referenz folgend bezeichnet $(M) hier das Spinorbiindel
iiber M bzgl. der Metrik aus (2.2)
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Vi =0 (2.3)

wobei V*# den induzierten Zusammenhang auf dem Spinorbiindel $(K°) bezeichnet. Die Theo-
reme 3.19 und 3.20 lassen sich auf das Spinorbiindel verallgemeinern und implizieren dann,
dass die Holonomie der betrachteten Metrik in SU(3) enthalten sein muss. Gegenstand die-
ser Arbeit werden Geometrien sein, die allgemeiner sind als die zuletzt angesprochenen CY-
Mannigfaltigkeiten, also dieser Einschréinkung an die Holonomie nicht mehr geniigen.

Eine allgemeine Referenz fiir (Kaluza-Klein)-Kompaktifizierungen, insbesondere auch fiir geo-
metrische Aspekte, ist [16].

2.3 Typen und Symmetrien

In d = 10 Dimensionen existieren 5 konsistente Superstringtheorien: Typ I, Typ IIA, Typ IIB
sowie zwei heterotische Superstringtheorien (fiir diesen Typ existieren zwei mogliche Eich-
gruppen, SO(32) sowie Egx Eg, die resultierenden Theorien werden unterschieden). Sie unter-
scheiden sich z.B. im Spektrum, in der Art der auftretenden Strings (offen/geschlossen) und
Weltflachen (orientierbar/nicht orientierbar), in der Moglichkeit, Eichgruppen einzufiihren
oder in der Supersymmetrie, die eingefithrt werden kann. Eine ausfiihrliche Diskussion findet
sich in [27] oder [41].

Diese fiinf erwidhnten Theorien sind nicht unabhéingig voneinander sondern gehen durch ge-
wisse Symmetrien oder Dualitéten auseinander hervor und kénnen somit als dquivalente
Theorien betrachtet werden. Zum einen existiert eine sogenannte T-Dualitéit, die folgende
Theorien miteinander verbindet:

A < 1B Het(Es x Bs) < Het(SO(32))

Desweiteren existiert die S-Dualitét, die zu einer Symmetrie I < Het(SO(32)) und IIB «
IIB fiihrt. Dariiber hinaus sind einige dieser Theorien noch mit einer Theorie in 11 Raum-
zeitdimensionen, der sogenannten M-Theorie verbunden. Detaillierte Informationen zu den
Symmetrien finden sich in [41] oder [45], hier soll nur die T-Dualitét zwischen ITA- und IIB-
Theorien n&her betrachtet werden.

Werden Typ ITA- und Typ IIB-Theorien kompaktifiziert so kann die Wahl verschiedener
sechsdimensionaler, kompakter Mannigfaltigkeiten Kg und K% zu physikalisch dquivalenten
Theorien der Form ITA bzw. IIB fithren. Grundlegende Eigenschaften werden bereits an ei-
nem einfacheren Beispiel deutlich (siehe auch [41]), dem Fall, dass eine Raumkoordinate, etwa
2?, zu einem Kreis S' mit Radius R kompaktifiziert ist. Das Spektrum der resultierenden
9-dimensionalen Theorie ist dann #quivalent zu dem Spektrum einer Theorie, bei der z° zu
einem Kreis mit Radius R’ = 27&” kompaktifiziert wurde, wenn zusétzlich noch zwei Quan-
tenzahlen, die den Anregungszustand beschreiben, vertauscht werden. Die beiden Theorien

sind dann T-dual zueinander. Weiter kann gezeigt werden, dass fiir Typ II-Stringtheorien die
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T-Dualitdtstransformation gerade Typ IIA- und Typ IIB-Theorien vertauscht.

Die hier am einfachen Beispiel der Kompaktifizierung auf S' erliuterte T-Dualitit existiert
auch in komplexeren Féllen, etwa der Kompaktifizierung auf den in Abschnitt 3.2 erwahn-
ten Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten. Eine Typ IIA-Theorie, kompaktifiziert auf einer solchen
Mannigfaltigkeit Y0 ist dann #quivalent zu einer Typ IIB-Theorie, kompaktifiziert auf ei-
ner anderen Calabi-Yau-Mannigfaltigkeit Y6, die auch als Mirror-Mannigfaltigkeit zu Y6 be-
zeichnet wird. Physikalische Aquivalenz bedeutet dabei die Existenz von Mirror-Abbildungen
zwischen den Spektren und effektiven Wirkungen, s.d. diese bei dem Ubergang von der ITA-
zur [IB-Theorie aufeinander abgebildet werden. Die so resultierende Symmetrie heiffit Mirror-
Symmetrie, dazu siehe [31].

Wichtige Eigenschaften der Spektren lassen sich durch Hodge-Zahlen h(P9 die von der
Topologie der CY-Mannigfaltigkeiten abhéngen, ausdriicken. Dabei handelt es sich die Di-
mensionen der sogenannten Dolbeault-Kohomologiegruppen H®9(Y) bzw. H®9(Y) mit
p,q =0,...,3 (fiir eine Definition siehe [32]), die bei Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten grofiten-
teils festgelegt sind. Die einzigen nicht vollstéindig determinierten Werte sind A1) = p(2:2)
und A1) = 2D die damit charakteristisch fiir die Topologie der gewiihlten Mannigfaltig-
keit sind. Nach [36] besteht das Spektrum der kompaktifizierten Typ ITA-Theorie aus A1) (V)
Vektormultipletts, h(1:2) (Y) Hypermultipletts, dem Tensor- und dem Gravitonmultiplett®. Bei
der auf Y kompaktifizierten Theorie ergibt sich eine &hnliche Situation, im Unterschied zu
Typ IIA ist die Anzahl der Vektormultipletts hier aber durch A" (Y) und diejenige der Hy-
permultipletts durch A(bD(Y) gegeben. Bei der Mirror-Abbildung ¥ — Y werden demnach
Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten mit vertauschten Hodge-Zahlen aufeinander abgebildet.

2.4 Kompaktifizierung bei Hintergrundfliissen

Die beschriebene Kompaktifizierung auf Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten fiihrt zu Problemen,
die eine Anderung bzw. Verallgemeinerung des Verfahrens erfordern. Zum einen existieren in
den kompaktifizierten Theorien keine chiralen Fermionen, da ungebrochene Supersymmetrie
vorliegt. Dies steht im Widerspruch zu den Erfordernissen des Standardmodells. Dariiber
hinaus fiihren die skalaren Felder in den Multipletts zu einer hohen Entartung des Vakuums,
die ebenfalls unerwiinscht ist. Daher ist es erstrebenswert, einen Mechanismus einzufiihren,
der die Vakuumerwartungswerte dieser Felder festlegt und zu einem spontanen Bruch der Su-
persymmetrie fiihren kann. Dies ist m6glich durch die Einschaltung von Hintergrundfliissen
(siche [25] und die dort angegebenen Referenzen). Sei dazu Cp,—y € I’ (AP~!T*Y) ein Eich-
potential aus einem der Multipletts der Typ II-Theorien und Fj, = dCp_1 seine Feldstérke.
Diese kann in einer harmonischen Basis {w;} von HP(Y,RR) mit konstanten Koeffizienten e;

3Formal betrachtet handelt es sich bei einem Supermultiplett (die genannten Multipletts sind Spezialfille)
um eine irreduzible Darstellung der Supersymmetriealgebra. An dieser Stelle geniigt es, ein solches Multi-
plett als , Anordnung”“ oder ,Zusammenstellung® gewisser Teilchenzustéinde, die in der Theorie auftreten, zu
betrachten
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entwickelt werden:

_ 8
F,= E eiwy,
)

Dabei bezeichnet HP(Y,R) die p-te de Rham-Kohomologiegruppe* von Y, zur ihrer Definition
und zur Existenz von harmonischen Basen siehe [47]. Integration iiber einen zu wj dualen

p-Zykel 5 in Y liefert
[y ; Fy=ej

Somit erhélt die Feldstdrke F), einen Hintergrunderwartungswert. e; wird als ,Flusspara-
meter“ oder ,Hintergrundfluss“ bezeichnet. Die Anzahl dieser Parameter ist dann durch
die Dimension von HP(Y,R) gegeben. Fiir Calabi-Yau-Kompaktifizierungen folgt daraus ei-
ne Restriktion, da dort nur H°(Y,R), H?(Y,R), H*(Y,R), H5(Y,R) und H3(Y,R) nicht-
trivial sind, siehe [27]. Kompaktifizierungen von Typ IIA- und Typ IIB-Theorien wurden
bei Présenz von Hintergrundfliissen studiert. Es kann gezeigt werden (siehe [36]), dass die
Frage nach der Existenz einer Mirror-Abbildung zwischen den kompaktifizierten Theorien
von der Art der eingeschalteten Fliisse abhéngt. Sie existiert im Falle von sogenannten R-
R-Fliissen®, die Priisenz von NS-NS-Fliissen fiihrt dagegen zum Bruch der Symmetrie, weil
in beiden Theorien lediglich die ungeraden Kohomologiegruppen zu den NS-NS-Fliissen bei-
tragen, also 2(h(3V) (V) 4+ 1) bzw. 2(h®)(Y) + 1) Flussparameter vorhanden sind. Da unter
Mirror-Symmetrie bei Calabi-Yau-Kompaktifizierung A2 auf h(11) abgebildet wird, stim-
men diese Zahlen dann im allgemeinen nicht iiberein, es fehlen NS-NS-Fliisse in den geraden
Kohomologiegruppen. In [46] wird argumentiert, dass diese Fliisse durch Tensoren, die im
Rahmen einer Geometrie auf Y, die nicht mehr Calabi-Yau ist, geliefert werden kénnen.

2.5 Kompaktifizierung auf halbflachen Mannigfaltigkeiten

Die Calabi-Yau-Bedingung ergab sich in Abschnitt 2.2 aus der Forderung an erhaltene Super-
symmetrie in der reduzierten Theorie und der Forderung an die Existenz eines supersymmetri-
schen Vakuumzustandes. Bei Existenz nichttrivialer Hintergrundfliisse sollte diese Symmetrie
des Vakuums gebrochen sein. Dies motiviert, die Bedingung der (2.3) an den Spinor auf K°
aufzugeben aber weiter die Existenz eines nirgends verschwindender Schnitt n € $(K°) zu
fordern, so dass Supersymmetrien (genauer N=2-Supersymmetrie) in der effektiven Theorie
erhalten bleiben.

Aus einer Verallgemeinerung (siehe [33]) von Theorem 3.7 folgt dann, dass K% eine Reduk-
tion auf Stabg,ne)(n') trigt, wobei 0 # 1’ € Ag einen Modellspinor in der Spindarstellung
Ag fiir 6 Raumzeitdimensionen bezeichnet. Dieser Stabilisator kann mit Hilfe des Isomor-
phismus Spin(6) = SU(4) (siehe [35]), unter dem die Spindarstellung A isomorph zur Stan-

‘Es kann argumentiert werden, dass aufgrund der Dirac-Quantisierungsbedingung Formen in H?(Y,Z)
betrachtet werden sollten, siehe [28]. Diese zusitzliche Schwierigkeit wird hier iibergangen, da sie fiir die
folgende geometrische Problemstellung nicht relevant ist.

®Die Abkiirzungen R-R, (Ramond) und NS-NS (Neveu-Schwarz) bezeichnen verschiedene Randbedingun-
gen, die fiir die fermionischen Felder an den Enden des Strings gefordert werden konnen, siehe [27]. An dieser
Stelle ist aber lediglich von Bedeutung, dass diese beiden Typen von Feldern unter Mirror-Symmetrie auf
Felder desselben Typs abgebildet werden.
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darddarstellung C* von SU(4) ist, bestimmt werden. Werden Koordinaten so gewiihlt, dass
7' = (1,0,0,0)!, folgt:

Stabspin(s)(n') = {U € SU(4) |Un' =)= { <(1) 3>

Ve SU(B)} ~ SU(3)

In Proposition 4.11 wird gezeigt, dass eine solche Reduktion dquivalent zur Existenz einer fast
komplexen Struktur J € End(TK®) und einer komplexen Volumenform v € A30T* K6 ist,
wobei die Zerlegung von AT* K5 in (p,q)-Formen relativ zu J geschieht. Statt J kann nach
Bemerkung 4.10 dquivalent auch die zugehorige Kéhlerform fixiert werden. Diese Formen
konnen explizit aus dem Spinor 1 konstruiert werden. Bezeichnet (-, -) das Spin(6)-invariante
Skalarprodukt auf Ag und - Cliffordmultiplikation mit Multivektoren, so liefern nach [28]
folgende Tensoren eine SU(3)-Struktur:

WXY) =i (D77, (X AY) 1)
WX.Y,2) = i((n. (X ANY AZ)-m) =i (Tr -0 (X AY A Z) )

In Abschnitt 3.4 wird gezeigt, dass eine SU(3)-Struktur durch die intrinsische Torsion 7 €
AT*M ® sué‘ charakterisiert wird. Dieser Raum zerfillt in irreduzible Komponenten, die in
Definition 5.9 gegeben sind:

AT*M @ suz 2 W W @ WS @ Wy @ W3 @ W, & Ws

Einschréankungen an die SU (3)-Struktur kénnen dann durch das Verschwinden von derartigen
Anteilen P;(7) € W; (siehe 5.10) formuliert werden. Der Fall 7 = 0, also das Verschwinden
aller Beitrdge, entspricht gerade dem Vorliegen einer Calabi-Yau-Mannigfaltigkeit, wie sie
urspriinglich zur Kompaktifizierung verwendet wurde.

Heuristische Argumente in [28] machen plausibel, dass die gesuchte Mirror-Mannigfaltigkeit
keine beliebige sechsdimensionale Mannigfaltigkeit mit SU(3)-Struktur ist. Der Vergleich
der Dolbeault-Kohomologie-Klassen H®%(Y,R) einer Calabi-Yau-Mannigfaltigkeit Y mit
den Torsionsklassen W;, beides aufgefasst als SU(3)-Darstellungen, fithrt mit den SU(3)-
Isomorphismen Wy = W5 = [[T*M (1’0)]] = [[AOQT *M]]6 wegen der Restriktionen h(10) =
RO = p20) = p(02) — 0 auf Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten zu der Annahme

Pa(T) =Ps(1) =0 (2.4)

Da die entsprechenden Hodgezahlen zu den anderen Torsionskomponenten fiir Calabi-Yau
Mannigfaltigkeiten nicht verschwinden, resultiert auf diese Weise keine Restriktion an Wy, Wa, Wj.
Auf Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten existiert ebenfalls eine komplexe Volumenform 1, die in
diesem Fall kovariant konstant und nach Lemma 5.12 damit geschlossen ist. In [28] wird
argumentiert, dass der Realteil Ret) unter Mirror-Symmetrie einem Eichpotential und da-
mit dRew einem Fluss entspricht. Die Form dRe liefert damit einen Teil der fehlenden
NS-NS-Fliisse in den geraden Kohomologiegruppen. Da diese Fliisse im allgemeinen nicht

®Die Notation [AP?] wird in Abschnitt 4.4 erldutert
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verschwinden, ist Ret nicht mehr geschlossen. Da Ret und Zm1 auseinander hervorgehen
kann diese Bedingung auch (wie in der Mathematik-Literatur iiblich) an Zm1 gestellt wer-
den, und Rev bleibt geschlossen. Nach Korollar 5.19 und Theorem 5.21 ist dies zusammen
mit (2.4) dquivalent zu der Forderung

P (r) =Py (1) =0 (2.5)

Nach Definition 5.25 sind durch (2.4) und (2.5) die halbflach Mannigfaltigkeiten gekennzeich-
net, siehe auch [9]. Die Argumente, die zur Wahl von halb-flachen Mannigfaltigkeiten bei der
Kompaktifizierung von Typ II-Stringtheorien fiihrten, waren zunéchst heuristisch. In [28] und
[23] wird verifiziert, dass diese Wahl der Mannigfaltigkeit zu der richtigen effektiven Wirkung
fithrt, um Mirror-Symmetrie zu erhalten.
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3 Grundlagen aus der Differentialgeometrie

Nach der Darlegung der physikalische Problemstellung werden im folgenden Abschnitt einige
mathematische bzw. differentialgeometrische Konzepte und Begriffe erlautert werden, die in
Kapitel 2 verwendet wurden. Im Mittelpunkt steht dabei der Begriff der G-Struktur sowie
die Moglichkeit, eine solche durch verschiedene Tensoren zu charakterisieren. Alle verwende-
ten Objekte werden, soweit nicht explizit anders erwéhnt, als beliebig haufig differenzierbar
vorausgesetzt. Als Referenz fiir dieses Kapitel konnen [4], [34] oder [14] dienen.

3.1 Hauptfaserbiindel

In Analogie zu einem Vektorbiindeln w : F — M, bei dem an jedem Punkt m einer Ba-
sismannigfaltigkeit M auf glatte Art und Weise die Faser 7= 1(m) = V (V ein Vektorraum)
,angeklebt“ ist, kann eine Biindelkonzept definiert werden, bei dem die Faser isomorph zu
einer Lie-Gruppe ist. Da diese Gruppe auf sich selbst operiert, ist es zusétzlich sinnvoll, Ver-
traglichkeit von Biindelabbildungen und Gruppenoperation zu fordern. Dies fithrt auf das
Konzept des Hauptfaserbiindels.

Definition 3.1 Seien P und M Mannigfaltigkeiten. und G eine Lie-Gruppe, die differen-
zierbar von rechts auf P operiert. Dann heifit (P, G, M) Hauptfaserbiindel (HFB) falls gilt:

(a) G operiert frei auf P, d.h. ausp-g=p fir einp € P,g € G folgt bereits g = e, wobei e
das neutrale Element von G bezeichnet.

(b) Es gilt M = P/G mit glatter Projektion m: P — M, d.h. G operiert einfach transitiv
auf Py, := 7~Y(m). Dies bedeutet, dass fiir p,q € Py, genau ein g € G emistiert, s.d.
m-g=n.

(c) P ist lokal trivial, d.h. fir jedes m € M existiert eine Umgebung U von m und eine
Abbildung
Fy:Py:=nYU)—G

die die Aquivarianzbedingung Fy(p - g) = Fy(p)g erfiillt, s.d. die Abbildung

dy: Py —UxG
p— (7(p), Fu(p))

ein Diffeomorphismus ist. Damit sieht P lokal so aus wie M x G.

P heifit dann Biindelraum, M Basis und G Strukturgruppe. P wird auch G-Hauptfaserbiindel
tiber M genannt.

Eine solche Struktur kann auch durch lokale Daten definiert bzw. beschrieben werden. Ist
(P,G, M) ein Hauptfaserbiindel und {U;} eine offene Uberdeckung von M mit lokalen Da-
ten F; : Py, — G und Diffeomorphismen ®; : Py, — U; x G wie in Definition 3.1 (c)
vorgegeben, so wird durch s;(m) := ® 1(m,e) ein lokaler Schnitt auf U; definiert. Falls
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Uyj = U;NU; # () werden s; und sj dort i.a. nicht die gleichen Werte in P annehmen.
Sie unterscheiden sich aber nur um ein Gruppenelement : s;(m) = s;(m)g;j(m). Dieses ist
gegeben durch g;;(m) = Fj_l(p)ﬂ(p) fiir beliebiges p € P,, und ,,misst® sozusagen die Ande-
rung bei Ubergang zwischen den Koordinatenumgebungen U; und U;. Diese sogenannten

Ubergangsfunktionen geniigen auf Uij bzw. U;ji, den Gleichungen
gii =1 95i = 9;;' 9ij9ik = Gik (3.1)

Die letzte Eigenschaft heifit ,, Kozykelbedingung“. Tatséchlich kann aus derartigen lokalen
Daten auch immer ein Hauptfaserbiindel konstruiert werden (siche [14], [34]):

Proposition 3.2 3.2 Sei M eine Mannigfaltigkeit, {U;} eine offene Uberdeckung und G eine
Lie-Gruppe. Seien g;; : Uj; — G Abbildungen, die den Bedingungen (3.1) geniigen. Dann
existiert ein (bis auf Isomorphie eindeutiges) Hauptfaserbiindel (P,G, M) mit diesen vorge-
geben Ubergangsfunktionen.

Diese allgemeine Struktur ist hier vor allem in Form des folgenden Beispiels (zum Vergleich
siehe [43]) relevant:

Beispiel 3.3 Das Rahmenbiindel
Ist E ein Vektorbiindel iiber M, etwa das Tangentialbiindel 7'M, mit typischer Faser V =2 RV,
so kann fiir jeden Punkt m € M die Menge aller Basen oder auch Rahmen

{p:V — E,,| p ist linearer Isomorphismus}
betrachtet werden’. Diese Basen bilden dann den Totalraum des Rahmenbiindels iiber E:

PE):= |J {p:V— En}
meM

Die Strukturgruppe G := GL(V) operiert dann in natiirlicher Weise von rechts auf P(E)
durch die Definition
p-g:=pog=:Ry(p)

fir ¢ € GL(V) und p € P(FE). Ein lokaler Schnitt in diesem Biindel heifit auch lokaler
Rahmen. Diese Konstruktion erfiillt alle in Definition 3.1 genannten Eigenschaften. Im Falle
E = TM fiir eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit M konnen die Ubergangsfunktionen, die
Werte in GL(n) annehmen, gut interpretiert werden: Die Wahl von Koordinaten {(z;,U;)}
induziert Basisvektorfelder {9/0x%} iiber U; und die Ubergangsfunktionen beschreiben den
Ubergang bei Kartenwechsel. Mit ihrer Hilfe kann also das das Tangentialbiindel aus den
lokalen Daten ,,zusammengepatcht werden. Im allgemeinen werden die Werte der Uber-
gangsfunktionen in GL(n) liegen, es kann jedoch auch der Fall auftreten, dass sie Werte in
H < GL(n) annehmen. Dies entspricht speziellen geometrischen Situationen und wird im
folgenden Abschnitt weiter verfolgt.

"Wird auf V = RY eine Basis {v1,...,vn} fixiert, so bildet {p(v1),...,p(vn)} eine Basis von E,, im
iiblichen Sinne. Durchlauft p alle Isomorphismen, so ergeben sich auf diese Weise alle Basen von E,,
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Um die gerade angedeutete Beschreibung speziellerer geometrischen Situationen zu diskutie-
ren, wird noch der Begriff des Unterbiindels benéttigt:

Definition 3.4 Seien (P,G,M) und (Q,H, M) Hauptfaserbiindel mit H < G. Dann heifst
(Q,H,M) ein Unter(hauptfaser)biindel von (P,G, M), falls es eine injektive Abbildung v :
Q — P (hiufig die Inklusion) gibt, s.d. gilt:

(a) Firq € Q gilt : 7" (u(q)) = 7(q)
(b) Firqe Q,he H gilt : «(q-h)=1(q)-h

Bemerkung 3.5 Eine Abbildung zwischen zwei H-Hauptfaserbiindeln, die den beiden Ei-
genschaften aus Definition 3.4 geniigt, heifit allgemein auch Morphismus von H-Hauptfaser-
biindeln.

Auch fiir Unterbiindel ist eine lokale Beschreibung moglich, dies wurde bereits in Beispiel
3.3 in Gestalt der H-wertigen Ubergangsfunktionen angedeutet, soll aber hier nicht weiter
diskutiert werden.

3.2 G-Strukturen

Wie bereits angedeutet, kann eine kleinere Strukturgruppe, die sich etwa in Form H < G-
wertiger Ubergangsfunktionen manifestiert, Ausdruck besonderer geometrischer Eigenschaf-
ten sein. Daher wird allgemein definiert:

Definition 3.6
(a) Ein Unterbiindel (Q, H, M) von (P,G, M) heifit eine Reduktion der Strukturgruppe des
Hauptfaserbiindels (P, G, M) auf H.

(b) Gilt speziell (P,G,M) = (P(T'M),GL(n), M), so heiit ein H-Unterbiindel von diesem
eine H-Struktur auf der Mannigfaltigkeit M.

Diese recht abstrakte Definition von G-Strukturen ist fiir praktische Zwecke, etwa die Be-
schreibung konkreter Geometrien, bei denen eine derartige Reduktion vorliegt, nicht sehr
niitzlich, da konkret meist mit Tensor- oder Spinorfeldern gearbeitet wird. Die Existenz einer
G-Struktur auf einer Mannigfaltigkeit M lésst sich allerdings dquivalent durch die Existenz
Tensorfelder charakterisieren.

Ist # : E — M ein Vektorbiindel mit typischer Faser V', so werde zunéchst eine ,,Modell-
tensor® A = v1®...Qv, ® p1®...Qp, € VP9 .= V& @ (V*)2 betrachtet. GL(V') operiert
auf diesem Tensor auf natiirliche Art und Weise von links:

g- A= g(v1)®...09(vy) ® prog ' ®...Bp 09"

Der Ansatz ist nun, eine Untergruppe H < GL(V') als Stabilisator eines solchen Tensors zu
realisieren, wobei dieser definiert ist als

Stabgrvy(A) ={g € GL(V)|g- A= A}
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und eine abgeschlossen Untergruppe von GL(V') ist. Diese Betrachtung ist auf eine Faser
eingeschrankt, der Modelltensor muss auf M tiibertragen werden. Dies kann mit Hilfe von
lokalen Schnitten s: U C M — P(E)y im Rahmenbiindel iiber E realisiert werden. Durch
die folgende Gleichung wird dann ein lokales (p,q)-Tensorfeld in I’ (E(p"J)) definiert:

m i A(m) := s(m)(v1)®...0s(m)(v,) ® @1 0 5(m) " 1®...®p, 0 s(m) !

Ein solches Feld heifit “lokal von der Form A“. Im allgemeinen ergibt sich auf diese Weise kein
global definiertes Tensorfeld, sondern nur dann, wenn bei Ubergang zwischen Umgebungen
U; und U; beide Definitionen zusammenpassen. Die Gleichung s; = s; - g;; macht plausibel,
dass das der Fall sein sollte, wenn der Modelltensor A invariant unter g;; ist, also g;; €
Stabgrv)(A) gilt und folglich miisste P(E) eine Stabgry(A)-Struktur tragen. Préziser gilt
nach [11]:

Theorem 3.7 Sein: E — M ein Vektorbiindel iber M mit typischer Faser V. Gelte weiter
H = Stabg,v)(A) fir einen Modelltensor A € V4. Dann sind dquivalent:

(a) Es existiert eine Reduktion des Rahmenbiindels P(E) von GL(V) auf H.

(b) Es existiert ein global definiertes Tensorfeld Aer (E(p"J)), das nirgends verschwindet
und lokal von der Form A ist.

BEwEIs  Die Idee wurde vor der Formulierung des Theorems skizziert, ein préziser Beweis

ist in der genannten Referenz enthalten.
O

Durch Einschrankung auf den Spezialfall £ = TM und durch sukzessives Anwenden des
gerade formulierten Theorems ergeben sich direkt die folgenden Korollare:

Korollar 3.8 Gelte H = Stabgy)(A) fir A € (R™) P9 | dann trigt eine Mannigfaltigkeit
M genau dann eine H-Struktur, wenn es auf M ein global definiertes Tensorfeld gibt, das
nirgends verschwindet und lokal von der Form A ist.

Korollar 3.9 Seien Modelltensoren Ay € (R™)P1a1) A, € (R™)Pkak) gegeben und gelte
H = StabGL(n) (Al) Nn...N StabGL(n)(Ak)-

Dann existiert genau dann eine H-Struktur auf M, wenn es global definierte Tensorfelder
Ay, ..., Ay gibt, die nirgends verschwinden und lokal von der Form Aj, ..., A sind.

Bemerkung 3.10 Die Diskussion, die dem Theorem vorausgeht sowie die Formulierung der
Beweisidee kénnen konzeptionell etwas strukturierter dargestellt werden, wenn auf den For-
malismus der assoziierten Biindel sowie der Pullback-Biindel zuriickgegriffen wird. Darauf
wird an dieser Stelle verzichtet, die notigen Grundlagen werden etwa in [14] und [34] behan-
delt.
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Abschlieflend sollen noch 3 Beispiele von G-Strukturen kurz diskutiert werden, die in dieser
Arbeit relevanten Strukturen werden in Kapitel 4.2 vorgestellt.

Beispiel 3.11 SL(n)-Strukturen: Liegen die Werte der Ubergangsfunktionen in SL(n),
so wird bei Wechsel der Kartengebiete die Orientierung von Basen der Tangentialrdumen
erhalten, da alle Endomorphismen in SL(n) nach Definition positiv orientiert sind. Folglich
ist M orientierbar.

Andererseits operiert GL(n) auf a € A"(R"™)* durch die Determinante, d.h. g - o = det(g)«x
und damit folgt Stabg(n) () = SL(n) fiir a # 0. Folglich ist die Existenz einer Reduktion auf
SL(n) dquivalent zur Existenz einer nirgends verschwindenden Volumenform in I' (A"T*M).

Beispiel 3.12 O(n)-Strukturen: Liegen die Werte Ubergangsfunktionen in O(n), so wer-
den bei Wechsel der Kartengebiete euklidische Skalarprodukte erhalten. Folglich kann auf M
global der Begriff von Lingen und Winkelmessung eingefiithrt werden, d.h. die Mannigfaltig-
keit besitzt eine riemannsche Struktur.

Andererseits gilt nach Definition O(n) = Stabgrn)({:;)eur) WObel (-, ), €ine symmetri-
sche, positiv definite Bilinearform ist. Damit ist die Existenz einer O(n)-Struktur dquivalent
zu Existenz einer riemannschen Metrik. Dies ist, siehe [14] oder [34], allerdings keine echte
Einschrénkung, da aus der Parakompaktheit differenzierbarer Mannigfaltigkeiten die Existenz
riemannscher Metriken folgt. Folglich triigt jede Mannigfaltigkeit eine O(n)-Struktur

Beispiel 3.13 SO(n)-Struktur: Anwendung von Korollar 3.9 auf die vorangegangenen Bei-
spiele liefert direkt, dass die Existenz eine SO(n)-Struktur dquivalent zu der Existenz einer
riemannschen Metrik und einer Volumenform ist. Letztere kann dann z.B. als riemannsche
Volumenform gewéhlt werden.

3.3 Zusammenhinge

Zusammenhinge sollen im Folgenden vor allem fiir Vektorbiindel betrachtet werden. Eine
systematische Theorie kann ausgehend von der Theorie der Zusammenhinge auf Hauptfa-
serbiindeln entwickelt werden, siehe etwa [43] oder [34], darauf wird in dieser Einleitung
verzichtet. Zusammenhénge sind eng verkniipft mit dem Paralleltransport von Vektoren zwi-
schen verschiedenen Fasern eines Vektorbiindels. Desweiteren kénnen ausgehend von einem
Zusammenhang sein Torsions- und sein Kriimmungstensor definiert werden, beide Grofien
werden im Verlauf dieser Arbeit von Bedeutung sein. In diesem Kapitel seien 7 : £ — M,
7' : F — M stets ein Vektorbiindel iiber M.

Definition 3.14 FEin Zusammenhang auf E ist eine Abbildung V :T'(E) — T (T*M ® E),
der fir s1,s0 € T'(E), X, Y € I'(TM) und f € C°(M) folgende Bedingungen erfillt:

(a) Vixiysi = fVxsi+ Vysy
(b) Vxsi1+s2=Vxs1+Vxso

(¢) Vxfs1=df(X)s1+ fVxsi
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Ist auf E eine Metrik g gewdhlt, so heifst V metrisch, falls zusdtzlich gilt:

(d) Oxg(s1,s2) = 9(Vxs1,52) + g(s1, Vxs2)

wobei Jx die Richtungsableitung in Richtung X bezeichnet. Vx sy heifit auch kovariante Ab-
leitung von s1 in Richtung X.

Zusammenhénge auf Vektorbiindeln lassen sich natiirlich auf Tensorbiindel, duale Biindel etc.
fortsetzen, es gilt folgendes wohlbekannte Lemma (siche etwa [14]):

Lemma 3.15 Seien VE, VI Zusammenhinge auf E bzw. F, dann gilt fir s; € T (E) ,t; €
I'(F),p el (E*) sowie X,Y € I'(TM):

(a) Vf(@F(sl ®t1) = VEs1 @t + s1 ® VEty induziert einen Zusammenhang auf E® F.
(b) fo@F(sl ©t1) = VEsy @ Vity induziert eine Zusammenhang auf E ® F.
(c) VAE(s1A. . Asy) =3 s1A. . AVES;A. . . Asy induziert einen Zusammenhang auf A¥E.

(d) (VE @)(Y) :=0x(p(Y)) — o(VxY) induziert einen Zusammenhang auf E*.

Teil (c) dieses Lemmas folgt aus Teil (a), desweiteren ergibt sich aus Teil (¢) und (d) eine
explizitere Formel fiir die kovariante Ableitung von k-Formen. Fiir X,Y;,...,Y; € I'(T'M)
und o € T' (A*T*M) gilt:

(VXOC)(Yl, ce ,Yk) = 8X(a(Y1,. .o ,Yk)) — Za(Yl,. .o ,V)(Yvi N ,Yk) (32)

i

Generell gilt fiir die kovariante Ableitung von «, dass Va € T’ (T*M @ AFT*M ) nicht notwen-
dig eine (k+1)-Form ist, wihrend V xa eine k-Form ist. Im Folgenden wird fiir Funktionen
f € C®(M) statt Ox f auch Vx f geschrieben.

Ausgehend von einem Zusammenhang V auf T'M konnen weitere tensorielle Groflen definiert
werden:

Definition 3.16 Seien X,Y € I' (T M), dann werden folgende Tensoren in T’ (TM ® AQT*M)
definiert:

(a) Txy =VxY —VyX — [X,Y] (Torsionstensor)

(b) Rxy :=VxVy —VyVx — Vix,y] (Krimmungstensor)
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Die Definition des Kriimmungstensors in (b) kann offensichtlich direkt auf Zusammenhénge
auf beliebigen Vektorbiindeln E verallgemeinert werden. Fiir den Torsionstensor gilt dies
nicht, er kann nur fiir Zusammenhénge auf T'M definiert werden. Dort ermdoglicht er, bei
einer fixierten riemannschen Metrik, die Auszeichnung des sogenannten Levi-Civita-Zusam-
menhangs (siche [34]):

Theorem 3.17 Auf einer riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) existiert genau ein torsi-
onsfreier (i.e. T =0), metrischer Zusammenhang V*C (spiter auch nur mit ¥V bezeichnet).

Im Folgenden soll das Wechselspiel zwischen Zusammenhéngen und Reduktionen der Struk-
turgruppe von F, also insbesondere von G-Strukturen beschrieben werden. Sei dazu U C M
und Yy,..., Yy € I'(U, E) ein Satz lokaler Vektorfelder, der linear unabhingig ist, also in
jedem Punkt m € M eine Basis von F,, = V bildet. Dann muss fiir deren kovariante Ablei-
tungen gelten

N
VxYi=)Y w/(X)Y; i=1...N (3.3)
j=1

Die Eintrége {wzj (X)} bilden eine Matrix aus gly = gl(V) und somit ist w selbst eine 1-
Form mit Werte in gl(V'), mit anderen Worten w € T'(T*M ® gl(V')). Diese 1-Form heifit
Zusammenhangs-1-Form des Zusammenhangs V.

Existiert nun auf P(FE) eine Reduktion der Strukturgruppe auf G < GL(V) mit der Lie-
Algebra g von G, dann kann eine eingeschrinkte Klasse von Zusammenhingen auf F be-
trachtet werden:

Definition 3.18 Unter den genannten Voraussetzungen heifst ein Zusammenhang V auf E
»G-Zusammenhang® |, falls die zugehorige Zusammenhangs-1-Form Werte in g annimmit.

Es kann gezeigt werden (siehe [34]), dass derartige Zusammenhénge stets existieren. Das
folgende Theorem zeigt die Vertraglichkeit dieser ausgezeichneten Zusammenhinge mit der
Reduktion der Strukturgruppe und motiviert damit auch die Begriffsbildung.

Theorem 3.19 Existiere eine Reduktion des Rahmenbiindels P(E) auf G < GL(V) und sei
V ein Zusammenhang auf E, dann gilt:

(a) Ist V ein G-Zusammenhang, so erhilt V alle G-invarianten Unterrdiume, d.h es gilt
Vs = 0 fiir einen G-invarianten Schnitt s € T' (E). Analoge Aussagen gelten auf den
Tensorbiindeln E®9 mit den oben angegebenen induzierten Zusammenhingen.

(b) Ist die Reduktion wie in Theorem 3.7 durch einen Tensor A definiert, so gilt:

V ist G-Zusammenhang — < VA=0
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Fiir einen Beweis der Teilaussagen siehe [34], [43] oder [11]. Im néichsten Kapitel werden spezi-
elle G-Zusammenhénge betrachtet, die zusammen mit Teil (b) des vorangehenden Theorems
eine Moglichkeit bieten, systematisch Informationen iiber G-Strukturen zu gewinnen.

Abschlielend soll auf das Konzept des Paralleltransports und der Holonomie eines Zusam-
menhangs eingegangen werden, eine detaillierte Diskussion findet sich in [43]. Sei M im Fol-
genden zusammenhéngend, mg, my € M durch einen Weg ~ : [0,1] — M verbunden und sei
Co € Ep,. Dann ist der parallel-transportierte Vektor (; € E,,, definiert durch ¢; := ¢(1),
wobei ( der eindeutig bestimmte Schnitt in E ldngs ~ ist, der die gewohnlichen Differential-
gleichung V¢ = 0 mit der Anfangsbedingung ¢(0) = (o 16st.

Ist v geschlossen, d.h. v(0) = (1) = m € M, so gilt {y,(; € E,, und « induziert einen
linearen Isomorphismus E,, — E,,. Wird zusétzlich ein Isomorphismus F,, — V fixiert,
so wirkt «y also als Element F'(vy) € GL(V). Somit ergibt sich

Hol(V) :== {F(y)|7:[0,1] — M,5(0) = (1) =m } C GL(V)

Es kann gezeigt werden (siehe [34], [43]), dass Hol(V) eine Lie-Untergruppe von GL(V)
definiert, die sogenannte Holonomiegruppe von V, die bis auf Isomorphie nicht vom fixierten
Basispunkt m € M abhéngt.

Das folgende Theorem besagt (siehe [34]), dass im Falle der Existenz eines Zusammenhangs
mit Holonomie immer eine Reduktion der Strukturgruppe moglich ist:

Theorem 3.20 Eristiere auf E eine Zusammenhang ¥V mit G := Hol(V) < GL(V'), dann
gilt:

(a) Es existiert eine Reduktion der Strukturgruppe von P(E) auf G
(b) Der Zusammenhang V ist ein G-Zusammenhang.

Mit den oben besprochenen Eigenschaften von G-Zusammenhingen und der Beschreibung
von Reduktionen durch Tensoren ergibt sich daraus direkt:

Korollar 3.21 Seien die Voraussetzungen des Theorems erfillt und ein Tensor A gewdhlt,
der gemdfl Theorem 3.7 die Reduktion beschreibt, dann gilt

VA=0

Da G-Zusammenhénge immer existieren, kann mit Hilfe eines beliebigen Zusammenhangs
zunéchst nicht viel {iber geometrische Eigenschaften ausgesagt werden. Ist aber (M, g) eine
riemannsche Mannigfaltigkeit, so ist der Levi-Civita-Zusammenhang ausgezeichnet und sei-
ne Holonomie gibt Auskunft iiber geometrische Eigenschaften der gewéahlten Metrik. Eine
kleine Holonomiegruppe zieht dann starke Restriktionen nach sich, wie die beiden folgenden
Beispiele zeigen (Siehe [3] und die dort zitierte Literatur):
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Beispiel 3.22 Holonomie in U(n)

Eine solche Mannigfaltigkeit trégt eine integrable komplexe Struktur®, bzgl. derer g hermi-
tesch ist. Die komplexe Struktur und die zugeordnete Kéhlerform sind kovariant konstant.
Dieser Typ von Mannigfaltigkeiten heifit Kéhlermannigfaltigkeit.

Beispiel 3.23 Holonomie in SU(n)

Eine solche Mannigfaltigkeit hat trdgt neben den Eigenschaften einer Kahlermannigfaltigkeit
noch eine komplexe Volumenform und ist immer Ricci-flach. Solche Riaume heiflen Calabi-
Yau-Mannigfaltigkeiten (kurz : CY)

3.4 Intrinsische Torsion

In diesem Abschnitt sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit und V bezeichne den Levi-
Civita-Zusammenhang auf T'M. Es werden im Folgenden nur metrische Zusammenhénge auf
TM bzw. davon induzierten Vektorbiindeln betrachtet. Durch die riemannsche Metrik liegt
bereits eine O(n)-Struktur vor, die im Falle einer orientierbaren Mannigfaltigkeit weiter auf
SO(n) reduziert werden kann. In beiden Fillen gilt dann jeweils auch Hol(V) C O(n) bzw.
Hol(V) € SO(n). Liegt eine Reduktion auf G < O(n) vor, so wird Hol(V) im allgemeinen
nicht mehr in dieser Gruppe enthalten sein. Es kann allerdings ein anderer G-Zusammenhang
V gewihlt werden fiir den dies weiterhin der Fall ist, der aber nach Theorem 3.17 dann
nicht mehr torsionsfrei sein kann. Mit Hilfe seines Torsionstensors aus Definition 3.16 kénnen
Informationen iiber die vorliegende G-Struktur gewonnen werden. Dies soll im Folgenden be-
schrieben werden, eine explizite Anwendung des diskutierten Verfahrens erfolgt fiir den Fall
G =U(n),SU(n) in Kapitel 5.

Der Torsionstensor T € T (TM ® AN°T*M ) eines metrischen G-Zusammenhangs \Y héngt im
allgemeinen nicht nur von der G-Struktur sondern von der konkreten Wahl des Zusammen-
hangs ab. Ist V ein weitere G-Zusammenhang, so ergibt sich analog zu der Diskussion im
Kontext von Gleichung (3.3), dass V-V € T (T*M ®g) C T (T*M ® T*M @ TM). Die
Torsionsdifferenz Tx,y — fx,y ergibt sich nach Definition durch Schiefsymmetrisierung von
(6 — 6) xY in X und Y. Mit der Schiefsymmetrisierungsabbildung

altyy : T*M @ T*M @ TM — A*T*M @ TM (3.4)
(X))~ (aAp)@X

resultiert die folgende Proposition (siehe [43], [11]), die zu einer neuen Torsionsgrofe fiihrt,
die nicht mehr von der Wahl des G-Zusammenhangs abhéngt:
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Proposition 3.24 Ezistiere_auf (M, g) ein G-Struktur und seien V.V zwei G-Zusammen-
hinge auf T M mit Torsion T bzw. T, dann gilt:

(a) Die Torsionsdifferenz T—T liegt im Bild T (alt1o(T*M @ g)) der Schiefsymmetrisierunyg.

(b) Die Projektionen [T] und [T] von T bzw. T auf T ((A*T*M @ TM)/alt12(T*M ® g))
stimmen tiberein. Diese Grife Ty := [T] = [T hingt damit nur noch von der G-Struktur
ab, sie wird als intrinsische Torsion dieser G-Struktur bezeichnet.

Aufgefasst als Element von T' ((A*T*M ® TM)/alt12(T*M ® g)) ist die intrinsische Torsion
fiir praktische Zwecke ein ,,unhandliches* Objekt, daher soll im folgenden Abschnitt eine an-
dere Darstellung angegeben werden.

Da ausschliellich metrische Zusammenhinge betrachtet werden, handelt es sich stets um
O(n)-Zusammenhinge und es folgt g C 0, = s0,. Durch Identifizierung mit der Metrik
gilt weiter so0,, = A2T* M. Auf diese Weise triigt so,, ein natiirliches Skalarprodukt und es
resultiert die Zerlegung

AT M = s0, =g®g—.
Die Abbildung (3.4) liefert unter der Identifizierung T*M = T'M schliefilich einen Isomor-
phismus A2T} M @ T*M = T*M ® A*T;;, M und damit:

NTEM @ T,,M | TiM @ N2T5M
m22 O T oy I O A Tml o ey gt (3.5)
alt1o(T* M @ g) T:M®g

Die intrinsische Torsion Ty kann daher mit einem Schnitt 7 € T’ (T *M® gl) identifiziert wer-
den. In dieser Arbeit wird die intrinsische Torsion von nun an immer als ein solcher Schnitt
betrachtet. Zusammenfassung von Aussagen aus [43] und [11] ergibt mit der Vorzeichenkon-
vention aus [11] das folgende Theorem iiber die Existenz ausgezeichneter G-Zusammenhénge:

Theorem 3.25 Trage (M, g) eine G-Struktur mit G C O(n), die im Sinne von Theorem 3.7
durch Tensorfelder Ay, ... Ay definiert wird, dann gilt:

(a) Es ezistiert genau ein G-Zusammenhang v auf TM, s.d. V-Ver (T*M ® gL). Er
wird als minimaler Zusammenhang der G-Struktur bezeichnet.

(b) Die Differenz V — V ist die intrinsische Torsion der G-Struktur, d.h. es gilt

V=V+r1

(¢) Fir die Tensoren Ay, ..., A, und X € T (TM) gilt:

6)(1211‘ = 0 VXAZ = _TXAi

8Die Begriffe komplexe Struktur, Kéhlerform und komplexe Volumenform werden spéter in Kapitel 4.1
genauer erlautert.



24 3 GRUNDLAGEN AUS DER DIFFERENTIALGEOMETRIE

BEWEIS

(a) Sei V ein beliebiger metrischer G-Zusammenhang. Dann existiert die eindeutige Zerle-
gung V-V =a+fmitael (T*"M @g)und f €T (T*M ® g*). Der Zusammenhang
V := V +a leistet dann das Gewiinschte, die Eindeutigkeit folgt daraus, dass die Diffe-
renz zweier G-Zusammenhinge nur Beitrige zum g-, nicht aber zum g*-Anteil liefert.
Siehe auch [11].

(b) Die Differenz der Torsionen von V und V ist nach Definition die Antisymmetrisierung
von —(3. Da V torsionsfrei ist beschreibt —@3 allein die Torsion von V und wird mit ihr
durch (3.5) identifiziert. Da —3 bereits Werte in g annimmt, wird bei der Projektion
auf T’ (T*M ® gl) keine Komponente mehr herausprojiziert und —g3 ist bereits die
intrinsische Torsion.

(¢c) Dies folgt sofort aus (a), (b) und Theorem 3.19, da V ein G-Zusammenhang ist.

Teil (c) dieses Theorems wird in Kapitel 5.3 die ganz explizite Berechnung der intrinsischen
Torsion einer U(3)- bzw. SU(3)-Struktur ermoglichen. Der Begriff ,,minimal Zusammen-
hang“ rithrt daher, dass die L?-Norm der Torsion dieses Zusammenhangs, berechnet auf
kompakten Teilmengen von M, gerade minimal wird im Vergleich mit anderen G—Zusam-
menhéngen.
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4 SU(3)-Geometrie

4.1 Konventionen & Basisdarstellung

In diesem Abschnitt werden zunéchst die relevanten Operationen auf den alternierenden For-
men (Skalarprodukte, Hodge-Operator, Kontraktionen, Operationen von Endomorphismen
auf Formen) zusammengestellt und dabei einige Konventionen fixiert. Im zweiten Teil wird
die explizite Darstellung einiger wichtiger Tensoren in einer angepassten reellen bzw. komple-
xen Basis diskutiert. Da es sich vielfach um bekannte Aussagen und Definitionen handelt, die
bis auf Vorfaktoren in Standardwerken zur Differentialgeometrie (zum Beispiel [34]) zu finden
sind, kann dieser Teil zunéchst iibergangen und dann an einzelnen Stellen darauf zuriickge-
griffen werden.

Fine riemannsche Metrik ¢g induziert Skalarprodukte auf weiteren Tensorbiindeln, im Folgen-
den mit (-,-) bezeichnet. Insbesondere ergibt sich so das iibliche punktweise Skalarprodukt
auf AT M, das durch folgende dquivalente Ausdriicke auf APT)} M definiert werden kann:

<oz1/\.../\ap,ﬂ1/\.../\ﬁp> = det((ai,ﬂﬁ)zj
6
<aaﬂ> = % Z a(EZ'U---Eip)ﬂ(Eil’---Eip) (41)
T i1 yeenip=1

Dabei bezeichnet {E;} einen lokalen orthonormalen Rahmen von T, M. Ganz analog wird
das Skalarprodukt (-,-) auf A(T); M ® C) definiert, wobei in (4.1) der erste Faktor konjugiert-
komplex eingeht, das Produkt also antilinear im ersten Eintrag gew&hlt wird. Im allgemeinen
ist das reelle Skalarprodukt aber nicht der Realteil des komplexen, dies gilt nur fiir 1-Formen.
Mit Hilfe der Konjugation kénne alle Skalarprodukte durch nicht-entartete C-Bilinearformen
ausgedriickt werden, die aus der Metrik resultieren. Zum Beispiel gilt (W, Z), .= g(W,Z)
fiir komplexe Vektorfelder W und Z. Die Existenz der nicht-entarteten C-Bilinearform g
ermoglicht Identifizierungen

T M =T M T M0 2 7% MO T MO = T M0

sowie in Konsequenz Identifizierungen fiir Unterbiindel, (dulere und symmetrische) Poten-
zen etc. Sie werden im Verlauf der Arbeit teilweise ohne weiteren Kommentar verwendet,
sofern keine Gefahr der Fehlinterpretation besteht. Alle diese Identifizierungen sind C-linear
und ebenso werden alle Abbildungen, sofern nicht anders vermerkt, C-multilinear fortgesetzt.

Bezeichnet (-,-) die kanonische Paarung auf AT, M x AT,,M — R (entsprechend fiir sym-
metrische Potenzen), die den Konventionen in [47] folgend durch (p1A...App, viA...Avp) =
det(p;(vj))i; definiert wird und damit unter T, M = T,,M dem Skalarprodukt (-,-) ent-
spricht, so kann die Kontraktion ,,4“ als adjungierte Operation zum A-Produkt definiert
werden, d.h. fiir s+t=p

(usp,v) = (@, u Av) Vo € APTEM, u € AT,,M, v € N'T,,M
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Nach C-bilinearer Fortsetzung vertauscht die kanonische Paarung mit der Konjugation, d.h.

(p.Z) = (#,Z). Da Konjugation (siehe [32]) auch mit A vertauscht, zeigt diese Definition
unmittelbar, dass das auch fiir die Kontraktion gilt. Das folgende Lemma listet fundamentale
Eigenschaften dieser Abbildung auf.

Lemma 4.1 Die Kontraktion ist eine Abbildung vom Grad —s, d.h. usp € A'T5M mit
Bezeichnungen wie oben und es gilt weiter:

(a) Fiiru € AST,,M,v € A'T,,M,s +t < p:

(uAv)sp =viusp uavap = (1) viusp

(b) Fiir X € Ty, M, € NPT M, o) € AT M:

Xi(pAYp)=X1pANp+ (1P AN Xt (Antiderivationseigenschaft)

BEWEIS  Siehe [47] und [21].

0
Die Kontraktion steht in engem Zusammenhang mit dem Einsetzungshomomorphismus
Uyt Tn M @ T M®® — T M7
Uy ke (X1 @ @0 Xp) () i =(. 0, X1, 0, X )
fir r < s, wobei Xy, ..., X, an die Stellen k; bis k, in die Multilinearform ¢ eingesetzt wird.

Im Rahmen der natiirlichen Einbettung® APT,,, M C T,, M®P bzw. APT; ;M C T M®P gelten
fir X, X; € T,,M, o € AFT* M folgende leicht zu verifizierende Identitéiten:

Xap =u(X)(p) = (X, )
(Xl/\. . ./\XT)_IQO = Ll...r(Xl X...R Xr)(go) = gO(Xl, ... ,XT) (42)

Unter der Identifizierung T,, M = Ty M gilt fir ¢, € APT M bzw. n,§ € APT,,M:

w1t = (p, 1) pi&=¢&1p ns§=(n,&) (4.3)

Diese Gleichungen gelten nicht fiir Formen/Multivektoren verschiedenen Grades. Fiir deg(yp) >
deg(1) folgt direkt aus der Definition @1 = 0, entsprechendes gilt fiir die anderen beiden
Falle. In den verbleibenden Fillen ldsst sich zumindest fiir den Fall, dass der rechts stehende
Tensor homogen ist, eine explizite Formel angeben:

YHier treten keine Faktoren k! auf, die Identifizierung lautet also v1iA. . .Avy =2 Eoesk $ign(0)Ue1 ®. . . @ V.
Damit entspricht die in Paarung (-,-) der duleren Potenzen nicht derjenigen, die iiber diese Einbettung von
der kanonischen Paarung zwischen T, M ®© und T,,, M® induziert wird.
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Proposition 4.2 Fir & € APT, M, n=Y1A...ANY, AYpi1A.. . AYypy € AP, M gilt:

f_nnzpl—q' Z sign(o) Ea (Yo, Ao AY o) Yo A AYG L
" 0€Spiq
= Y sign(o) §a (Yo, Ao AYe,) Yo, A AY G
0€Spq

wobei §p7q ={0 € Spiql 01 <...<0p, Opt1 <...<0piq}. Entsprechende Formeln ergeben
sich mit (4.2) und (4.3), wenn Multivektoren mit Formen oder Formen mit Formen/Multi-
vektoren kontrahiert werden.

BEWETIS Es geniigt, £ = X;A...ANX, zu betrachten. Werden die ¥; im Rahmen der
beschriebenen Identifizierungen als 1-Formen aufgefasst, gilt:

XpJ...JXlJn:Yl/\.../\Yp+q(X1,...,Xp,-,---)
= ) sign(o)Ye, (X1) Yo, (X)) Vo, ®. .0,

pt+q
0€Sptq
= Y sign(o)ea (Yo, Ao AYe,) Yo A AY L
Ue§p+q
1

Z sign(0)§a (Yo N AY ) Yo (A AY 5

= ol
P 0ESp+q

Im letzten Schritt wird verwendet, dass die zusétzlichen Summanden, die aus Permutationen
innerhalb der {o1,...,0,} bzw. {op41,...,0p1¢} resultieren, jeweils mit dem gleichen Vor-
zeichen zur gesamten Summe beitragen.

g

Alle hier angegebenen Aussagen iiber die Kontraktion gelten in C-linearer Fortsetzung auf
den komplexifizierten Rdumen bzgl. der C-bilinearen Fortsetzung des Skalarprodukts.

Die zweite relevante Operation auf Formen ist der Hodge-Stern * : AT, M — AT, M, der
von gewihlter Metrik und Orientierung (genauer von der konformen Struktur) abhéngt, und
durch

a A xf = {(a, ) vol (4.4)

definiert ist. Dabei bezeichnet vol € AT} M (n = dim(M)) das reelle Volumenelement von
M, d.h mit einer orientierten Orthonormalbasis {dE;} von T}, M gilt vol = dE\A...NdE,.
Die C-lineare Fortsetzung des Operators wird ebenfalls mit * bezeichnet. Dabei handelt es
sich nicht, wie aus dem Grad des Ergebnisses ersichtlich ist, um den komplexen Hodge-Stern
¢, der durch Bedingung (4.4), angewendet auf das komplexe Volumenelement 1), definiert
ist. Eigenschaften der Abbildung * sind:
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Proposition 4.3
(a) *APT*M C A" PT: M und (*|,,)* = (—1)P(*—P)

(b) x ist (anti)selbstadjungiert und isometrisch, genauer

(@, %8) = (=107 (xa, B) (xa, x0) = (o, B)
(c) Fiir einen orientierten orthonormalen Rahmen dFE,...,dE, gilt
xdEr = sign(I;I¢)dEje, insbesondere *1 = vol = dE{A...NdE,

fiir die Multiindizes I = (i1,...,1p), I¢ = (1,...,n) \ I und (I;J) := I U I°(geordnet)
und dEr = dE; A.. -/\dEip-

(d) Fiir a € T M, 3 € APT% M gilt:
al1f3 = (—1)”(7’_1) * (A *[3)

wobei 1 die zu A adjungierte Operation auf Formen bezeichnet.

BEWEIS  Siehe [47], [32] und [21].
U

Im Rahmen der Identifizierung T,,M = T* M kann der *-Operator durch folgende, zu (4.4)
dquivalente Bedingung, durch das reelle Volumenelement charakterisiert werden:

Lemma 4.4 Fir o € AT M = AT,,M gilt:

*o = aavol
BEWEIS Es geniigt, die Aussage fiir « = dE;; A ... A dE;, zu zeigen. Mit dem komple-
mentiren Multiindex ¢, Lemma 4.1, Proposition 4.3 sowie sign(I, I¢) = (=1)4 1. .. (=1)%~P

folgt:

dE;avol = dEZ'p_l ca dEz‘leEl/\. .NdAE,
= (~1)""Y4E; ... dEy,sdE A NdE, M. . . NE,
= sign(I,I°)dE = *dEy

Das zeigt die Behauptung.

Proposition 4.3 (d) impliziert in diesem Rahmen die niitzlichen Formeln
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*(XNa)=(—1)’XJ *xa *(Xoa) = (=1)P71X A xa (4.5)

Analoge Aussagen gelten wiederum fiir den komplex-linearen Fall.

Die Wirkung von linearen Abbildungen auf der dufleren Algebra ist auf verschiedene Weisen
moglich. Ist A € End(T,,,M) ein Endomorphismus, so wirkt A in natiirlicher Weise auf T;; M
durch A - ¢ = —¢p o A. Diese Wirkung ist fiir A € so0,, mit der Identifizierung T,, M = T, M
vertriiglich, da'® Av 2 (A(v), ) = — (v, A-) = —#v o A = A(#v). Sie stellt die infinitesimale
Version der Operation von Aut(T,, M) auf T M dar, die durch g - ¢ = ¢ o g~! gegeben ist.
Fiir A € so; = {F € End(T,,M) | F = F'} gilt dagegen Jv = —J(*v). Entsprechend der
gerade besprochenen Operationen kann eine lineare Abbildung als Gruppenelement (sofern
invertierbar) oder als Lie-Algebrenelement auf der dufieren Algebra wirken:

Definition 4.5
(a) g € Aut(T,, M) operiert auf AT,, M durch

g- (VA Avp) = g(vi)A.. . Ag(vp)

(b) A € End(T,,M) operiert auf AT,, M durch

P P
Der(A)(viA. .. Avp) == Z Ay (A Avp) = Z VIA. . ANA(V)A. LAYy
i=1 i=1

Ganz analog werden die Wirkungen auf AT, M definiert. In einer fixierten reellen Basis { E;}
kann die Abbildung Der(A) explizit durch ,A“ und ;¢ beschrieben werden. Fiir o € AT} M
gilt
Der(A)a ==Y dE; A (AEisa) =) A(dE;) A (Bisa) (4.6)
i i

Diese Formel ist auf A7, M offenbar richtig. Da durch die rechte Seite eine Derivation
definiert wird, folgt der allgemeine Fall aus der Eindeutigkeit der Fortsetzung als Derivation.
Fiir die Wirkung auf AT,, M existiert eine vergleichbare Formel:

Der(A)a ==Y E; A(A(dE;)aa) =Y AE; A (dEjsa) (4.7)

Etwas Vorsicht ist geboten bei der Verwendung dieser Formeln im Kontext von T, M = T M,
da die Vertréglichkeit mit der Identifizierung nur fiir schiefsymmetrische Endomorphismen
gegeben ist, im symmetrischen Fall tritt ein zusétzliches Vorzeichen auf.

Hinsichtlich des Skalarproduktes auf Formen sowie der Operation 1 gelten folgende Rechen-
regeln:

19Im Folgenden wird die (uniibliche) Konvention # : V — V* sowie ’

#X = g(X,-) durch die Metrik g definiert ist und b := (#)*.

: V¥ — V verwendet, wobel
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Lemma 4.6
(a) Fiir F* € End*(T,,M), G € O(T,,M) und «, 3 € APT;, M gilt:

(F¥ . a,B) = (£1)P (o, FE - 3) (G-a,G-B) = (o, B)
(b) Fiir F* € End*(T,,M) N GL(T,,M), G, o wie in (a) und 8 € AT M gilt:
G- (aaf) = (G- a)a(G-P5) F* - (asf) = (£DP((FF) - a)a (FF - 5)

(c) Fiir F* € End*(T,,M) und o, 3 € AT} M gilt:
<Der(Fi)a,ﬁ> =4 <a,Der(Fi)ﬁ>

(d) Fiir F € End*(T,,M) und o, 3 € AT} M gilt:
Der(F)(ausf) = (Der(F)a)i 8 F as(Der(F)pB)

BEwEgls  Teil (a) folgt direkt aus (4.1). Fiir o € APT} M, 8 € AT M sowie v € AT"PT» M
impliziert die zweite Identitét:

(FF - (asf),y) = ED)TP (B, FF - (F5) T any) = (F5) ™ a)a (FF-5),7)

Dies zeigt die zweite Aussage aus (b), die erste folgt ganz analog.

Fiir ajA. .. Aag, BiA...ABy € AFT M und festes o € S, gilt

k k

Z<a1’ﬂ01> <Fai’ﬂ0'i> <O‘k3’ﬂ0k> = iz<a1’ﬂ01> <a(o_1)i’Fﬂi> <O‘l€’ﬂ0k>

i=1 =1

Beide Summen unterscheiden sich ggf. lediglich in der Reihenfolge der Summanden. Teil (c)
folgt dann aus der Definition (4.1) des Skalarproduktes zusammen mit der Leibnizformel fiir
die Determinante. Teil (d) ergibt sich mit v € AT; M und (a) aus folgender Rechnung:

(Der(FF)(a A B),y) = £ (8,a A (Der(F)y))
=+ (8, Der(F)(a A7) — (Der(F)a) Avy)

= (o (Der(F)B),7) F (Der(F)a)s58,7)

Im Folgenden werden einige ,, Rechenregeln® fiir Ausdriicke, die die explizite Wahl einer (kom-
plexen) Basis involvieren, diskutiert. Dabei wird hier mit Modelltensoren in R®, C% etc. gear-
beitet, alle Formeln verallgemeinern sich auf Schnitte in den entsprechenden Biindeln. Nach
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Komplexifizierung R® @ C und C-bilinearer Fortsetzung von g seien mit {Fy, F2, F3} und dar-
aus durch Konjugation resultierend {F1, Fo, F3} angepasste Basen von (R®)10 bzw. (R%)%!
gewdhlt, die den Bedingungen

g(FavFﬁ):g(FomFﬁ):O und g(FouFﬁ):g(FomFﬁ):(saﬁ
Y(F1,Fy, F3) =1 (4.8)

geniigen. Im Vorgriff auf Abschnitt 4.2 bezeichne dabei g eine euklidisches Skalarprodukt,
J € End(R®) eine fast komplexe Struktur, w := g(J-,-) € ALY (RO)* die induzierte Kéhler-
form und 1) € A3(R%)* eine komplexe Volumenform bzgl. .J. Die Definition der Formenriume
AP4(R®)* wird in Abschnitt 4.4 (Definition 4.44 sowie Proposition 4.46) gegeben.
Seien desweiteren {dFy,dFy,dF3} sowie {dF,dFs,dF3} die jeweiligen duale Basen, insbe-
sondere gilt also dF,(Fg) = dF (F3) = 0. Vermoge

Eoo 1 i= %(Fa +F,) und  Eay = %(Fa ~TF) (4.9)

ist eine reelle Orthonormalbasis {E;}, i = 1,. .. ;6 bzgl. g definiert. Fiir die duale Basis ergibt
sich daraus die Relation dEsy_1 = 1/v2(dF, + dFy) bzw. dEs = i/v/2(dF, — dF ). Diese
Wahl der reellen Basis ist charakterisiert durch die Identitat
ZEZ- ® E; = ZFa QF, +F,®F,
) «

Die oben verwendeten Modelltensoren g, J, w, ¥ fiir die spéter relevant werdenden geometri-
schen Objekte schreiben sich in der gewéahlten Modellbasis wie folgt:

Lemma 4.7

(a) g =Y dFy-dFoa =Y dFy®dFs+ dFs®dF,
(b) J = z'aZdFa@Fa—;Fa@Fa

(c) w = iza:dFQAdFa:iZdFa@@dFa—dFa@dFa
(d) Y = dszszAng )

Bewels  Teil (a) ergibt sich direkt aus der Wahl der Basis, Teil (b) aus der Definition
von (R%)10 bzw. (R)%! als Eigenrdume von J zu den Eigenwerten +i und —i und (c) durch
Einsetzen von (b) in (a). Da ¢ und dFy A dFy A dF3 in A3°(R®)* liegen und dieser Raum
eindimensional ist, folgt (c) aus der Tatsache, dass beide Formen auf (Fy, Fy, F3) den Wert 1
annehmen.

0

Umschreiben auf die reelle Orthonormalbasis mit dE;;, := dE; A dE; A dE), etc. liefert direkt
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Korollar 4.8
1
(a) g = EZdEi-dEi = ZdEi®dEi

(b) J = dBx 1 ® Faa —dBa ® Fag1 d.h. J(FBaa1) = Baa, J(F2a) = —Faa1

1
() w = Za:dEga_l NdEpa = 5 ZdEi A J(dE;)

V2 V2i
(d) v = T (dE135 — dEy46 — dE36 — dEoss) + e (dE136 + dE145 + dE235 — dEoue)

Bezeichne im Folgenden S35 die symmetrische Gruppe iiber 3 Elementen und Sgr die Unter-
gruppe der Elemente mit positiver Paritéit. Mit ihrer Hilfe ergeben sich folgende Identitéten,
die Wahl der Basis involvieren:

Lemma 4.9
(a) Auf CS gilt die Identitit

%]I(CG = Z Rew("ﬁdl’ﬁfm)?ds +R671Z)("F01’F02)F03

UES;
(b) Zwischen g und Ret) besteht folgende Relation:

19="> Rey(Fo,, Fo)Reth(, Foy, Foy) + Retp(-, Foy, Fpy)Retp(-, F oy, Fyy)
UGS§
=Y Rew(-, B;, Ej)Red(-, Ei, Ej)

ij

BEWEIS  Da 1 in A30T% M liegt, trigt bei Einsetzen von F), in die rechte Seite von (a)
nur der Summand Re(Fy,, Fy,, Fp,)Fy, fir g = 03 zur Summe bei. Wegen sign(c) = 1 und
Reyp = %(1& + 1)) hat diese den Wert %Fw Entsprechendes gilt fiir die Basisvektoren {F,},
dies zeigt Teil (a).

Fiir o € S5 folgt wie in Teil (a)

g(ng’ ) = 2Re¢('aﬁo‘1’?02) Q(Fo‘ga ) = 273671)(, FO‘l ’ FO‘Q)
Zusammen mit der Identitét aus Teil (a) sowie der Beziehung (4.9) folgt Teil (b) durch Re-

organisation der Summanden.

g
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4.2 Grundlagen der allgemeinen SU(3)-Geometrie

Eine SU(3)-Struktur ist nach Kapitel 3 eine Reduktion der Strukturgruppe des Rahmen-
biindels P(TM) von GL(6,R) auf SU(3) und kann dquivalent durch Tensoren beschrieben
werden, deren Stabilisatoren den gemeinsamen Durchschnitt SU(3) haben. Die Definitionen
aller im Folgenden auftretender Formenrdume (AP97* M, [AP9], [APP] etc.) wird gebiindelt
in Abschnitt 4.4 im Kontext der Diskussion der Zerlegung einer k-Form in SU(3)-irreduzible
Summanden gegeben. Hier werden im Folgenden

e eine riemannsche Metrik: g € T (Sym2(T *M))

e cine fast-komplexe Struktur: J € O(TM) mit J? = —1

e die zugeordnete Kédhlerform: w € [Al’l] cr (AQT*M )

e cine komplexe Volumenform: ¢ = Ret) +iImp € T (A370T*M) mit (,1) =1
auf einer Mannigfaltigkeit M% betrachtet.

Bemerkung 4.10
(a) Es geniigt, zwei der ersten drei genannten Tensoren vorzugeben, der Dritte kann dann

nach w = g(J-,-), g = —w(J-,-) oder J = "w rekonstruiert werden.

(b) Anstelle von ¢ € T’ (A3’OT*M) geniigt es, Rew oder Imy € [[A&O]] anzugeben, da der
eine aus dem anderen Teil wie in Proposition 4.14 beschrieben rekonstruiert werden
kann.

Im Folgenden wird ein Tensortripel (g, .J,1) ebenfalls als SU(3)-Struktur bezeichnet. Dies
wird durch die folgende Aussage gerechtfertigt, die sich etwa in [11] oder [8] findet und
implizit in den meisten Abhandlungen!! iiber SU(3)-und U(3)-Geometrie verwendet wird :

Proposition 4.11 Fir die Stabilisatoren von g, J,vy gilt

12

O(6,R)
GL(3,C) C GL(6,R)
SL(3,C)

Stabgrs,r)(9)
Stabgrs,r)(J)
Stabars,c)(¥)

1

I

Der Durchschnitt dieser Gruppen ist SU(3). Damit existiert eine 1:1-Beziehung zwischen
SU (3)-Strukturen auf M® und Tripeln (g,J,v) der oben genannten Tensoren auf der Man-
nigfaltigkeit.

BEWEIS Der Stabilisator von g ergibt sich direkt nach Definition. Ein Element G €
GL(6,R) stabilisiert J genau dann, wenn GJG~! = J, also wenn es mit .J kommutiert
und damit unter C3 = RS einem C-linearen Automorphismus entspricht. Der Stabilisator von

1 Andere Autoren argumentieren umgekehrt und definieren die Gruppen als Stabilisatoren geeigneter Ten-
soren, so etwa [43] bei U(n)
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¢ resultiert unmittelbar daraus, dass GL(3,C) auf I (A*°T*M) durch die Determinante ope-
riert. Der Durchschnitt dieser Gruppen ist O(6, R)NGL(3,C)NSL(3,C) =U(3)NSL(3,C) =
SU(3). Die 1:1-Entsprechung folgt dann aus Korollar 3.9 zu Theorem 3.7.

O

Bemerkung 4.12 Der Stabilisator von w in GL(6,R) ist SP(3,R), der Schnitt mit den
Stabilisatoren von g und v ist erneut SU(3). Zur Fixierung der SU(3)-Struktur sind daher
zwei der 3 Tensoren g, J,w hinreichend. Der Beweis des Theorems zeigt, dass diese beiden
bereits eine U(3)-Struktur festlegen und die Wahl von 1 eine weitere Reduktion auf SU(3)
bedeutet.

Definition 4.13 FEine speziell fast-hermitesche Mannigfaltigkeit M>™ ist eine Mannigfal-
tigkeit, die eine SU(m)-Struktur, charakterisiert durch die Tensoren (g, J,v) oder (g,w, ),
tragt.

Die SU (3)-Formen geniigen gewissen Relationen, die unabhéngig von weiteren Einschrinkun-
gen, etwa an die Torsion, gelten. Sie werden im verbleibenden Teil dieses Abschnitts diskutiert,
wobei die oben erwéhnte Identifizierung TM = T*M verwendet wird. Die folgenden beiden
Propositionen sind elementare Konsequenzen aus dem Bigrad der betrachteten Formen und
der Wahl von w und ¢ bzgl. Normierung und Orientierung. Sie finden sich etwa in [9] und [6]
und werden dort durch Darstellung der Tensoren in adaptierten Basen, wie etwa in Korollar
4.8, verifiziert.

Proposition 4.14 Die komplexe Volumenform erfiillt folgende Vertraglichkeitsrelationen mit
der fast-komplexen Struktur

(a) J-p=—iy und Juy =it firk=1,2,3

(b) J-Rep=Tmp J-Tmp=—Rep und JpyRey = —Imyp  JgyImip = Rep
(¢) X ARetp = —JX ATmtp X AImop = JX A Retp

(d) XoRetp = —JX.Im¢  XaImp = JX 1 Ret)

BEWEIS (a) Da 1 eine (3,0)-Form ist, operiert J- als i = —i. Die zweite Gleichung
folgt daraus, dass ¢ den Anteil T’ (TMLO) C I'(TM ® C) annulliert und J auf T (TMOJ)
durch —¢ wirkt. (b) ergibt sich aus (a) durch Bilden von Real- bzw. Imaginérteil. Da weiter
(X —iJX) 2 g(X,-)—iJg(X, ) in T (ASOT* M) liegt und keine (4,0)-Formen existieren folgt
0= (X —iJX) A. Real- und Imaginirteil dieser Identitéit liefern (c). (d) folgt ganz analog,
da Einsetzen von X —iJX €T (TM 170) in ¢ ebenfalls 0 ergibt.

O
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Proposition 4.15 Fiir die Kihlerform, die komplexe und reelle Volumenform sowie die fast-
komplexe Struktur gelten die Relationen

(a) w?:=wAwAw=3!vol
(b) ¥ A = ivol 2Re) ANImp = —vol Re A Rerp = Imyp ANImap =0
(c) Rev Nw=Imp ANw=1pAw=0 wiaRey = wiImiy =with =0
(d) Fir X e T'(TM) gilt :
(XoImy) ANw = (JX1Rep) Aw =X ARerp
(XaRey) Nw=—(JXImyp) N\w=—-X ANIm)
(e) Fir X e T'(TM) gilt :
wi(XAReY) = —wi(JX ANImyp) = JX 3 Re)
wi(XANImy) =wi(JX ANRep) = JX 3 Imap
BEWEIS
(a) Da w3 € [A3’3] =T (AGT*M) = R -vol folgt w? = pwvol. Der Koeflizient ergibt sich aus

6
1 ) . .
1= {w* vol) = Gl g W (Eiy, ..., Eig)sign(iy .. .ig) = w*(Fy, ..., Eg) = 3!

: i1-ig=1
iir die Basen aus (4.8) un 9) gilt dFy NdF, =i 20—1)(20) und folglich:
b) Fiir die B 4.8) und (4.9) gilt dFy A dFy = i dE(3q_1)(2q) und folglich
P /\E = dFi93 N dFlgg = —(dFl AN dfl) AN (dF2 AN dfz) AN (ng AN dfg) = —3vol

Weiter gilt ¢ A1) = Rep A Retp + Imap A Imap — 2iRer)p A Imap. Da die ersten beiden
Terme fiir 3-Formen verschwinden, folgen die weiteren Gleichungen. Alternativ kann
hier auch iiber Formengrad, Normierung und Orientierung argumentiert werden.

(¢c) DaRev,Im1) in [A3’Oﬂ und w in [AM] liegen aber auf einer 6-dimensionalen Mannig-
faltigkeit keine nicht-trivialen (4,1)-Formen existieren, folgt die erste Identitét. Da w.
nach Proposition 4.49 den Bigrad (-1,-1) hat, folgt analog auch die zweite Behauptung.

(d) Im Rahmen der Identifizierung gilt X yw = ¢g(JX,-) = JX. Mit (c) und Lemma 4.1
folgt

0=X_1(Ret) Aw) = XaReth Aw — Reh A (Xow) = XaReh Aw + JX A Retp

Mit Proposition 4.14 folgt die zweite Gleichung, die erste folgt durch Substitution von
X durch JX und Anwendung der genannten Proposition.
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(e) Da J adjungiert zu A ist, ergibt sich fiir 7 € T (AQT*M) und Teil (c):

(Wi (X ARep), 7y = (Reth, X s(w AT) = (Retp, JX A7)+ (Rep,w A (X 17))
— (JX Ret,7) + (waRey, Xo7) = (JX 2 Rew, 7)

Analog ergibt sich w1 (X AZm1) = JX1Zm1). Die beiden verbleibenden Identitéten
folgen zusammen mit Proposition 4.14.

g

Bemerkung 4.16 Analog zu Proposition 4.15 (d) gelten Identitéten fiir (X 1) A w sowie

(X11) Aw, die sich aus ¢ Aw =¥ Aw = 0 ergeben. Mit dem gleichen Verfahren resultieren
auch Identitdten fiir Kontraktionen mit Multivektoren hdherer Ordnung. Es gilt etwa:

(X AY)aRet) Aw = —w(X,Y)Reth + JX A (YIRe) — JY A (X2 Ret)

Entsprechendes gilt wiederum fiir v bzw 1), wobei sich die Identititen ggf. weiter vereinfachen,
wenn X bzw. Y nur Anteile in TM'° oder TM%! haben.

Als Konsequenz einiger dieser Formeln ergeben sich die niitzliche Aussagen:

Proposition 4.17 Sei X € ' (T'M) ein reelles Vektorfeld, dann gilt mit TM = T*M :
(a) Rew A (XaRep) =TImip A(XoImip) = 21X AwAw
(b) Rep NM(X3Imep) = —Imiyp A (X2Re)) = —%JX ANwAw

BEwEIs  Explizites Ausschreiben ergibt

4iRe) A(XTmey) = YA (Xop) = A (XSP) + A (Xaw) =P A(XIP)
= —UA(X29)+PA(Xa)

denn der erste bzw. vierte Summand wiére vom Typ (5,0) bzw. (0,5) und verschwindet damit.
Ein analoger Ausdruck ergibt sich fiir 4iZm A (X 1Re)), nur mit umgekehrten Vorzeichen.
Also folgt:

Rep A (X 2TImap) = —Tmap A (X 2 Rer)) (4.10)

Durch Operation mit J- auf diese Gleichung ergibt sich daraus mit Proposition 4.14
Ret N (XaRep) =Imyp A(X3Ima) (4.11)

denn es gilt J - (X2Rey) = Rep(X, J-, J-) = X1 (J2)J3Rep) = =X 1 Re) ete.
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Nach Proposition 4.15 gilt 1 A ¢ = ivol = i/6w>. Kontraktion mit X —iJX € T’ (TMLO)
(oder X +iJX) dieser Identitét auf zwei verschiedene Weisen liefert dann :
(X —iJ X))y A
= (=% A (X = iJX))
= —(Retp +iZmy) N (X2Rep —iJX 3Re) —iX 3sIm — JX 3Imap)
= —2Retp A (X1Rerp) —2Imyp A (X 3Imu)
+ 2iRet) A (XoTmap) — 2iTmab A (XL Rewb)

und

(X —iJX)aY A
= L(X —iJX).uw®

=3 (X —iJX)aw] A\wAw

=L(JXow) ANwAw+ EH(Xow) AwAw
Da JX 2 X w und —X = JX _w folgt durch Vergleich von Real- und Imaginérteil:

XANwAw = 4AReyp AN(X1Rerp) +4Imyp A (X1Imap) (4.12)
JXAwAw = 4ARed A (X Tmi) — ATmy A (X2 Rep) (4.13)
Substitution von (4.10) und (4.11) in (4.12) und (4.13) liefert die Formeln aus der Proposi-

tion.

0

Als Korollar zu diesen Identitdten resultieren Summenformeln, die in der Darstellung der
duferen Ableitungen von Rev und Zm1 durch die intrinsische Torsion benétigt werden:

Lemma 4.18
(@) D Rew(Eiy ) AReY(Ei) = Y Tmu(Eiyy) AImi(Ei, ) = o
(b) S Rew(Ei,-, ) ATmp(Ey, ) = 0

BEWEIS

(a) Nach Proposition 4.17 (a) gilt ReyARe(E;, -, -) = t E;AwAw. Da E; sRe)(E;, -, ) = 0
ergibt Kontraktion mit Fj:

Rep(E;,-,-) ARep(E;, ") = 2Ein (B Aw Aw) = 2(E; L E;) Aw? — 2E; A (Ejo (w Aw))
= %uﬂ — %Ez AN2JE; Nw
Summation iiber i liefert mit Korollar 4.8 (¢) den Wert ng — %wQ = %wQ. Die zweite

Gleichung folgt ganz analog aus dem zweiten Teil von Proposition 4.17 (a)
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(b) Wird Proposition 4.17 (b) in die Rechnung aus (a) eingesetzt, so ergibt sich auf der
rechten Seite

—HEiLJE) AN+ 2JE A (Bis(wAw) =0+ 3JE; A JE; Aw =0

Der Hodge-Stern-Operator bildet I' (AkT*M) fir k=1,2,3 auf I’ (AG*’“T*M) ab und kann
mit geeigneten Kombinationen den Abbildungen J-, wA, w?A sowie w., die aus den U(n)-
invarianten Tensoren resultieren, in Beziehung gesetzt werden. Die folgende Proposition be-
schreibt diese Relationen, die sich auf den U (n)-irreduziblen Komponenten von A*T* M weiter
vereinfachen, explizit. Umgekehrt kénnen sie wie in [2] genutzt werden, um diese Zerlegung zu
definieren bzw. charakterisieren. In Abschnitt 4.4 werden sie genutzt, um die SU (3)-Zerlegung
von AZ4T*M auf diejenige von AS?T x M zuriickzufiihren. Desweiteren ergibt sich direkt die
Wirkung des *-Operators auf den definierenden Formen der SU(3)-Struktur:

Proposition 4.19
(a) x und J vertauschen auf T' (AT*M)

(b) Fiir 8 € T (AST*M) gilt:
0= (was(J-B)ANw—J-p
Eingeschréiinkt auf die U(n)-irreduziblen Anteile bedeutet dies:
3 = +J-f fiir e T (T*M) ANw
B = —J-f fiir 3 € [A*] @ [A3']
(c) Fiir 3 € T (A*T*M) gilt:
= (wif) NwAw—(J -0)Aw

Eingeschrénkt auf die U(n)-irreduziblen Anteile bedeutet dies:

*0 = +0Aw fiir g € [[AQ’O]]
*0 = —fAw fiir 8 € [A(l)’l]
x0 = 20Aw fiir 8 € Rw

(d) Fiir 3 € T (A'T*M) gilt:
B =J - (wAwAp)

(e) ¥Retp = —Imp x*Imiy = Reyp x ) =iy *w:%w/\w



4.2 Grundlagen der allgemeinen SU(3)-Geometrie 39

BEWEIS
(a) Fir e T (APT*M), a0 € T (A""PT* M) gilt wegen J - vol = vol:
alNxJ -B=(a,J -Bvol=—(J -a,08)J -vol =—J-(J-aNxf)=aANJ x0

Da die Paarung durch A nicht-entartet ist, folgt die Behauptung. Die Invarianz des
Skalarproduktes auf Formen unter J- folgt dabei direkt aus (8).

(b) Es geniigt, 5 = X1 A X2 A X3 zu betrachten. Da §271 = {(123),(132),(231)} folgt mit
Proposition 4.2

wad - ﬁ = w(JXl, JXQ)JXg — w(JXl, JX3)JX2 —i—w(JXg, JXg)JXl
= w(X1, X2)J X3 + w(Xo, X3)J X1 + w(X5, X1)JJ X2

Fiir 0 ergibt sich dann

#3 = Bovol = £ X310 X1 X1 1w
= X300 (w(X1, Xo)w Aw — w(X7,) Aw(Xa, ) Aw)
2 [w(X1, X2)J X3 + (X3, X1)T Xz + (X, X3)JX1] Aw — J - (X1 A Xz A X3)
— (@A) Aw— B

Dies zeigt die allgemeine Gleichung.

Fir X Aw = el (T*M) Aw gilt einerseits J - (X Aw) = JX Aw, dies ergibt sich aus
(J-w)(X,Y)=g(J?X,Y) = —g(JY, X) = w(X,Y). Mit Proposition 4.49 (d) folgt:

wi(J-f)=wi(JX ANw) = [wa,wN(JX)+wAwiJX =—(1-3)JX =2JX

Es folgt #3 = 2JX Aw —J -3 = J- 3. Da [A*°] @ [AF'] = ker(ws) € T (APT*M)
und beide Rdume U (3)-invariant, also invariant unter J- sind, folgt %35 = —J - 3 fiir
g e [A*] @ [A5']-
(c) Fir X A\Y =2 8 eI (A*T*M) gilt:
#B=1V X 0P =LY w(X, ) AW 2 Lw(X,)Y)Aw? — JX AJY Aw

G 2
> lwip)rwnw—(J-B)Aw

Die Operation von * auf den Komponenten [[A270]] S [Aé’l] = ker(w.) ergibt sich direkt
aus J- = i? = —1bzw. J- = i(—i) = +1 auf diesen beiden Summanden. Die verbleibende
Aussage folgt aus 3(wiw)w? — (J-w) Aw = (3 — 1)w?.

(d) Fir X 2 g eI (T*M) ergibt sich aus der J-Invarianz von w:

X=X 0w =3JX AW =LIX AT =

=3 (W? A X)

1
2
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(e) Die ersten beiden Behauptungen folgen sofort aus (b) und J- = J1)J)J(3) auf 3-
Formen, die dritte aus (c).

g

Eine Aussage, die Proposition 4.17 entspricht, allerdings formuliert mit dem Hodge-Stern-
Operator, findet sich in [6]:

Proposition 4.20 Fiir eine beliebige 1-Form o € T' (T*M) gilt:
(a) * (x(a A Rep) A Retp) = * (x(a AImyp) ATmyp) = —3a
(b) * (x(a AITmyp) ARerp) = — * (x(a A Rep) ANImap) = —LJa

BEWEIS  Diese Aussage liasst sich im wesentlichen auf Proposition 4.17 zuriickfiihren. Mit
Hilfe der Identitédten

(@ ARey) = (=1)3as *xRerp = asTmap

xa = asvol = tasw® = Haow) Aw® = $Ja A w?,

die mit (4.5) aus Proposition 4.19 folgen, ergibt sich direkt mit Proposition 4.17
# (x(a ARep) ARetp) = * ((asImip) ARe)) = x (3Janw?®) = 2 a = —1a

Die anderen Aussagen ergeben sich durch geringfiigige Variationen dieser Rechnung.

Korollar 4.21 Fir X € I'(TM) gilt:
(a) Reps(X ARep) =TImips (X AImep) = —+ X
(b) Reps (X ANImap) = —Imyps (X AReyp) = —2JX

BEwEIs  Alle Identitéiten ergeben sich aus Lemma 4.4 und der vorangehenden Proposition,
z.B. ergibt sich:

—1X = x(x(X ARetp) ARerp) = Reps x (X ARerp)avol = Retps #* (X A Re))

0

Als Konsequenz der vorangehenden Proposition (oder auch der Proposition 4.17) resultie-
ren einige der folgenden Skalarprodukte, die im Verlauf der Kriimmungsdiskussion bendtigt
werden.
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Proposition 4.22 Sei F' € End(TM), dann gilt mit dem Skalarprodukt (-,-) auf Formen:

(Der(F)Ret, Imvp) = — (Der(F)Im, Retp) = 3 tr(FJ)
(Der(F)Ret, Rey)) = + (Der(F)Imp, Imyp) = 1 tr(F)
(Der(F)w,w) = —tr(F)

BEWEIS Sei F' zunichst schiefsymmetrisch und folglich vertréglich mit der Identifizie-
rung TM = T*M . Umschreiben des Skalarproduktes mit Hilfe von % sowie Ausnutzung der
Rechenregeln (4.6) und (4.5) fiir * und Der(F') ergibt:

(Der(F)Ret,Im1) = — * (Der(F)Retp A +xIm1p) = ¥ dE; A (FE; 1 Ret)p) A Re)

(2

=Y _dE; N(F(E;) NTm) A Re)

Anwendung von * auf Teil (b) der vorangehenden Proposition liefert die Identitdt s(ca A
Imy) A Reyp = i * Ja und folglich

(Der(F)Rewp, Tmy) = § 3 (dB; AJ(FE) = § 3 9(Fi, J(FE;))

=1> 9(JE,JFJE;) =1 g(E:, F(JE;))

Dabei wurde im letzten Schritt die Summation bzgl. der Basis {JE;} ausgefiihrt. Ist F' sym-
metrisch, so treten in der Rechnung 2 Vorzeichen auf, die sich herausheben. Da sich jeder
Endomorphismus in einen symmetrischen und einen schiefen Anteil zerlegen ldsst, folgt die
Behauptung fiir allgemeines F'. Die anderen Relationen, die Rev bzw. Zm1 beinhalten, er-
geben sich analog.

Alternativ konnen die Formeln auch durch Auswertung des Ausdrucks Der(F')vol bewiesen
werden. Da Der(F) auf vol durch — tr(F) operiert, ergibt sich auf diese Art und Weise mit

%W = %wz die letzte Identitat:

(Der(F)w,w) vol = (Der(F)w) A xw = %Der(F)w3 = Der(F)vol = tr(F)vol

4.3 Grundlagen der Darstellungstheorie von SU(3)

In diesem Abschnitt wird die Darstellungstheorie der kompakten Lie-Gruppe SU(3), préiziser
die Beschreibung aller reellen, endlichdimensionalen, irreduziblen Darstellungen diskutiert,
mit dem Ziel diese explizit anzugeben. Diese Theorie ist bekannt und im Vergleich zu ande-
ren Gruppen verhéltnisméflig einfach. Hier erfolgt, in Anlehnung an [5], [21] und [29], eine
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ausfiihrliche Zusammenstellung aller Komponenten, die fiir eine komplette Darstellungszer-
legung mit expliziter Realisierung der irreduziblen Summanden bené6tigt werden. Mit dieser
Information kann dann jede beliebige andere Darstellung beschrieben bzw. zerlegt werden, da
die Kompaktheit von SU(3) die vollsténdige Reduzibilitit aller endlichdimensionalen Dar-
stellungen impliziert, siehe [5]. Zunéichst wird das Problem auf die Beschreibung der irredu-
ziblen komplexen SU (3)-Moduln zuriickgefiihrt, die in 1:1-Beziehung zu den entsprechenden
sug-Moduln stehen. Letztere entsprechen wiederum genau den komplexen irreduziblen Dar-
stellungen von susg ® C 2 sl3C und es geniigt daher, diese zu beschreiben. Um eine beliebige
reelle Darstellung zu zerlegen, wird diese entsprechend dem skizzierten Verfahren zuerst kom-
plexifiziert, die resultierende komplexe Darstellung in irreduzible Komponenten zerlegt und
aus diesen schliefllich die Zerlegung in reelle, irreduzible Summanden bestimmt.

Die Beschreibung der Beziehung zwischen reellen und komplexen SU (3)-Darstellungen folgt
der Darstellung in [5], Kapitel I1.6, die fiir beliebige kompakte Lie-Gruppen G giiltig ist.
Ausgangspunkt sind komplexe Darstellungen, die mit folgender Zusatzstruktur versehen sein
konnen:

Definition 4.23 Sei V eine komplexe SU(3)-Darstellung, dann heifst V
(a) von reellem Typ, falls ein J € Endr(V), das J SU(3)-invariant und C-antilinear ist,
existiert, s.d. J*> = Ty. J heifst reelle Struktur.
(b) von quaternionischem Typ, falls ein J € Endr(V), das J SU(3)-invariant und C-
antilinear ist, existiert, s.d. J*> = —1y. J heifit quaternionische Struktur.

Im reellen Fall entspricht J der Konjugation, im quaternionischen der Multiplikation mit 5 €
H. Die Existenz von derartigen Strukturen ist (in naheliegender Weise) dquivalent zur Exis-
tenz einer SU (3)-invarianten, nicht-entarteten Bilinearformen (siehe [5], I1.6.4), die im ersten
Fall symmetrisch, im zweiten symplektisch ist. Tatséchlich existiert eine 1:1-Beziehung'? zwi-
schen komplexen Darstellungen reellen Typs und reellen Darstellungen, die nach [5] durch
folgende Konstruktionen explizit gemacht werden kann:
reeller Modul U — komplexer Modul U ® C
komplexer Modul V reellen Typs —— reeller Modul V; = Fig(J,+1)

Dies rechtfertigt das Vorgehen, im Folgenden nur komplexe Moduln mit geeigneter Zusatz-
struktur zu betrachten. Fiir eine allgemeine Diskussion des Wechselspiels zwischen den ver-
schiedenen Darstellungstypen werden weitere Abbildungen benétigt:

Definition 4.24 Auf der Menge Dst(K) der SU(3)-Darstellungen iber K bzw. der Teilmen-
ge Irr(K) der irreduziblen Darstellungen seien folgende Abbildungen definiert:

res : Dst(C) — Dst(R) : V — res(V)
ext : Dst(R) — Dst(C) : U — U®C
¢ : Dst(C) — Dst(C) : V — 1%

12priziser wird auf diese Weise sogar eine natiirliche Aquivalenz zwischen den Kategorien der beiden ge-
nannten Darstellungen vermittelt, siehe [5]



4.3 Grundlagen der Darstellungstheorie von SU(3) 43

Dabei bezeichnet res(V') die unterliegende reelle Darstellung, also eine Art Vergissfunktor
und nicht eine Art Realteil. Mit Hilfe dieser Abbildungen kénnen die genannten Rdume in
nicht a priori disjunkte Komponenten weiter zerlegt werden. Dies ist insbesondere fiir die
Beschreibung des reell-komplex-Ubergangs von irreduziblen Moduln niitzlich und wird daher
fir Irr eingefiihrt:

Definition 4.25 Bezeichne U eine reelle, V' eine kompleze irreduzible SU(3)-Darstellung.
Dann werden die Rdume Irr(-)x durch folgende Tabelle definiert:

k R C H

U e Irr(R) ext(U) = V st | U = res(V) fir | U=res(V) firV
von reellem Typ V2V von quat. Typ

Ve Irr(C)y Vvon reellem Typ | V2V V von quat. Typ

Eine komplexe Darstellung mit V' 22 V heifit auch selbstkonjugiert. Nach dieser Definition ist
das genau dann der Fall, wenn V' weder von reellem noch von quaternionischem Typ ist.

Die Komposition der Abbildungen aus Definition 4.24 ist leicht berechenbar, zusammengefasst
wird in [5] gezeigt:

Proposition 4.26 Sei U € Dst(R),V € Dst(C) dann gilt:

resoext(U) = UaU expores(V) = VaV
coext(U) >~ ext(U) resoc(V) =~ res(V)
A(U) = U

Die Wirkung der Abbildungen res, ext,c auf die irreduziblen Darstellungen héingt sowohl
von dem Korper ab, iiber dem sie definiert sind, als auch von der verfeinerten Zerlegung
aus Definition 4.25. Die detaillierten Resultate sind in folgender Proposition aufgelistet, die
ebenfalls [5] entnommen ist. Als Konsequenz ergibt sich zudem, dass die Anteile Irr(-)
disjunkt sind. Die Tabelle in Definition 4.25 gibt damit tatséchlich eine Zerlegung von Irr(-)x
an.

Proposition 4.27
(a) Fiir die Wirkung von res, ext,c auf Moduln tiber R gilt:
UelrrRp: ext(U)=V mit V € Irr(C)g
Uelrr(R)c: ext(U)=V oV mitV e Irr(C)c
UelrrR)y: ext(U)=V @V mitV e Irr(C)y

(b) Fiir die Wirkung von res, ext, c auf Moduln iiber C gilt:

Velrr(Cr: res(V)=Ua®U mitU € Irr(R)g
Velrr(C)e: res(V)=U mit U € Irr(R)c
Velrr(Cp: res(V)=U mit U € Irr(R)g
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(c) Es gilt Irr(K) = Irr(K)g U Irr(K)c U Irr(K)g, insbesondere ist eine komplexe,
selbstkonjugierte Darstellung entweder von reellem oder von quaternionischem Typ aber
nicht von beidem gleichzeitig.

Schliefllich kann noch eine Notation fiir den ,,Realteil“ einer komplexen Darstellung ein-
gefithrt werden, ankniipfend an die 3 Moglichkeiten aus Proposition 4.27. Dies ist insbeson-
dere als Umkehrung einer vorangegangenen Komplexifizierung von Bedeutung:

Proposition 4.28 Sei V € Irr(C); dann gilt:
(a) k =R: Es existiert eine eindeutige Darstellung [V] € Irr(R)g, s.d.
V]®C=V

(b) k= C,H: Es existiert eine eindeutige Darstellung [V] € Irr(R)c bzw. Irr(R)y, s.d
[VleC=VaV bw [V]eC=VaV

BEwEis  Dies folgt sofort aus den Propositionen 4.26 und 4.27.
O

Nach der Diskussion des Ubergangs ,reell < komplex“ kann nun die Reduktion auf kom-
plexe Darstellungen der Lie-Algebra erfolgen. Jede Darstellung & : SU(3) — Autc(V)
definiert vermoge d®|, : T.SU(3) = sus — T1Autc(V) = Endc (V) eine eindeutig bestimm-
te Darstellung von sus. Da die Lie-Gruppe SU(3) zusammenhéngend und einfach zusam-
menhéngend ist (siehe [5]), impliziert das folgende Theorem die Umkehrung und damit die
angesprochene Bijektion zwischen SU(3)- und sug-Darstellungen:

Theorem 4.29 Seien G, H Lie-Gruppen und G zusammenhdngend und einfach zusammen-
hingend. Sei ¢ : g — § ein Homomorphismus von Lie-Algebren. Dann existiert ein eindeu-
tiger Homomorphismus ® : G — H wvon Lie-Gruppen mit d®|, = ¢.

BEwEIS  Siehe [47], Theorem 3.27.
g

Bezeichnet exp : ¢ — G die Exponentialabbildung von der Lie-Algebra in die Lie-Gruppe
mit g = suz, Endc(V) bzw. G = SU(3), Autc(V), so gilt einerseits

expo d®|, = ®oexp (4.14)

fiir jeden Homomorphismus ® : SU(3) — Autc (V) und andererseits wird d®|, durch diese
Forderung bereits eindeutig festgelegt. Somit ergibt sich aus Theorem 4.29 im hier betrach-
teten Fall von Darstellungen:

Korollar 4.30 Die endlichdimensionalen komplexen Darstellungen ® von SU(3) stehen in
Bijektion zu den endlichdimensionalen komplexen Darstellungen ¢ von sus. Diese Bijektion
ist festgelegt durch die Bedingung (4.14).
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Aus dieser expliziteren Charakterisierung kdonnen desweiteren die benétigten Folgerungen
iiber die Beziehung von Irreduzibilitédt, Aquivalenz und Typ der Darstellungen auf Gruppen-
und derjenigen auf Algebrenlevel gezogen werden.

Proposition 4.31 Seien (®;,V;) und (v;,V;), i = 1,2, einander nach Korollar 4.30 zuge-
ordnete Darstellungen in den C-Vektorraumen V;, dann gilt:

(a) (®;,V;) ist irreduzibel <= (p;, V;) ist irreduzibel
(b) ((I)lv Vi) = ((1)27 Vé) — (‘Plv ‘/1) = (@27‘/2)
(c) (®;,V;) hat denselben Typ wie (@5, V;).

BEwEIS  Die Beweisfithrung in (a) folgt [29], (b) und (c) basieren auf derselben Technik,
die die Eigenschaften der Exponentialabbildung auf SU(3) ausnutzt.

(a) Sei (®;,V;) irreduzibel und W C V; invarianter Unterraum von (¢;, V;). Die Exponenti-
alabbildung ist in den hier betrachteten Féllen auf der Banachalgebra Endc(V;) durch
die Exponentialreihe gegeben. Desweiteren ist sie auf der kompakten Lie-Gruppe SU (3)
nach [5], Theorem IV.2.2 surjektiv. Mit SU(3) 3 g = exp(X) und w € W ergibt sich
aus (1) dann

Bi(g)(w) = (X)) (w) = 3 1 (0(X))" (w) € W
k

Demnach ist W auch invariant bzgl ®;, also W = V; oder W = (0), d.h (p;,V;) ist
irreduzibel. Die Umkehrung ergibt sich analog aus

P(X)(w) = &

o O (exp(tX))(w) e W

0

(b) Ist f : Vi — V5 Isomorphismus der sus-Darstellungen ¢;, d.h. gilt fir X € Vj, dass
p1(X)(f(v)) = fp2(X)(v)), so folgt fiir g = exp(X):

21(0)(f0) = Bi(exp(X))(f(0) = expler (X)) (F0) = 3 21 (F(F )
k
=/ (Z %soQ(X)k(v)) = Flexp(p2(X))(®) = [(@2(9)(0))
k

Umgekehrt ergibt sich fiir einen Isomorphismus f der SU(3)-Darstellungen:

A (X)) =

@1 (exp(tX))(f(0) = (%

q>2<exp<tx>><v>) — H(2(X)())

0 0

(c) Nach der Rechnung aus (b) ist eine reelle bzw. quaternionische Struktur bzgl. der Grup-
penwirkung auch dquivariant bzgl. der Lie-Algebrenwirkung und umgekehrt.
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g

Es geniigt folglich, komplexe Darstellungen von sus zu untersuchen. Nach folgendem Lemma
ist es sogar ausreichend, komplexe Darstellungen der komplexifizierten Lie-Algebra sl3(C) zu
betrachten.

Lemma 4.32 Sei g eine reelle Lie-Algebra dann gilt:

(a) Jede komplexe Darstellung ¢ von g hat eine eindeutige C-lineare Fortsetzung zu einer
Darstellung von g ® C. Umgekehrt schrinkt sich jede Darstellung von g ® C zu einer
Darstellung von g ein und die beiden Konstruktionen sind invers zueinander.

(b) ¢ ist genau dann irreduzibel als Darstellung von g, wenn sie es als Darstellung von
g ® C ist.

BEWEIS
(a) trivial.

(b) Die eine Richtung ist trivial, die andere ergibt sich daraus, dass g ® C = g + ig und
damit ein g-invarianter Unterraum auch g ® C-invariant ist.

g

Abschlieflend ist also noch die Darstellungstheorie von s(3(C) zu diskutieren, dies geschieht
auf der Grundlage von [21], Lecture 12 und 13. Ausgangspunkt ist die Zerlegung von sl3C in
Wurzelrdume. Als Cartan-Unteralgebra (d.h. maximale, abelsche Unteralgebra mit halbein-
fachen Elementen) wird dabei

b := {Diag(z1, 22, 23) |21 + 22 + 23 = 0}

gew#hlt. Thr Dualraum h* wird dann aufgespannt von Funktionalen L; (i = 1,2,3) definiert
durch
Li : h — C :  Li(Diag(z1,22,23)) == 2

die die Bedingung L 4 Lo + L3 = 0 erfiillen. Mit ihrer Hilfe schreibt sich die Wurzelraumzer-
legung, d.h. die Zerlegung in h-Eigenrdume beziiglich der adjungierten Darstellung von s(3C
als

si3C = b & @ (s15C) L, 1, (4.15)

i#]

wobei der eindimensionale Eigenraum (sl3C)r, 1, zum Eigenwert L; — L; von E;; € sl3C
aufgespannt wird . Die Wurzeln L; — L; definieren dariiber hinaus das sogenannte Wurzel-
gitter I'r := Z(Ly — L1) + Z(L3 — L1) + Z(L3 — Ls), ein Untergitter des Gewichtsgitters
FW = ZLl + ZLQ =+ ZL3 C h*
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Eine Zerlegung in h-Eigenrdume analog zu (4.15) existiert auch fiir Darstellungen V' von
sl3C, V =2 P, Vo mit a € h*. Auf diesen Gewichtsrdumen V,, operiert sl3C in besonders
iibersichtlicher Form, es gilt (s(3C)o(V3) C Vaqig, s.d. die Zerlegung zur Klassifizierung und
Konstruktion von Darstellungen verwendet werden kann. Ausgangspunkt fiir die Beschrei-
bung irreduzibler Moduln sind ihre Hochstgewichtsvektoren'? zum héchsten Gewicht o € b*,
d.h. Vektoren v € V, s.d.

(a) VHebh:H-v=a(H)v (dh.vel,)
(b) Elg'U:Elg'U:Ezg-UZO

Die irreduziblen Darstellungen werden dann abstrakt beschrieben durch die folgende Propo-
sition:

Proposition 4.33
(a) Jede irreduzible Darstellung V von sl3C besitzt ein eindeutiges hiochstes Gewicht « €
I'w . Der Gewichtsraum V,, ist eindimensional, d.h. V besitzt einen bis auf Multiplikation
mit Skalaren eindeutigen Hdéchstgewichtsvektor.

(b) Sei V ein irreduzible Darstellung V von sl3C und v € V, ihr Héchstgewichtsvektor.
Dann wird V' erzeugt von den Bildern von v unter iterierter Anwendung von Eoq, F31
und E3s. In der Gewichtszerlegung von V' treten nur Gewichte 8 mit 3 = o mod I'p
auf.

(c) Ist W eine beliebige sl3C-Darstellung und w € W ein Héchstgewichtsvektor, so ist die
Unterdarstellung, erzeugt durch iterierte Anwendung von Es1, F31 und Fs3s, irreduzibel.

BEwWEIS  Siehe [21], §12.
g

Nach Proposition 4.33 (b) sind zwei irreduzible Darstellungen genau dann isomorph, wenn
ihre Gewichtsraumzerlegungen gleich sind, d.h. die Gewichte treten in beiden Darstellungen
mit gleicher Multiplizitéit auf. Da sich jede Darstellung als Summe ihrer irreduziblen Anteile
schreibt, sind 2 Darstellungen also genau dann isomorph, wenn ihre Gewichtsraumzerlegun-
gen gleich sind.

Ein einfaches, aber spéter benotigtes Beispiel isomorpher Darstellungen lisst sich auf diese
Weise identifizieren:

Beispiel 4.34 Bezeichnet V 2 C3? die Standarddarstellung, V* = V die duale bzw. kon-
jugierte Darstellung, die durch Identifizierung vermoge ¢ isomorph sind, so treten in der
Zerlegung von V' die Gewichte {L1, Lo, L3} jeweils einfach auf. Nach Definition der Operati-
on von s(3C (siehe Kapitel 4.1) treten dann fiir V* die Gewichte {—Ly, —Ls, —L3}, ebenfalls
mit einfacher Multiplizitéit auf. Da die Lie-Algebra auf A2V als Derivation wirkt, treten in

13Die im Folgenden gegebene Definition ist bereits auf den hier betrachteten Spezialfall s[3C abgestimmt,
Bedingung (a) kann fiir beliebige Lie-Algebren allgemeiner aber weniger explizit formuliert werden.
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der Zerlegung von A%V dann genau die Summen verschiedener Gewichte von V mit einfacher
Multiplizitat auf, also {Ll + Lo, L1+ L3, Lo + Lg} = {—Ll, —Lo, —Lg}. Es folgt:

ANV ey ANV 2 A2V xy

Diese Isomorphie kann auch durch die SU(3)-invariante Paarung u @ v Aw — uAv Aw €
A3V = C, die nicht-entartet ist, gezeigt werden. Wird der Isomorphismus A3V 22 C mit Hilfe
einer komplexe Volumenform v (siehe Abschnitt 4.2) explizit fixiert und V* = V identifiziert,
so nehmen die Isomorphismen der Darstellungen folgende einfache Gestalt an:

V — AV . vl V. — AV . T Ta9
ANV — V. TAT—TATIY A2V — Vo vAw— v Awat
Diese Abbildungen sind jeweils invers zueinander, denn es gilt etwa:
(vap) ot = —i(va¥p)s *1p = —i(Y A (va¥))avol = —(vavol)avol = — %2 v =v

Diese explizite Form des Isomorphismus ist fiir die SU(3)-Zerlegung der Formenrédume von
Bedeutung.

Aus Proposition 4.33 (b) ldsst sich die Form der Gewichtsraumzerlegung einer irreduziblen
sl3C-Darstellung bestimmen, d.h. die Art und Multiplizitdt der auftretenden Gewichte. Ins-
besondere sind alle auftretenden héchsten Gewichte a von der Form

a=mL; —nLs=:(m,n) mit m,n €Ny (4.16)

Die nach Proposition 4.33 stets existierenden irreduziblen Darstellungen zu diesen Hochstge-
wichten konnen relativ explizit beschrieben werden. Seien zu diesem Zwecke die Darstellungen
V und V* =2V 2V wie in Beispiel 4.34 definiert.

Definition 4.35

Ym0 = Sym™(V) mit X(v Z )ooe U

Yo =Sym"(V*) mit X (e Z (pioX)-...-on
=1

Bemerkung 4.36 Der sl3C-Darstellung 3, o entspricht eine komplexe Darstellung der Grup-
pe SU(3) auf Sym™V, eindeutig charakterisiert durch (4.14) und ebenfalls mit 3,, ¢ bezeich-
net. Die Operation von SU(3) ist explizit gegeben durch

glvr oo vm) =g(v1) oo g(om)
Analog ergibt sich die SU(3)-Darstellung X .



4.3 Grundlagen der Darstellungstheorie von SU(3) 49

Durch explizite Konstruktion der Gewichtszerlegung lisst sich mit Proposition. 4.33 (c) auf
die Irreduzibilitdt von ¥,,¢ bzw. Yo, schlieBen. Desweiteren enthalten sie in Form von
(e1)™ :=ey-...-e; bzw. (e})"™ Hochstgewichtsvektoren zu den Gewichten (m,0) und (0,n), lie-
fern also einen Teil der zu den Gewichten in (4.16) ,,gehdrenden“ Darstellungen. Allgemeiner
kann die s(3C-Darstellung ¥, ,,, zum héchsten Gewicht (m,n) mit Hilfe der Kontraktionsab-
bildung

tmp 2 Sym™ (V) @ Sym"(V*) — Sym™ H(V) ® Sym™ 1 (V*)
V1o Uy @ Q10 o Zgoj(vi)vl-...-ﬁiu..-vn®g01-...-35j-...-g0m
]

charakterisiert werden. Die Darstellungen ¥,, ,, ergeben sich aus der folgenden Proposition:

Proposition 4.37 Zu jedem Gewicht o der Form (4.16) gibt es eine eindeutig bestimmte,
irreduzible Darstellung ¥, . Diese kann konkret realisiert werden als Kern der Abbildung

tmmn, ¥m Falle n = 0 oder m = 0 ergibt sich also gerade Sym™ (V) bzw. Sym™(V'). Das
Tensorprodukt Sym™ (V) @ Sym™ (V) ist damit im allgemeinen nicht irreduzibel, es gilt

min(m,n)

Symm(V) ® Symn(V) = Em,O ® EO,n = @ Emfz',nfz’
=0

BEWEIS  Siehe [21], §13.2.

Da ¢y, surjektiv ist, ergibt sich sofort folgendes Korollar:

Korollar 4.38 Die Dimensionen der irreduziblen Darstellungen zum hochsten Gewicht (m,n)
sind gegeben durch

1
dimcXp,n = §(m +DH(n+1)(m+n+2)

Der einfachste Fall einer irreduziblen sl3C -Darstellung, die nicht direkt in Form einer sym-
metrischen Potenz gegeben ist, also die Darstellung mit hochstem Gewicht (1,1), ist leicht
identifizierbar:

Beispiel 4.39 (Adjungierte Darstellung) Unter der Identifizierung End(V) =2 V @ V*
geht die Kontraktion ¢1;: V ® V* — C in die Spur tr : End(V) — C iiber, also gilt

kerijp = {A€ End(V) |[trA=0} = sl3C

Die Wirkung der Lie-Algebra s(3C auf End(V') ist (unter Beriicksichtigung der Identifizierung
End(V) =2 V ® V*) analog zu Definition 4.35 festgelegt. Fiir X € sl3C, v ® ¢ € End(V)
ergibt sich direkt die adjungierte Wirkung:

Xveyp) = X0)@p—1v@poX=Xo(v®p)—(v®p) oX
= [X,v®¢] =adx(v® )
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Der Ubergang von sus- zu SU (3)-Darstellungen, charakterisiert durch (4.14), ldsst sich fiir
Ym,n direkt aus Definition 4.35 ablesen:

Proposition 4.40 Die irreduzible Darstellung von SU(3) zum hichsten Gewicht (m,n),
ebenfalls mit ¥, ,, bezeichnet, ist gegeben durch die Rdume aus Proposition 4.37 und die
Operation

g (V1o ovy) =g v gy bzwe g (P10 Pm) = P1OG POy

BeEweis  Differentiation der angegebenen Gruppenwirkung liefert gerade die Operation der
Lie-Algebra aus der zitierten Definition und erfiillt damit (4.14).
d

Insbesondere ist durch die Identifikation End(V) = V @ V* die adjungierte Wirkung von
SU(3) auf End(V') gegeben. Diese wird im néchsten Abschnitt benotigt.

Die Zerlegung reeller Darstellungen V' in irreduzible Komponenten durch Komplexifizierung
erfordert nach Proposition 4.28 die Kenntnis des Typs (reell, komplex, quaternionisch) der
auftretenden irreduziblen Summanden in V' ® C. Er ist nach Proposition 4.31 (c¢) durch den
Typ der infinitesimalen Darstellung bestimmt ist. Die hier relevanten Félle werden durch
die folgende Proposition komplett abgehandelt, die die entsprechenden Resultate aus [21],
Lecture 26 zusammenfasst:

Proposition 4.41 Fiir die irreduziblen Darstellungen ¥, ,, gilt:

(a) im,n = En,m
(b) Emm E¥un = m=n

(¢) X ist fir n = m von reellem Typ und ansonsten von komplexem Typ. Der quater-
nionische Fall tritt nicht auf.

Bemerkung 4.42 Diese Aussage verallgemeinert sich nicht auf SU(n)- bzw. su,-Darstel-
lungen fiir beliebiges n € N sondern gilt nur fiir ungerade n, siehe [5] und [21].

Im Beweis der Proposition werden folgende Kriterien fiir den Typ bestimmter Darstellungen
bendtigt:

Lemma 4.43
(a) Tensorprodukte zweier reeller oder quaternionischer Darstellungen sind von reellem
Typ. Dasselbe gilt fiir zwei komplexe Darstellungen, die zueinander konjugiert sind.

(b) Sei V' von reellem oder quaternionischem Typ mit einem hochsten Gewicht A, das in
der Gewichtszerlegung mit Multiplizitédt 1 auftritt. Dann hat die irreduzible Unterdar-
stellung mit diesem hochsten Gewicht, V), denselben Typ wie V.
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BEWEIS

(a)

(b)

Durch J(v ® w) := J(v) ® J(w) wird auf V ® W offenbar eine reelle Struktur definiert.
Im Falle komplexer Darstellungen leistet J(v ® w) := w ® v das Gewiinschte.

Die antilineare, bijektive Abbildung J : V' — V bildet V) auf sich ab. Andernfalls
wiirde J nach dem Schur’schen Lemma einen Isomorphismus Vy = U =2 U* fiir einen
von V) verschiedenen irreduziblen Summanden U C V induzieren. Ganz analog zu
der Diskussion im Beweis von Proposition 4.41 (a) wiirde dann aber folgen, dass das
hochste Gewicht von U = (V))* ebenfalls A ist im Widerspruch zur Annahme. Folglich
ist J |VA : V), — V), eine reelle bzw. quaternionische Struktur.

g

BEWEIS VON PROPOSITION 4.41

(a)

Es gilt stets V* 2 V und die Gewichte der ersten Darstellung sind gerade durch die nega-
tiven Gewichte von V' gegeben. Das Gewichtsgitter einer irreduziblen slsC-Darstellung
ist invariant unter der Spiegelung o9 an der von Lo erzeugten Gerade. Eine elementar-
geometrische Uberlegung zeigt dann, dass (m,n) durch o3((m,n)) gegeben ist (Bilder,
die diese Uberlegung veranschaulichen, finden sich etwa in [21]). Da unter der Spie-
gelung oy das Gewicht Li auf L3 abgebildet wird (und umgekehrt, denn (02)? = 1),
folgt:

(m,n) = o9(mLy — nLs) =nL; —mLs = (n,m)

Alternativ kann die explizite Form aus Proposition 4.37 benutzt werden. Unter dem

Isomorphismus Sym®V @ Sym®V — Sym®V ® Sym®V wird dann ker La,p auf ker g
abgebildet.

Folgt direkt aus (a) und der linearen Unabhéngigkeit von (Lq, L3).

Gilt m # n, so ist ¥y, , nach (b) komplex. Fiir m = n # 0 sind X, o) und X ) kom-
plex und nach (b) konjugiert zueinander. Nach Proposition 4.37 ist (m,n) ein hochstes
Gewicht fiir X(,, gy @ X(g ,,) und tritt in dessen Zerlegung einfach auf. Da nach Teil (a)
des vorangehenden Lemmas X, o) ® (g ) von reellem Typ ist, folgt aus Teil (b) des
gleichen Lemmas, dass dies auch fiir X, ,,) gilt.

Ein alternativer, nicht auf [21] aufbauender Beweis besteht im Nachweis der Existenz
einer invarianten, symmetrischen, nicht-entarteten Bilinearform auf ¥,, ,,. Das SU(3)-
invariante, hermitesche Skalarprodukt auf Sym™V C V™ induziert eine invariante,
nicht-entartete Bilinearform (-,-) auf Sym™V x Sym™V. Das Skalarprodukt schreibt
sich dann (-, x(+)), wobei & : Sym™V —-Sym™V die kanonische Abbildung bezeichnet.
Vermoge

(V@ p,w@P) = (v, ) (w,) = Blv@p,wY)

wird dann eine symmetrische und SU(3)-invariante Bilinearform auf dem Produkt
Sym™V @ Sym™V x Sym™V ® Sym™V definiert. Ist {e;} eine ONB beziiglich des Ska-
larproduktes, so liegt mit »_,: a;je; ® k(e;) auch . @ije; ® r(e;) in ker iy, Folglich
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ist (-,-) auf ker ¢y, nicht-entartet, denn Einsetzen dieser Elemente liefert:

B(Z aije; ® K(ej), Zaklel ® K(%)) = Zaz‘jakl (ei, k(er)) (e, k(ej)) = Z Jag; |
i %l i

ijkl

g

4.4 Komplexe Formen und Formenraumzerlegung

Im letzten Teil des Kapitels 4 sollen zunéchst die wichtigsten Resultate iiber komplexe Formen
sowie iiber die Zerlegung der Formenrdume zusammengestellt werden, als Referenz kénnen
[32] und [43] dienen. Unter Verwendung der im vorangehenden Kapitel diskutierten SU(3)-
Darstellungstheorie werden anschlieBend die reellen #uBeren Potenzen A*T*M, k = 2,3,4,5
in SU(3)-irreduzible Summanden zerlegt und alle auftretenden Projektoren und Isomorphis-
men explizit angegeben. Auf dieser Basis kann dann in Abschnitt 5.2 die intrinsische Torsion
einer fixierten SU (3)-Struktur prizise durch dw und dRe1) bzw. dZm1) ausgedriickt werden.

Die orthogonale, fast-komplexe Struktur J € End(T M) induziert eine natiirliche orthogonale,
fast-komplexe Struktur auf 7" M, definiert durch

J(p) :=—poJ (4.17)

Diese Festlegung stimmt mit den Operationen in Abschnitt 4.1 sowie in [6] {iberein, unter-
scheidet sich aber von den Operationen in [32] und [43] um ein Vorzeichen. Als Konsequenz
annullieren (1,0)-Formen hier (1,0)-Vektoren und umgekehrt, siche auch Lemma 4.45.

Ziel ist die Zerlegung von Tensoren in Eigenrdume bzgl. J. Da J die Eigenwerte +i hat,
miissen alle reellen Biindel komplexifiziert und die faserweise R-linearen Abbildungen C-
linear fortgesetzt werden. Tangential- und Kotangentialbiindel werden so zu komplexen Vek-
torbiindeln, die mit einer natiirlichen Konjugationsabbildung = versehen sind, und J zu einem
C-linearen Endomorphismus. Die genannten Biindel zerlegen sich dann in Eigenrdume zu J,
die die Definition weiterer Biindel ermoglichen :

Definition 4.44
(a) (T*M)L0 ® (T*M)O’1 := Eig(J,+i) @ Eig(J,—1) =T*M @ C

(b) APAT*M = AP(T*M)'0 @ A9(T*M)%!
(c) SymP4T*M := SymP(T* M )0 @ Sym?(T*M)%!

Das Paar (p,q) in (b) und (c) wird als Bigrad bezeichnet. Analog werden die Biindel TM?,
TMOL APIT M sowie SymP9T M definiert.

Fiir die Zerlegung von TM ® C und T* M ® C ergeben sich direkt aus der Definition folgende
Charakterisierungen:
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Lemma 4.45
(a) TMYO/01 = fy T iJv v € TM @ C}

(b) (T*M)M0/0r = [f e T*M @ C |f(Jv) = Fif(v)} = (TM%/10)*  insbesondere an-
nullieren Formen aus T*M'° Vektoren aus TM%' und umgekehrt.

Da die Antisymmetrisierung AP4T*M — APTIT*M ® C, definiert durch a ® 8 — a A 3,
injektiv ist, kann AP9T*M mit einem Unterbiindel von APT4T*M ® C identifiziert werden.

Unter Verwendung der Basen aus (4.8) schreibt sich die Umkehrung der Antisymmetrisierung
fir o € T'(APIT*M) C T (APT4T*M ® C) als

\/(U) = Z (F]_IU) & df] = Z dFr ® (F]J J) (4.18)

I=a1<..<aq I=a1<..<ap

Analoge Aussagen gelten fiir APT M und die symmetrischen Potenzen.

Diese so definierten (p,q)-Formen besitzen folgende Eigenschaften (siehe [32]):

Proposition 4.46
(a) Fiir p > m oder ¢ > m folgt AP9T*M = {0}

(b) Die komplexen k-Formen zerfallen in die direkte Summe der (p,q)-Potenzen passenden
Grades:
MT*MeC= @ AT M
pt+a=k

(c) Konjugation auf A*T*M ® C vertauscht mit A und definiert damit folgenden C-Anti-
Isomorphismus:

APAT* M = AYPT*M  mit  APIT*M = APPT*M
(d) Das A-Produkt hat den Bigrad (0,0), d.h. es gilt:
APAT*M x AT M -2 APHmatss )

(e) AuBere Differentiation hat édndert den Grad einer Form um +1, hat aber keinen festen
Bigrad. Fine FEinschrinkung an den Bigrad ergibt sich im Spezialfall einer komplexen
Mannigfaltigkeit. Préziser gilt:

J ist genau dann eine integrable fast-komplexe Struktur und wird damit induziert von
einer komplexen Struktur, wenn die duflere Differentiation folgender Einschréinkung
gentigt:

d(T (APIT*M)) C T (APTAT* M @ APIHIT* M)

Mit der Notation aus Proposition 4.28 ergibt sich aus Teil (c) der Proposition:
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Korollar 4.47 Fiir die Realteile der (p,q)-Formen gilt:
[APAT*M] & C = APIT* M @ APT* M [APPT*M]  C = APPT* M

[APAT*M] und [APPT*M] werden im Folgenden durch [AP?] und [APP] abgekiirzt. [SymP]
und [SymPP] sind analog definiert.

Aus der Zerlegung in Proposition 4.46(b) folgt die Existenz von Projektoren
IIP4 - APtaT* g ® C — APIT* M

Die Raume APYT*M bzw. die Projektoren I1P? kénnen teilweise durch die Fortsetzung der
fast-komplexen Struktur J aus (4.17) als Gruppenelement bzw. als Derivation charakterisiert
werden, entsprechendes gilt fiir einige der Projektoren PP? und PPP auf die reellen Biindel
[AP] bzw. [APP]. Dies resultiert aus der Tatsache, dass fiir einen Endomorphismus F' mit
genau zwei (verschiedenen) Eigenwerten Aj, Ay die Projektoren auf die Eigenrdume durch

Prigin) = s (F = A1) Ppigir) = xgmxy (F — M) (4.19)
explizit gegeben sind.

Lemma 4.48
(a) Fiir die Projektoren II"™°/°¢ auf die Unterbiindel AP9T*M mit geradem /ungeradem p
gilt mit dim(M) = 2m:

m

rmev — @ wm—J — %(][ + ZmJ)
7=0,7 even
m
med— P W= %(1{ ")
j=0,j odd

(b) Es gilt APYT*M = FEig(Der(J),i(p — q)). Eine einfache explizite Konstruktion des
Projektors analog zu (a) existiert aber nicht.

(c) Die Projektoren auf die einzelnen Summanden in A*T*M = [[AQ’O]] & [Alvl] sowie
NST*M = [A] @ [A21] lauten:

P20 = 1(1 - J.) phl=1(1+J)
B0 = —L((Der(J))? + 1) P = 5((Der(.))* +91)

BEWEIS  Die Operationen von J erfiillen fiir o € T (AP4T*M):

Der(J)a =i(p — q) J-a=(—i)a
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Daraus folgt (b) und mit den Formeln aus (4.19) auch (a). Diese Formeln liefern ebenfalls die
Projektoren in (c), denn die Abbildung J- hat auf 2-Formen die Eigenwerte —1 und +1 mit
zugehérigen Eigenrdumen [A%°] ® C und [A™'] ® C. Ebenso hat (Der(J))? die Eigenwerte
—9 und —1 sowie Eigenrdume [[A370]] ® C und [[All]] ® C. Die reellen Projektoren ergeben
sich direkt als Restriktion auf den Realteil.

]

Da die Methode aus (4.19) nur Projektoren auf eine Zerlegung in 2 Summanden liefert, knnen
i.a. auf diese Weise weder die einzelnen I17¢ fiir p 4+ ¢ > 2 noch die PP? fiir p + ¢ > 4 darge-
stellt werden da jeweils mindestens 3 Summanden auftreten. Der hier vor allem relevante Fall
m = 3 ist allerdings gerade der Grenzfall, in dem diese Beschreibung noch ausreichend ist,
denn es ist aufgrund des *-Isomorphismus hinreichend (siehe auch Diskussion im Verlauf diese
Abschnitts iiber die Zerlegung in irreduzible Komponenten), die Projektoren fiir p + ¢ < 3
zu bestimmen.

Nach Lemma 4.45 (b) gilt AP9T*M = ker(Der(J)—i(p—q)1T) und folglich sind diese Rdume als
Kerne U(m)-invarianter Endomorphismen selbst invariant. Dies gilt auch fiir [A??] und [APP],
beide Darstellungen sind jedoch im allgemeinen weder SU(m)- noch U(m)-irreduzibel. Eine
zusitzlich Aufspaltung der genannten Rdume resultiert aus der von J induzierten Ké&hlerform
w(X,Y):=g(JX,Y) bzw. der durch sie induzierten Abbildungen

wA  ANT*M — ANT*M wa  ANT*M — AT*M

Im Rahmen der Identifizierung TM = T*M sind sie adjungiert zueinander. Eigenschaften
der Abbildungen wA und w_ nach [32] sind in folgender Proposition aufgelistet:

Proposition 4.49 Fir wA und wa gilt:
(a) wA ist vom Bigrad (1,1), insbesondere gilt w A AP9T*M = {0} fiir p > m oder ¢ > m.
(b) wi ist vom Bigrad (-1,-1), insbesondere gilt wi AP2T*M = {0} fiir p =0 oder g = 0.
(c) Es gilt wis =+"LowAox.
(d) Mit dem verschobenem Zihloperator'* H := Der(1) —m 1| p.,, gilt:

[H,wA] = 2wA [Hywi] = 2w WA, wi]=H
(¢) Fiir a € T (A*T*M) gilt:

(WA wala =ik —m+i—1)(wA)
(W), wA]a =i(=k +i—1)(ws) e

“Der Zihloperator Der(.J) = — >, dE; A E;J gibt fiir eine k-Form gerade den Grad der Form wieder, d.h.
wirkt auf A*T*M durch k - 1. Der verschobene Zihloperator wirkt auf den Summanden durch (k —m)1
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BEWEIS  Die Beweise fiir (a) bis (d) sowie die erste Aussage in (e) finden sich in [32]. Die
zweite Aussage in (e) kann ganz analog zur ersten Aussage wie in [32], Korollar 1.2.28 durch
Induktion bewiesen werden.

0

Mit Hilfe von w. konnen weitere U(m)-invariante Unterrdume definiert werden:

Definition 4.50 Die primitiven (p,q)- bzw. k-Formen sind definiert als
ABIT*M = ker(wo : APIT*M — AP~H97IT* )
ART*M = ker(wo : AT*M — A*=2T* M)

Analog zu [AP?] kénnen dann [AR?] und [A5P] definiert werden.

Proposition 4.49 (d) impliziert, dass durch die Zuordnung (J5) — wA,(99) — wa und

(4 %) — H ein Lie-Algebra-Homomorphismus sly(C) — End(AT*M) definiert wird. An-
wendung von sly(C)-Darstellungstheorie (fiir eine allgemeine Diskussion siehe [21]) auf AT™* M
liefert eine Zerlegung der dufleren Algebra. Zusammen mit Proposition 4.49 folgt dann (siehe
32])

Theorem 4.51 Fiir die reellen k-Formen existiert die folgende Zerlegung als direkte Summe:
AFT*M = @ (wA) (A§HT*M)
i>0
Diese sogenannte Lefschetz-Zerlegung ist orthogonal bzgl. des Skalarproduktes (-,-) auf AT*M.
Innerhalb dieser Zerlegung gilt desweiteren:
(a) Die primitiven Formen kinnen wie folgt charakterisiert werden:
k>m : AST*M = {0}
k<m : AET*M = ker((wA)™ kK1 ART*M — A™HLT* M)

(b) Fiirk <m ist (WA)™ % ANT*M — A2"=FT*M ein Isomorphismus. Insbesondere ist
WA R AT M — A2RT* M ingektiv.
0

Aufbauend auf diese Zerlegung kénnen sowohl die Projektoren auf die primitiven Anteile
aus Definition 4.50, bezeichnet mit P{? etc., als auch auf die Anteile der Zerlegungen aus
Theorem 4.51, bezeichnet mit P§, PX etc., explizit angegeben werden. Fiir die hier vor allem
interessanten Félle von Formengrad 2, 3 und 4 ergibt sich:

Proposition 4.52 Die Projektoren P3, P3 auf A3T*M bzw. AJT* M sowie P} auf A3T* M Aw
lauten:

szﬂ—éw/\w_: sz]l—%w/\w_n Pi:w/\w_n—%w/\w%
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BEWEIS Seia el (AQT*M) =T (A%T*M) ® Rw (Zerlegung nach Theorem 4.51), so gilt
a = P4(a) + M. Aus 0 = wiP3(a) = wia — Awow folgt 3\ = woa. Auflésen liefert den
Projektor P3.

Ganz analog zerlegt sich a € T' (A®T*M) in o = P3(a) + p A w fiir ein p € T (T*M). Mit
Hilfe von Proposition 4.49 ergibt sich:

O=wia—wiwAp=wia+ [wAwilp—wAwip=wia+ H(u) =wia—2p

Es folgt direkt pu = %w_n « und damit der angegebene Projektor.
Im Falle der Form v € T (A4T *M ) liefert das Theorem die Zerlegung v = o A w + vw? fiir
ein o € I' (A3T*M). Es folgt

wiy = [wa,wA]o +wAwio + vws(w?) = —Ho + 3vw = 0 + 3vw

Nochmaliges Operieren mit w_ liefert 9v = (w?)1+ und Substitution von v in der vorange-
henden Gleichung dann den Projektor P*.
d

Damit sind alle Unterrdume diskutiert, die in der SU(3)-Zerlegung von A*T*M auftreten. Da
sich die Grade k = 4, 5,6 durch Hodge-Dualitét ergeben und fiir &k = 0, 1 bereits Irreduzibilitéat
vorliegt, bleiben im wesentlichen die Fille k& = 2,3 zu diskutieren. Fiir den Fall £ = 3 wird
zundchst noch die explizite Identifizierung von zwei bestimmten Darstellungen benétigt:

Lemma 4.53 Bezeichnet U die definierende oder die duale Darstellung von SU(3) so exis-
tieren folgende Isomorphismen:

Ag’lU >~ Sym*2U Aé’QU >~ Sym*°U [[Ag’lU]] = [[Sym2’0U]]

Insbesondere folgt, dass die jeweils links stehenden Darstellungen irreduzibel sind. Isomor-
phismen kinnen explizit angegeben werden :

AU — UM eUudt. UNVAT — T ((uAv)i)
Ul eoUut —  AZU TQW — (Wath) AT

Die anderen Fille ergeben sich durch die offensichtlichen Modifikationen.
BEWEIS  Das Tensorprodukt A%!U zerlegt sich unter Verwendung von V := U0 V = %!
und des durch v induzierten Isomorphismus’ aus Beispiel 4.34 wie folgt:

AU =NV oV 2VeV =Sym?V e AV = Sym’V oV (4.20)

Dies ist nach Kapitel 4.3 die Summe der irreduziblen Moduln zum héchsten Gewicht (0,2)
und (1,0). Desweiteren resultiert aus Komplexifizierung und Projektion auf den (2,1)-Anteil
der Lefschetz-Zerlegung aus Theorem 4.51 die Dekomposition AU = Ag’lU @ UMY Aw. Die
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Einschrinkung des Isomorphismus aus (4.20) zeigt daher die erste Behauptung. Die zweite
und dritte Isomorphie folgt direkt durch Konjugation bzw. Bildung des Realteils aus der be-
reits diskutierten.

Die Isomorphismen ergeben sich direkt durch Komposition der Abbildungen, die in Rechnung
(4.20) verwendet wurden. Die erste Abbildung ergibt sich etwa unter Riickgriff auf (4.18):

UANVATE = Y (FasuANvATD) @F 0 Y Fo® (FauuAvAD) 10 =T ® (uAvat) (4.21)
o

«

Die Vertauschung der Tensorfaktoren im vorletzten Schritt ist SU(3)-invariant und niitzlich
fiir die Identifizierung von U ® U mit Endomorphismen in Proposition 4.55.
0

Bemerkung 4.54 Die Aussage aus Lemma 4.53, dass die angegebenen Abbildungen die
irreduziblen Unterdarstellungen korrekt aufeinander abbilden, kann alternativ zu dem dort
gegebenem Argument auch direkt nachgerechnet werden.

Anwenden des Projektors P3 auf ein homogenes Element ¢ = v Aw AT € AU ergibt
zunéchst &y = £ — %(uu §Aw e A(Q)’IU. Um zu zeigen, dass dies auf Sym?U%! abgebildet wird
geniigt es zu zeigen, dass die Antisymmetrisierung des Bildes verschwindet. Fiir den zweiten
Summanden %(uu €) Aw von & ergibt sich mit p:= w.¢& € UM nach (4.21):

% S Fa ((Fas (A 0)27) = —% S Foo A S Fas (o) = %Deru)(um) = T

Der letzte Schritt ergibt sich wegen puv € A»2U aus Lemma 4.48 (b). Dieser Term kann unter
Ausnutzung der Identitét aus Bemerkung 4.16 (verwendet im dritten Schritt der folgenden
Rechnung) weiter umgeformt werden, dazu gelte s A t € A20U:

(path, s At) = (P, (wa(w AwAT) AsAt) =(wA((sAt)s)), v AwAT)
= (Js A (ts) = Jt A (sap), v AwAT) = (i(v Aw)a, T (s At))
Insgesamt folgt (—i(wa(v Aw AT))aY =T A ((vAw)at)), damit verschwindet die Antisym-
metrisierung des Bildes von &.
Fiir die zweite Abbildung aus Lemma 4.53 ist zu zeigen, dass das Bild von Sym®2U im Kern
von w. liegt. Homogene Elemente aus U%! @ U%! werden auf (7.1)) A W abgebildet, fiir
derartige Formen gilt:

(wa ((T29) AT),T) = (T2, T(w AT)) = (1,5 A JT) AT

Aus A J(W) = —iv ANw = —w A J(v) folgt damit, dass w ((Tu1) Aw) schief in 7, w ist und
Bilder von Elementen aus Sym?U%! im Kern von w_ liegen.



4.4 Komplexe Formen und Formenraumzerlegung 59

Wie in Proposition 5.8 und Bemerkung 5.3 diskutiert, kann [[Ul’o ® ULO]] = [[UO’1 ® Uo’l]]
mit den (symmetrischen und schiefsymmetrischen) Endomorphismen End’~(U), die mit J
antikommutieren, identifiziert werden. Dies ermdglicht folgende Beschreibung des Isomorphis-
mus aus Lemma 4.53 bzw. (4.20) zwischen den reellen Darstellungen:

Proposition 4.55 Der SU(3)-Isomorphismus zwischen End’~(U) = [Sym*U"] @ [A2U0]
und [[szl]] = [[Ag’l]] @& U* ANw 1ist gegeben durch

End’~(U) — [[AZ’l]] i S+ —2Der(S)(Rev))
[[A2’1]] — End’~(U): n—2(-2n)1Ret

Die Isomorphismen zwischen den Summanden gleicher Dimension werden dann durch die
Restriktion beschrieben.

BEwWEIS  Nach Identifizierung der reellen Darstellungen U = U* wirkt ein Element v ® w =
S € End(U) wie folgt auf Re:

DGT(S)(Rew)(X’ Y7 Z) - _Re¢(SX7 Y7 Z) - R€¢(Xa SY7 Z) - Rew(xv Y7 SZ)
- _,R’ew(wv Y7 Z)U(X) - ,R’ew(Xa w, Z)U(Y) - ,R’ew(Xv Y7 ’LU)’U(Z)
— (waRevp) ANv) (X,Y, 2) (4.22)
Jedes Element in S € [U"Y @ U] = End’~(U) schreibt sich in der allgemeinen Form

S=>,0Qw +7; ®w; fir v;,w; € U L0 Anwendung der Isomorphismen aus Lemma 4.53
auf diese Summanden aus UM’ @ UL bzw. U%! @ U%! liefert dann mit (4.22):

S — Z(wl_lw) Nv; + Z(@Z_ﬂ/)) NV; = QZ(U)Z‘_IRG¢) N v; + QZ(WZ_IRG¢) N U;

= —2Der(S)(Re))

Firn =), vi Awi AT+, T; AW A € [[AQ’I]] folgt aus der Tatsache, dass die Kontraktion
von (1,1)-Vektoren mit ¢ verschwindet:

ZFQ® Foum)o ZF(J@(Z%AW (Fami)+;Fa4(5iAmi)Aui>JE
_Z<Z Wl ;) a)@(vmwi)@

= @ (v Aw)atp
i

Mit dieser sowie der analogen Identitét fiir Kontraktion mit v folgt dann aus Lemma 4.53
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der Endomorphismus, auf den 1 abgebildet wird:
X = (X)) @ (0 Awi) ) + Y ui(X) @ (03 A ;) 0))

= "FalX) ® (Faun)aqi + Fa(X) ® (Faur) ot

=2 (Z(R(X)Fa + Fa(X)Fa)Jn> JRep

«

Da die Summe den Wert X hat, folgt die Behauptung.
O

Proposition 4.56 Die Biindel A*T*M (k = 2,3,4,5) zerfallen in folgende (reelle) SU(3)-
1rreduzibele Unterdarstellungen:

AT*M = [A*Y] @ [Ap'] @ Rw

A*T*M = RRetp ® RImv @ [AY'] @ A'T*M Aw

AMTM = [A*] @ [A*?] = [A2] Aw e [A)'] Aw @ Rw?

NT*M = [A*?] = A'T*M A WP
BEWEIS Es wird in das in Kapitel 4.3 beschriebene Verfahren angewendet. Mit der
Abkiirzung V := T*M'0 = TMO! ynd V = T*M%' = TM'O existieren die beiden Iso-

morphismen A%V = A2V* 2V sowie A2V =V, die durch die komplexen Volumenelemente
¢ und v induziert werden. Fiir A2T*M ergibt sich:

(AT*M)@ C= AX(T*M @ C) = A2(Va V)
2N VRCOAVRC @ VRV
=[A*V]®C @ sC & R®C
————— ~~ ~—
(1,0)+(0,1) (1) (0,0)

Der von g induzierte SU(3)-Isomorphismus End(V) =V @V = AV, T+ g(T-,-) schréiinkt
sich ein zu sl3C = AY'V, denn es gilt wog(T-,-) = =i, g(TFa, Fa) = —itre(T), d.h.
5l3C = [A(l)’l] ® C. Die Zerlegung von A?T*M ergibt sich dann durch Bilden des Realteils.

(e
~Y

Analog ergibt sich die Zerlegung des Raumes der 3-Formen:
(MBT*M)2C=Z AV aV)
2AVRC @ AVRV & VoAV @ AVeC
~“CoC @& VeV aV @V
~*CeC & Sym?VaeSym?V & A’V a AV
> %ﬁg @ Sym?V @ Sym?V @ w
2-(0,0) (2,0)+(0,2) (0,1)+(1,0)
=RoeR)®C & [Sym’V]®C & [V]®C
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Nach Lemma 4.53 gilt [Sym*V] = [[A(Q)’IV]] als SU(3)-Darstellung, der Realteil liefert damit
die Zerlegung von A3T*M.

Die 4-Formen kénnen nach Theorem 4.51 zerlegt werden. Nach Teil (a) gilt AST*M = {0},
und da Formen in [[AB”O]] nach Proposition 4.49 immer primitiv sind liefert die Zerlegung aus
dem Theorem

AT*M = AYT*M © A3T"M Aw @ Rw? = [A2°) Aw [A)'] Aw & Rw?
= *([A2]) @ +([Ag"]) @ *(Rw)

Die *-Identitéaten im letzten Schritt ergeben sich direkt aus Proposition 4.19 und zeigen insbe-
sondere, wie unter dem SU (3)-Isomorphismus * die irreduziblen Komponenten von A2T*M
auf diejenigen aus A*T*M abgebildet werden. Die Aussage iiber 5-Formen ergibt sich analog.

O

Als Konsequenz dieser Zerlegung ergibt sich folgende Aufspaltung von 3- bzw. 4-Formen:

Korollar 4.57 Die Formen a € T’ (AgT*M) und 3 €T (A4 € T*M) zerlegen sich in folgen-
de, der Zerlequng in Proposition /.56 entsprechende, orthogonale Summanden:

a = ARe) + uImip — 2Der(S)Rep + ¢ Aw
B=0Aw+pAw+vw?

Dabei sind A\, p,v € R (priziser in C*°(M)), ¢ € T (T*M), o € [A*°], p € [Aé’l] sowie
S € [Sym*°] C End(TM) eindeutig durch o und 8 bestimmt.

BEWEIS Existenz, Eindeutigkeit und Orthonalitdt der Zerlegungen folgt aus den disku-
tierten Dekompositionen von A3T*M und A*T*M. Die Eindeutigkeit von o, p und ¢ folgt
aus der Injektivitéit von wA (Theorem 4.51) auf den entsprechenden Biindeln, diejenige von
S aus Proposition 4.55.

Es bleibt lediglich zu zeigen, dass die Summanden R & R punktweise von Revy bzw. Zma)
aufgespannt werden. Wegen T’ (A370T*M) = C(v) bildet {Rev,Zm1}ein R-Basis fiir [[A3’0]]
und beide Basiselemente sind SU (3)-invariant, denn da die Gruppe auf dem komplexen Vo-
lumenelement 1 durch die Determinante operiert, gilt fiir g € SU(3):

g-Re+ig-Imyp = g-1 =det(g)y = Rep + iZm

Also sind die beiden Basisvektoren invariant.

Bemerkung 4.58 Die Summanden aus Proposition 4.56 sind, mit Ausnahme von R ® R in
der Zerlegung von A3T*M, alle U(3)-invariant und irreduzibel, da sie diese Eigenschaft sogar
bzgl. SU(3) aufweisen. Als U(3)-Darstellung zerfillt [A*°] nicht in zwei triviale Summan-
den, denn unter der Wirkung von J € SO(6) NGL(3,C) = U(3) wird Ret) nach Proposition
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4.14 Re+p auf Im) abgebildet, d.h. die zweidimensionale Darstellung ist irreduzibel bzgl. der
Gruppe U(3). Damit folgt zudem J ¢ SU(3), dies ist auch direkt aus trc(.J) = 3i ersichtlich.
Die Reduktion der Strukturgruppe von U(3) auf SU(3) durch Wahl eines komplexen Volu-
menelements fithrt also zu einer Aufspaltung einiger U (3)-Darstellungen, die direkt durch 1
beschrieben wird, da Rev und Zm1) die Unterrdume charakterisieren.
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5 Torsionsklassifizierung von SU(3)-Strukturen

5.1 Irreduzible Komponenten der intrinsischen Torsion

Sei im Folgenden (M, g, J, 1) eine speziell fast-hermitesche Mannigfaltigkeit. Die intrinsische
Torsion der SU(3)-Struktur ist nach Proposition 3.24 und (3.5) durch einen Tensor 7 €
AT*M @ suz festgelegt. Mit der iiblichen Operation

g-(00x)=(g-0)®(g-2)=(pog ") ® Ady(x)

wird dieser Raum zu einem reduziblen SU(3)-Modul, dessen Zerlegung in irreduzible Kom-
ponenten im Folgenden beschrieben wird. Dabei werden die auftretenden irreduziblen Sum-
manden mit W; und die resultierenden Projektionen mit P; : AYT* M ®5u3% — W, bezeichnet.

Die Zerlegung der intrinsischen Torsion einer U(3)-Struktur wurde erstmals in [26] disku-
tiert. Bei weiterer Reduktion der Strukturgruppe auf SU(3) wurde in [9] gezeigt, dass weitere
Aufspaltungen und eine neuer Summand auftreten. Eine umfangreichere Diskussion dieser
Fragestellung wird in [6] gegeben. Die im Folgenden entwickelte Zerlegung unterscheidet sich
von den beiden genannten vor allem durch die Aufspaltung des Torsionsanteils in A'7* M ®u§.
Dieser Raum ist als SU(3)-Darstellung dquivalent zu End(TM) dessen Dekomposition mit
den Verfahren aus Abschnitt 4.3 durchgefiihrt wird.

Im Verlauf dieses Abschnitts wird die explizite Beschreibung der Zerlegung von A'T* M ® suz-
im wesentlichen auf die Aufspaltungen von End(T' M) zuriickgefiihrt. Dafiir werden folgende
beiden Zerlegungen benotigt:

Lemma 5.1 End(TM) zerfdllt in symmetrische und schiefsymmetrische Endomorphismen
s End(TM) = End(TM)" @ End(TM)~. Die Projektionen auf die beiden Anteile haben fiir
A € End(TM) die Form

Af=_(A+ A

N —

Lemma 5.2 End(TM) zerfdllt in C-lineare (d.h mit J kommutierende) und C-antilineare
(d.h mit J antikommutierende) Endomorphismen, End(TM) = End(TM)’+ @ End(TM)’~.
Die Projektionen auf die beiden Anteile haben fir A € End(TM) die Form

1
ATt = 3 (AF JAJ)

BEwES  Wegen J(A £+ JAJ) = —JAJ? F AJ = F(A £ JAJ)J (anti)kommutiert A7+

mit J. Fiir A € End’*(TM) gilt zudem A — JAJ = AF J?A = A+ A und folglich ist die

angegebene Abbildung Projektor auf End’*(TM). Analoges gilt fiir die zweite Abbildung.
0
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Bemerkung 5.3 Mit TM®C = TM"“YaTM%! und analog fiir T* M schreiben sich unter der
Identifizierung Endc(TM ®C) = (TM ®@C)®c (T*M @ C) diese komplexen Endomorphismen
als

Ende(TM @ C) = (TMLO ®c T* M0 & TAMO &¢ T*MLO)

@ (TMLO ®c T* MO & THMO oe T*M071)
= [TMY @cT*MY]oC @& [TM" @cT*M*']eC

Aus dieser Zerlegung und der Wirkung von J auf TM?, TM%! ist ebenfalls direkt ersichtlich,
dass die beiden Summanden die Komplexifizierungen des C-linearen bzw. des C-antilinearen
Anteils in End(T M) darstellen.

Auf den schiefsymmetrischen Endomorphismen End~TM sei im Folgenden das Skalarpro-
dukt gew#hlt, das dort von A?T'M nach der Identifizierung TM = TM* induziert wird. Es
unterscheidet sich gerade um den Faktor 2 von dem iiblichen, durch die Spur definierten
Skalarprodukt, also

1 1 1
<X7Y>A2 - 5 <X7Y>E'nd - §tr(X o Yt) = —§tI‘(X © Y)
Die folgenden Eigenschaften des Produktes auf End(T'M) iibertragen sich daher direkt:

Lemma 5.4
(a) Das Skalarprodukt -,-) g4 ist SU(3)-invariant.

(b) Die Abbildungen End(TM) — End(TM) definiert durch F +— Jo F und F — F o J
sind orthogonal bzgl. (-,") pna-

(c) Die Zerlegungen aus Lemma 5.1 und Lemma 5.2 sind orthogonal bzgl. (-,-) p,.4-

BEWEIS
Fiir U € SU(3) ergibt sich (a) direkt aus Zyklizitét der Spur:

(U-X,U-Y)p, = tr(UXUTUY'UY) = tr(XY") = (X, YY) g
Mit J¢ = —J folgt (b) ganz analog:
(JX,JY) g g = tr(JXYH=J)) = t1(XY") = (X,Y) g4
Fiir X € End",Y € End~ folgt die Orthogonalitéit in (c) aus
—tr(XY) = tr(XY") = tr((XYH) = tr(Y X) = tr(XY)

Die zweite Orthogonalitét ergibt sich unter Verwendung von (b) durch Einsetzen von Endo-
morphismen X € End’*,Y € End’~:

(XY pna =X IV ) poa = (XTI, =Y ) pra = —(XsY) oa
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0

~

Aus der Zerlegung usz = sus @ R folgt 5u§ = ug% @ R. Der R-Summand dieser Zerlegung
ist wegen suz = {A € ug |tres A = 0} durch den Spuranteil definiert, wobei trc die Spur auf
Endc(C?) C Endg(R®) bezeichnet. Die hier relevante Darstellung zerlegt sich damit in

AT*M @ sug 2 A'T*M @uz @ T*M =W & W;

Die Projektion auf die so definierte Ws-Komponente kann explizit angegeben werden, sie
erfolgt analog zu [6]:

Proposition 5.5 Mit der Form o € A'(su3)*, a(F) := —1/6trg(JF) gilt:
Ps: AT*M @suy — AT*M@RJ = AT*M
pRF — peRa(F) = paF)
Aufgefasst als Abbildung T' (TM) — RJ = R schreibt sich die Ws-Komponente damit als

X = a(r(X))J 2 a(r(X))

Zum Beweis dieser Proposition wird die folgende Relation zwischen reellen und komplexen
Spuren benétigt, die auf der Identifizierung C3 =2 RS, fixiert durch die Wahl der Basen {F,}
bzw. {E;} in (4.9) , beruht:

Lemma 5.6 Sei Endc(C3?) gemdfs der genannten Identifizierung in End(R®) eingebettet,
J € End(R®) die auf RS induzierte fast-komplexe Struktur und seien mit trg bzw. trc die
Spur auf diesen Rdumen bezeichnet, dann gilt:

2Re tre(F) = trr(F) —2Im tre(F) = trr(JF)

BEWEIS Fiir S € Endc(C3) C Endg(RY) resultiert aus (4.9) und den weiteren dort
angegebenen Identitéiten:

tre(S) = ZdFQ(SFa)
=3 Z(dEm 1(SE20-1) + dE2a (S Es) ) +4 Z(dEQa (SE2a-1) — dE2a—1(SE2a))
=3 dE(SE)+ 4> dE/(SJE;) = §trg(S) — & trr(JS)

Daraus folgen beide Identitéten.
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BEWEIS VON PROPOSITION 5.5  Zu zeigen ist nur, dass a ® J auf den Spuranteil im Sinne
komplexer Endomorphismen projiziert. Fiir F' = A + iB schiefthermitesch gilt trc(F) =
trc(iB) = Zm trc(F') - i, damit ist der Spuranteil von F' gegeben durch

tre(F)@ 1= Imtre(F) @ (1)

dimcV

Mit der Projektion aus Lemma 5.2 auf den C-linearen Anteil von F' € suz, der Umformulie-
rung der Spur aus Lemma 5.6 und 1 = J ergibt sich fiir dimcV =3

1 1 1 1
UCUﬂ+)®H::—EUR@Uﬂ+)®J::—EUR<J§U7—JFJOc@J:—7ﬁﬂJF)®J

Folglich ist a(X) ® J gerade der komplexe Spuranteil von X € susz-.
]

Nach Abspaltung der Ws-Komponente von 7 € T’ (AlT*M ®5u§-) geniigt es, den verblei-
benden Anteil 7 — P5(7) € T (AlT*M ® ué-) zu zerlegen. Dies erweist sich einfacher in der
zu A'T*M ® uz isomorphen Darstellung End(TM). Im Folgenden wird die durch g indu-
zierte Identifizierung TM = T*M verwendet, sie impliziert End(TM) = TM ® TM sowie
so(M) =2 A>T M.

Proposition 5.7 Die Abbildung
[¥: End(TM) — A'T*M ®@us
B~ [B'=(X~[Bx = "Re(BX,"))
die eindeutig durch die Bedingung

9([B% Y. Z) = Rey(BX,Y, Z) fir X,Y,Z € T (TM) (5.1)

bestimmt wird, ist ein SU(3)-dquivarianter Isomorphismus von Vektorbindeln, d.h. es exis-
tiert eine Isomorphie von SU(3)-Darstellungen End(TM) = A*T*M @ uz (TM).

BEWEIS

e Wohldefiniertheit: Die Lie-Algebra uz besteht genau aus den Elementen aus so0g, die mit
J kommutieren. Nach Lemma 5.4 ist die Zerlegung in C-linearen und C-antilinearen
Anteil orthogonal, daher gilt u3 = {X € s06 [{X,J} = 0}. Da fiir B € End(TM) das
Bild [B]? nach (5.1) schiefsymmetrisch ist, ergibt sich die Wohldefiniertheit direkt aus

g([Bl% JY.Z) = Reyp(BX,JY,Z)=Rep(BX,Y,JZ) = g([B]%Y,JZ)
= g(J[BIYY,J?Z) = —g(J[BI} Y, Z)

denn damit antikommutiert [B]Y mit J.
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o DBijektivitdt: Es genligt zu zeigen, dass []w faserweise bijektiv ist. Nach Lemma 4.9 (a)
und (5.1) gilt fiir [B]Y =0

BX = 2 Z (Rew(Bvaaufm)Fm +R€¢(BX7F017F02)F03)

UES§

= 23 (9IBIY For . For) Fog + 9(BIY Fos For)Fy ) =0

JES;

d.h. [ ist injektiv. Da dimug = dim sog — dimuz = 6 und damit fiir die Dimensionen
dim End(T,,M) = dim Tj;, M - dim uz- gilt, folgt bereits faserweise Isomorphie.

o Aquivarianz: Auf End(TM) D uz operiert SU(3) durch adjungiert Wirkung, d.h. U -
B =Uo BoU™! Aus der SU(3)-Invarianz von v sowie SU(3) C SO(6) ergibt sich
direkt:

o([U-BI4Y.Z) = g([UBU] Y, Z) = Rey(UBU ' X, Y, Z)
= (U1 Re)(BU'X, U Y, U 12)
= Rep(BU'X, U Y, U 2)
=g([Bly1x UV, U 2) = g(U [B]}, -1  U™'Y, 2)
e [U-BlY=Uo[Bl\_,,oU ' =U. ([B];/’()
O

Es bleibt die Zerlegung von End(TM) in irreduzible Komponenten anzugeben. Dazu wird
zunédchst hinsichtlich der Merkmale C-(anti)linear sowie (schief)symmetrisch unterteilt und
anschliefend in den C-linearen Summanden noch ein Spuranteil abgespalten.

Proposition 5.8 Die in nachfolgender Tabelle (in Klammern die Dimensionen) angegebene
Aufspaltung von End(TM) ist SU(3)-irreduzibel.

End’*(TM) End’~
Endt(TM) | RI& Jsug(M) i+ | [Sym*(TMYO)] (12
End=(TM) RJ @ su3 (1+8) TM )

BEWEIS Die Komponenten in den 4 Késten der Tabelle sind nach Lemma 5.4 ortho-
gonal bzgl. des SU(3)-invarianten Produktes auf A?T'M und damit selbst invariant. Die
C-linearen, schiefsymmetrischen Endomorphismen sind genau ug C sog, nach Abspaltung
der Spur resultiert die SU(3)-Zerlegung im linken unteren Eintrag. Die Zerlegung links
oben kann durch Multiplikation mit J auf die darunter zuriickgefithrt werden da sich aus
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F € End*(TM) N End’*(TM) direkt JF € End=(TM) N End’* (T M) ergibt.

Die Irreduzibilitdt wird mit den Verfahren aus Kapitel 4.2 nachgewiesen, die direkt auf die
adjungierte Wirkung auf End(TM) bzw. End(TM) ® C angewendet werden kénnen. Mit
der Abkiirzung V := TM'0 folgt unmittelbar V = T*M%! (als C-Darstellung) sowie V =
TM% = 7* MO, Die Komplexifizierung liefert:

End(TM)®C = (TM®C)@c(TMeC)*=(VaV)ec (VaV)

(
[VeocVaeVecV]a[VecVeV eV (5.2)
(
(

12

12

Sym?V @ Sym*V) @ (A*V © A*V) @ End(V) @ End(V)
Sym*V @ Sym*V)@® (Ve V) @ (CoC)® (slsCdslC)  (5.3)
N N e e

n'g

(2,0) + (0,2) (0,1) + (1,0) 2-(0,0) 2-(1,1)

Dabei wurde die Zerlegung V @ V =2 Sym?V @& A%V, Beispiel 4.39 sowie der Isomorphismus
A%V =V benutzt. Bei den Summanden handelt es sich um die irreduzible Darstellungen
zu den darunter angegebenen hochsten Gewichten, die in Kapitel 4.37 beschrieben wurden.
Nach Proposition 4.41 sind die ersten vier Summanden komplex und paarweise zueinander
konjugiert, die letzten 4 Summanden reell. Aus Proposition 4.28 folgt daher die Zerlegung
von End(T'M) in reell-irreduzible SU (3)-Darstellungen:

End(TM) = Re(End(TM)® C)
= [Sym*@TM'Y)] ® [TM°] @ [TM"] @ [TM"°] @ [C] ® [C]
[Sym*(TM"0)] © TM @ sus @ sus @ RO R (5.4)

I

Die Aufspaltung aus (5.2) in 2 Summanden entspricht der Aufspaltung hinsichtlich C-Lineari-
tit. Elemente aus dem ersten Summanden, V@V =2 TM' 0@ T*M%!, antikommutieren dabei
offenbar mit J, die aus V@ V =2 TMY0 @ T* M0 kommutieren mit ihm. Die ersten beiden
Summanden aus (5.3) bzw. (5.4) entsprechen also der ersten Spalte der Tabelle, die restli-
chen der zweiten. Dabei entspricht [[SmeTM 1’0]] symmetrischen und [[TM 1’0]] = [[A2TM 0’1]]
antisymmetrischen Endomorphismen. Damit sind alle Bestandteile identifiziert und die Di-
mensionen folgen direkt aus Korollar 4.38.

O

Aufbauend auf die vorangegangene Diskussion kénnen nun die zu Anfang des Kapitels ein-
gefithrten Summanden W; sowie die zugehorigen Projektoren P; konkret angegeben werden:

Definition 5.9 Die irreduziblen Komponenten der intrinsischen Torsion in A'T*M & u§
werden wie folgt bezeichnet:

End’*(TM) End’—(TM)
Endt(TM) | W eWs§ = RI® Jsuz | W3 = [Sym*(TM0)]
End=(TM) | Wy @W; = RJ&suz | Wy = TM
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Die zusitzliche Komponente in suz lautet

Aus der Beschreibung in Proposition 5.7 und Lemma 5.1, 5.2 ergibt sich schliellich die
explizite Form der Projektoren. Bezeichnet A, € End(TM) im Folgenden den fiir 7 €
r (AlT M ® ugl) eindeutig durch [AT]w = 7 bestimmten Endomorphismus, so ergibt sich:

Proposition 5.10 Fiir die Projektionen P; : A'T*M @ sug — W gilt:

P(r) = Fitr(A)T Py(r) = AP - lur(A1
Pr(r) =  —ite(JA)T Py(r) = A77T+ Lu(JA,) T
733(7) = Ai"]_

Pu(r) = AT

Ps(t) = —%tl‘(JT) = o)

BEWEIS Zu beweisen ist nur explizite Form der Zerlegung W; = Wi @ Wy, also der
Koeffizient vor I bzw. J. Nach Proposition 5.8 gilt allgemein AF T = ol + Jz sowie
JATTT = —p1 + Jy (nach Multiplikation mit J) fiir geeignete x,y € sus. Spurbildung
liefert mit Lemma 5.6 im ersten Fall

trR(A+’J+) = 6a + trr(Jz) = 6 — 2Zm tre(x) = 6o

und im zweiten Fall vollig analog trg(JAr ’J+) = —60. Fiir die weitere Vereinfachung wer-
den zwei Spuridentitéiten bendtigt. Neben den schiefen sind auch die Endomorphismen F' €
End(TM)”?~ stets spurfrei, denn es gilt:

trg(F) = — trg(F.J?) = trg(JFJ) = trg(FJ?) = —trg(F)

Fiir F*7/* folgt aus dem Kommutieren mit .J desweiteren JF*7/* € End(T M)/ und mit
FJ* liegt auch JF'* in End(TM)’*. Zerlegung von F € End(TM) in die 4 Anteile fiihrt
damit auf die beiden Identitéten

trr(JF) = trg(JF /1) trr(F) = trg(FH7/T) (5.5)

Es folgen die angegebenen Formeln fiir die Torsionskomponenten.
O

Damit ist eine vollstdndige Zerlegung der intrinsischen Torsion gegeben. Das Verschwinden
von einem oder mehrerer dieser Anteile {ibersetzt sich in Eigenschaften der geometrischen
Objekte, die die Reduktion der Strukturgruppe definieren, i.e. der Kéhlerform w und der
komplexen Volumenform 1 bzw. deren Real- und Imaginérteil. Dies wird in den n#chsten
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Abschnitten diskutiert.

Durch J wird eine fast-komplexe Struktur auf End(TM) und auf A'T*M ® uz induziert.
Diese sind mit dem Isomorphismus [-]¥ vertriiglich:

Proposition 5.11
(a) Durch B — J o B wird eine fast-komplexe Struktur auf End(T'M) definiert.

(b) Durch ¢®F + @& (F oJ) wird eine fast-komplexe Struktur auf A*T* M ®@uz definiert.
(¢) []Y ist Intertwiner der Strukturen aus (a) und (b): [JoB]Y = [B]Y oJ

BEWEIS Die Abbildung in (a) quadriert offenbar zu —1g,s und ist nach Lemma 5.4
orthogonal. Wie im Beweis zu Proposition 5.7 ergibt sich, dass F'J € ug% falls F' € u;,%. Damit
wird in (b) ganz analog zu (a) eine fast-komplexe Struktur definiert. Teil (c) folgt direkt aus
der Rechnung

9([JBIY Y, Z) = Rey(JBX,Y, Z) = Rey(BX, JY, Z) = g([B]§ JY, Z)

5.2 Formendarstellung der intrinsischen Torsion

FEine Charakterisierung der irreduziblen Komponenten der intrinsischen Torsion von V durch
Anteile der Formen dRe), dZm1 und dw wurde in [9] gegeben. Aufbauend auf die hier entwi-
ckelte Torsionszerlegung werden die genannten Formen in Abh#ingigkeit von der intrinsischen
Torsion berechnet. Vergleich mit dem bekannten Ergebnis zeigt ein abweichendes Resultat
fiir die Form (dRet)®! und die Ws-Komponente, das aber fiir die spiter diskutierten halb-
flachen Geometrien allerdings nicht relevant ist.

Ausgangspunkt ist die Darstellung des Differentials bzw. des Kodifferentials einer k-Form
durch den Levi-Civita-Zusammenhang V, die im ersten Fall einfach durch seine Antisymme-
trisierung gegeben ist:

Lemma 5.12 Fir einen lokalen, orthonormalen Rahmen {E;} von TM = T*M gilt

d=> dE; AV, §=—(-1)"xdx=-Y E.Vg,

wobei gilt:  d:T (A*T*M) — T (A*1T*M) und & : T (A*1T*M) — T (A*T*M).

Diese Aussagen koénnen direkt in geeigneten Koordinaten (etwa riemannsche Normalkoor-
dinaten) unter Verwendung der Torsionsfreiheit des Zusammenhangs, also I‘fj = F;?i, durch
Nachrechnen der Axiome der duflere Ableitung verifiziert werden. Sie resultieren aber elegan-
ter aus der folgenden Aussage
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Lemma 5.13 Sei V ein torsionsfreier Zusammenhang auf TM und werde der induzierte
Zusammenhang auf A*T*M ebenfalls mit ¥V bezeichnet, dann gilt fir o € T (Ak‘T*M) :

k
da(Xo, ..., X, Z F(Vx,a) (Xo, .., Xy, X)
=0

BEwEIs  Die Lieklammer zweier Vektorfelder berechnet sich wegen der Torsionsfreiheit von
V und Definition 3.16 nach [X,Y] = VxY —Vy X. Mit der Darstellung der &ufleren Ableitung
einer Form durch die Lieklammer der eingesetzten Vektorfelder (siehe [47] Proposition 2.25),
die im ersten Schritt der folgenden Rechnung verwendet wird, ergibt sich :

k

do(Xo, ..., Xp) = Y (-1 Xa(Xo, ..., X, Xp)
=0
+ 3 (=) a([X0, X, Xoo -, X, X X

l<m
k‘ —_
= Z(—l)leOé(Xo, ce 7X17 e ,Xk)

=S D'a(Xo,. o, Xiy o Vi, Xy, Xi)

Im letzten Schritt wird lediglich die Definition des Zusammenhangs auf Formen aus (3.2)
eingesetzt.

0

BEWEIS VON LEMMA 5.12  Die erste Formel ergibt sich unmittelbar aus dem vorangehenden
Lemma, denn Einsetzen in das A -Produkt liefert

(ZdEi/\VEia>(XO,..., ZZ VdE; (X)) (Vi) (Xo, .- Xps .o, Xi)

k

=N (-D"(Vx,e) (X0, X1y, Xp)
=0

Die zweite Identitét folgt aus den den Rechenregeln in (4.5) durch Uberpriifung des korrekten
Vorzeichens unter Ausnutzung der Tatsache, dass V und * vertauschen. Letzteres folgt aus
der SO(n)-Invarianz von * und Theorem 3.19, denn als metrischer Zusammenhang ist V ein
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O(n)-Zusammenhang, wegen 0, = so,, also auch SO(n)-Zusammenhang. Die Invarianz von
*,1.e. (g-) * (g71) = * fiir g € SO(n), ergibt sich dabei wie folgt:

al(g-xg~ - gf)=g-((g7 - a)Ax(g™ - gB)) = (97" a,g™" - B) g -vol
= (a, B) det(g)vol = a A 3

Da A nicht-entartet ist, folgt (g-) * (g71)8 = *f.
U

Durch die Beziehung V = V — 1 zwischen intrinsischer Torsion 7, Levi-Civita-Zusammenhang
und dem minimalen SU(3)-Zusammenhang V sowie der Darstellung der dufleren Ableitung
in Lemma 5.12 ergibt sich eine Verkniipfung zwischen dRe bzw. dw und 7. Dem Vorgehen
in Kapitel 5 folgend, erfolgt mit X € I'(T'M) zunichst die Aufspaltung in die Summanden
1.13L o R:

T(X) = 7(X) = P5(1) (X) +P5 () (X) = [A]y + alr(X))J

1
€ uz

Der Endomorphismus A ist dabei eindeutig durch 7 bestimmt. Im Folgenden wird fiir fixierte
intrinsische Torsion kurz a(X) := a(7(X)) geschrieben.

Proposition 5.14 Fir die kovarianten Ableitungen von J,w, Rep und Imp gilt:

(a) VxJ = [J[Ax] = 2[4y

(b) Vxw = 2(JAX)JiRetp = 2(AX)1Tmp

(c) VxRety) = 3a(X)Imv + > Reth(E;, AX,-) A Rep(E;, -, )
(d) VxImy = —3a(X)7?ew—ZRezp(Ei,JAX,-)/\Rezp(Ei,-,-)

Dabei ist {E;} die anfangs festgelegte reelle Orthonormalbasis.

Zum Beweis der Aussagen (c) und (d), die die Orthonormalbasis {E;} involvieren, wird
folgendes algebraische Lemma benotigt:

Lemma 5.15 Sei F' € End(TM), dann gilt mit der Abbildung [-]Y aus Proposition 5.7 :
Der([F|)Retp = — Y Retp(E;, FX,) ARe(E;, -, )

Der([F|)Imy = + > Rep(Ey, JFX,) NRet(E;, -, )

BEWEIS Expansion eines schiefen Endomorphismus S € End™ (T'M) in der gewihlten
Orthonormalbasis liefert S = 3. g(E;, S-)E; = — >, g(SE;, -)E;. Dies angewendet auf [F' ]ﬁ
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ergibt
Der([FI%)Rew = =Y Der(g([F|§ Ei,-)E)Reo = — Y Der(Rew(FX, Ei,-) Ey)Ret)
= dE; ARe(FX, E;, Ej)EiaRetp = > Re(FX, E;,-) ARet(Ei, )
ij i
Nach Vertauschen der beiden Eintrdge in den Formen Rey)(FX, E;,-) entfillt das globale
Vorzeichen und es verbleibt genau die im Lemma angegeben Summe iiber die A-Produkte.

Dies zeigt die erste Identitéit. Unter Verwendung von Proposition 4.14 (b) ergibt sich daraus
auch die zweite :

Der([F%)Imy = Der([F]%)(J - Rew) = —J - Der([F|%)Ret
= J Y Red(E;, FX,-) ARep(Ei, )

g

BEWEIS DER PROPOSITION  Die kovariante Ableitung bzgl. des SU(3)-Zusammenhangs aller
oben genannten Tensoren ¢ verschwindet nach Theorem 3.19. Damit gilt fiir alle X € I' (T'M):

VxT =-7(X)-¢

wobei ,,-“ die Standardoperation von su- C so, C End(TM) auf TM und ebenso die in-
duzierten Wirkungen auf den verschiedenen Tensoren bezeichnet, die im Folgenden separat
diskutiert werden.

(a) Analog zu Beispiel 4.39 operiert su™(TM) auf J € End(TM) = TM ® T*M durch die
adjungierte Darstellung, also folgt mit den Propositionen 5.5 und 5.11:

VxJ = —ad,(x)(J) = [L[Al% + a(X)J] = J[A]y — [A]5 J = —2[A]% T = —2[JA]{

(b) sul(T M) operiert als Derivation auf 2-Formen, d.h F-(aAB) = —(aoF)Ap—pA(BoF).
Im konkreten Fall ergibt sich also:
Vxw = —Der(r(X )) = w(r(X)-, Jw(- 7(X):)
= g(J (Al + a(X)T)- ) + g(J-, (Al + a(X)J])-)
= g(J[A]§-,-) — a(X)g + g(J-,[A]§ ) + a(X)g
= —29([A]% J-,-) = —29([JAl% )
wobei die Orthogonalitédt von J eingeht. Im letzten Schritt wurde erneut Proposition

5.11 verwendet. Nach Definition von []* und nach Proposition 4.14 ist dies gerade gleich
—2Rep(JAX, ) = —Imyp(AX, -, ).
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(c) Die Operation auf 3-Formen ist analog zu (b) durch Derivation gegeben:

VxReth = —Der(r(X)Retp = —Der([Al%s — a(X)J)Rey)
= —a(X)Der(J)Retp — Der([A]'y)Ret)
= +3a(X)Im + Y Retp(Ei, AX, ) A Rep(Er, )

Im letzten Schritt wurde die erste Identitat aus Lemma 5.15 verwendet.

(d) Der Ausdruck fiir VxZmt ergibt sich vollig analog zu Teil (c) unter der Verwendung
der zweiten Identitdt aus Lemma 5.15.

g

Bemerkung 5.16 Aus den Beweisen zu Teil (a) und (b) des vorangehenden Lemmas ist er-
sichtlich, dass die W5-Komponente der intrinsischen Torsion a posteriori nicht zu den kovari-
anten Ableitungen von J und w beitréigt. Dies ist konsistent mit den bisherigen Uberlegungen,
denen zu Folge die Wahl von w bzw. J eine Reduktion auf U(3) implizieren, die ,zusétzli-
che“ fiinfte Komponente aber iiberhaupt erst bei einer weiteren Reduktion auf SU(n) auf-
tritt. Die Tatsache, dass die Wahl von ¢ in den Isomorphismus []¥ eingeht und damit implizit
auch in A steht nicht im Widerspruch dazu, denn 1 bzw. Re1) geht an dieser Stelle lediglich
in die Aufspaltung der Wi- und W,-Komponente in SU(3)-irreduzible Summanden ein.

Durch Antisymmetrisierung kénnen aus den kovarianten Ableitungen dann die dufleren Ab-
leitungen der strukturdefinierenden Formen bestimmt werden:

Proposition 5.17 Fiir die dufleren Ableitungen von w,Rev und Ima) gilt:

(a) dv = —2) dE; A (JAE;sRey)) = 2Der(JA)Ret)
= -2 Z dE; A (AE;2Imv) = 2Der(A)Im
(b) dRey = 3aANImy + % ZdEi A(AE;2w?) = 3a ATmay — %Der(A)w2

= 3aAImy — 2(Der(A)w) Aw
() dImy = —3aARey — Y dE; A (JAE w?) = —3a ARet + § Der(JA)w?

)

= —3aARey + 1(Der(JA)w) Aw

BEWEIS  Aus Lemma 5.12, Proposition 5.14 und der Darstellung (4.6) fiir die Wirkung als
Derivation ergibt sich

dw=> dE;ANVgw=-2) dE; A(JAE; Ret)) = 2Der(JA)Re),
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die verbleibenden Aussagen in (a) folgen aus den Relationen in Proposition 4.14.

Der Beweis von (b) und (c) verlduft analog und wird hier nur fiir (b) gefiithrt. Mit der Identitét
AFE; . (Rew(Ej, Y ) A\ 'R,e'lﬂ(Ej, Y )) = 2R€'¢(EJ, AF;, ) A\ 'R,e'lﬂ(Ej, Y )
Proposition 5.14 sowie Korollar 4.18 folgt:

dRetp = = dE; AV Ret)

=3 dE; Na(E)Imy + > _ dE; AN Re(Ej, AE;,) AN Rep(Ej, -, )
i 5]
=3aAImy+ 5 Y _dE; A (AEiJ N Rew(Ej, ) ARed(E;, -, .))
i J

=30 AImy+ § Y _dE; A (AEjw?)

=3aANImy — %Der(A)w2

Aus der Identitiit Der(A)w? = (Der(A)w) Aw +w A (Der(A)w) = 2(Der(A)w) A w, die sich
direkt aus den Rechenregeln von Derivationen auf 2-Formen ergibt, folgen die verbleibenden
Aussagen in (b).

U

Die reellen Raume A3T*M und A*T*M tragen die Struktur von SU(3)-Moduln, deren Zer-
legung in irreduzible Komponenten in Proposition 4.56 dargestellt ist. Die Formen dw, dRev
und dZm 1 kénnen nach Korollar 4.57 in die zugehorigen Anteile zerlegt werden. Diese Anteile
entsprechen dann gerade verschiedenen Komponenten der intrinsischen Torsion der gew&hlten
SU (3)-Struktur. Den prizisen Zusammenhang beschreibt die folgende Proposition:
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Theorem 5.18 Die dufSeren Ableitungen der Formen w,Retp,Im1p hingen in folgender
Weise von der intrinsischen Torsion ab:

(dw)?® = trg(JA)Rerp — tr(A)Imyp
(dw)g’l = 2Der(JAT/ ") Rer
(dw)3'  =2Der(JA-/ ) Re) = 2w(JA™ =, )1Rep) Aw

(dRey)>! =3a AIm1p — 2(Der(A=77)w) Aw
= —3(asRey)) Aw+ 2w(A™7 7 ) Aw
(dRev)5” = —(Der(A™F — Lir(A)Dw) Aw
(dRe)?] = 5 tr(A)w?
(dZm)>! = —3a A Retp + 2(Der(JA™ " )w) Aw
= —3(auTmy) Aw — Jw(JATI ") Aw
(dImy)s” = Y(Der(J(A=7+ + Ltr(JA)T)w) Aw

(dIm)>] = — L tr(JA)w?

BEWEIS

Dekomposition von dw:

Nach Korollar 4.57 und Proposition 5.17 gilt allgemein (Notation wie im zitierten Korol-
lar, A bezeichnet weiter den Endomorphismus, der den U(3)-Teil der intrinsischen Torsion
beschreibt):

2Der(JA)Rey = dw = ARetp + uImp — 2Der(S)Rep + ¢ Aw (5.6)

Aufgrund der Orthogonalitit der Summanden in (5.6) kénnen A und g mit Hilfe von Propo-
sition 4.22 und (5.5) berechnet werden:

A
W

(Der(JA)Rey, Retp) = % trr(JA)
(Der(JA)Re, Im1p) = Ltrp(JAJT) = —1 trr(A)

2
2

N[ N[

Der Endomorphismus S sowie die Form ¢ berechnen sich aus der Aufspaltung des Ausdrucks
2Der(JA)Re in (3,0)+(0,3)- bzw. (2,1)+(1,2)-Anteil nach Lemma 4.48. Definition 4.5 im-
pliziert direkt, dass Der(-) und [, ] (Kommutator von Endomorphismen) vertauschen. Mit
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dieser Regel sowie Proposition 4.14 folgt:
Der(J)?Der(JA)Re)
= Der(J)(Der(|J, JA]) + Der(JA)Der(J))Ret
= Der([J,[J, JA]])Re + 2Der([J, JA])Der(J)Rey + Der(JA)Der(J)Der(J)Rep
= Der(2AJ —2JA)Revp — 6Der([J, JA]))Im — 9Der(JA)Re)
= —4Der(AJ)Re — 5Der(JA)Rep
Damit ergeben sich unmittelbar die gesuchten Anteile:
P30(2Der(JA)Retp) = Der(AJ + JA)Reth = 2Der(J AT Req
P21 (2Der(JA)Retp) = —Der(AJ — JAYRetp = 2Der(JAT'~ + JA™/7)Rey
Das Ergebnis fiir den (3,0)+(0,3)-Anteil ist konsistent mit den vorangegangenen Berech-
nungen, denn wie im Beweis zu Proposition 5.10 gezeigt héngen die beiden Spuren nur
von A’ ab. Nach Proposition 4.55 folgt aus der Darstellung des (2,1)+(1,2)-Anteils, dass
S durch den (symmetrischen) Endomorphismus —J A%/~ und der verbleibende Teil durch
¢ Aw = 2Der(JA™/7)Ret) gegeben ist. Mit Proposition 4.52 und Lemma 4.6 (b) lisst sich
o unter Beriicksichtigung von w A Rev) = 0 berechnen:
¢ = 2w (2Der(JA™/7)Retp) = —(Der(JA ' ")w)sRep = 2w(JA™7 7+ )aReyp  (5.7)

Im letzten Schritt wurde dabei ausgenutzt, dass die Symmetrieeigenschaften von A=/~ die
Relation w(-, JA™/~-) = w(JA™/~- ) implizieren.

Dekomposition von dRe1:
Fiir die in Proposition 5.17 berechnete 4-Form dRe existiert nach Korollar 4.57 die Zerle-
gung

3a ANImep — 2(Der(A)w) Aw =dRetp =0 Aw + p Aw + vw?

Da Zm in [[A&O]] liegt, folgt fiir den ersten Summanden: 3a A Zm1) € [[A3’1]]. Sein Beitrag
o1 zu o berechnet sich mit dem Projektor aus Proposition 4.52 (wobei fiir eine Form aus
[[A3’1]] nur der erste Summand beitriigt) sowie Proposition 4.15 zu

o1 =3wi(aANImy) =3(JasImy) = —=3asRer)

Nach Theorem 4.51 ist wA : A’T*M — A*T*M ein Isomorphismus, mit dessen Hilfe die
Zerlegung des zweiten Summanden aus dRet) auf diejenige von —%Der(A)w aus Proposition
4.56 zuriickgefiihrt werden kann. Die Anteile dieser Form in [[A270]] und [Al’l] ergeben sich
mit den Projektoren aus Lemma 4.48:
(Der(A)w)*® = $(I— J)(Der(A)w)
- %(_W(A'v ) - (.d(-, A) + (.U(AJ-’ ) + (.d(-, AJ))
= —w(%(A +JAJ). ) —w(, %(A + JAJ):)

= Der(A7 7 )w = Der(A™7/ 7w

(Der(A)w)'t = Der(A7M)w = Der(A™/F)w



78 5 TORSIONSKLASSIFIZIERUNG VON SU(3)-STRUKTUREN

Dabei verlauft die zweite Rechnung vollig analog zur ersten. Im jeweils letzten Schritt wird
verwendet, dass die J-Invarianz von w die Identitiit Der(A=7)w = Der(A*/")w = 0 im-
pliziert. Der erste Teil dieser Rechnung liefert den zweiten Anteil oo = —iDer(A*’J Tw =
Tw(A™I ) zu o = 01 + 09

Die Aufspaltung der (1,1)-Komponente beruht auf der Identitét
wi(Der(A™Mw) = = (Der(A™ T, w) = —tr(AT7T) = —tr(A),

die aus Proposition 4.22 und (5.5) folgt. Mit Proposition 4.52 ergeben sich dann die direkt
die beiden Koeffizienten :

p= —%(Der(A) )(1)’1 = —%Der(/ﬁ"”)w — 1—12tr(A)w = —%Der(/ﬁ"” - %tr(A)]I)w
v= %t (A)

Die Dekomposition von dZm1) berechnet sich analog der von dRe1).

Durch Vergleich mit den expliziten Torsionskomponenten aus Proposition 5.10 ergibt sich
direkt die Zerlegung von dw, dRet, dImt in Termen der angesprochenen Komponenten
Pi(T):

Korollar 5.19

(dw)®® = 6(PL(1)J) - Rep = 6(P} (1)) - Retp + 6(Py (1)J) - Retp
(dw)g’l = 2Der(JPs3(7))Retp
(dw)3t = 2Der(JP4(7))Retp = 2(w(JPs(7)-, )aRet)) Aw

(dReyp)>! = 3P5(1) AImyp — L(Der(Pa(r))w) Aw

= —3(P5(7)aRet)) Aw + 3w(Pa(1),") Aw
(dRe))%® = —1(Der (P (1))w) Aw
(dRev)2; = §PF (7)w?

(dTmap)>' = —3P5(1) A Retp + l(Der(Jm(T))w) Aw
= =3(Ps5(1)2Imy) Aw — Jw(JPu(1), ") Aw

(dIm)5* = {(Der(JP, ( )w) Aw

(dZmy)23 = 5Py (1) -w
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Bemerkung 5.20
(a) Das vorangehende Korollar zeigt, dass durch dw nicht alle Komponenten der U(3)-
Torsion bestimmt werden. Dies resultiert daraus, dass die U(3)-Struktur, wie in Be-
merkung 4.12 diskutiert, erst durch (g,w) oder (J,w) eindeutig festgelegt ist. Zur Be-
stimmung des W,-Anteils der Torsion kénnte etwa V.J herangezogen werden, im Falle
einer SU(3)-Struktur werden zweckméfigerweise dRet) und dZm1 verwendet.

(b) Die Aufspaltung von (dw)®? in die Summanden 6(P; (7).J) - Revp und 6(P; (1)J) - Re
hingt wesentlich von der Fixierung der Basis (Re1, Zm1)) von [[A3’0]] und damit von der
SU (3)-Struktur ab. Bei Vorliegen einer U(3)-Struktur wiirde dieser Torsionssummand,
wie in Bemerkung 4.58 diskutiert, nicht in eindimensionale Summanden zerfallen.

Korollar 5.19 bietet die Moglichkeit, die Torsionsbeitriage bei gegebenen dufleren Ableitungen
der strukturdefinierenden Formen, zerlegt in irreduzible Summanden, explizit zu berechnen:

Theorem 5.21 Die Torsionskomponenten P; berechnen sich wie folgt aus den Formen dw, dRe1)
sowie dImp:

Pi (1) = —3(Tmpa (dw)>O)T = L (w2 (dRetp)25)T
Py (1) = —=3(Retpa (dw)?0)J = (w5 (dTmy)2])]
Py (1) = =3 (wa (dRewp)5?) o J

Py (1) = 3 (wa (dZmy)3?)

Ps(7) = —2(-2(dw)g")aRets

BEwEgls  Die Komponenten Pli (1) ergeben sich unmittelbar durch Projektion aus Korol-
lar 5.19, wobei Rey s Ret) = % und w?,w? = 12 eingeht. Proposition 4.55 liefert direkt die
Ausdriicke fiir P3(7) und Py (7).

Der Endomorphismus Py (7) ist wegen Der(Py (7))w = —2g(JP5 (7)-, ) bis auf einen Vorfak-
tor durch das metrische Dual (verkniipft mit J) der Form p = w.(dRe w)g’Q aus dem Beweis
zu Theorem 5.18 gegeben. Analog berechnet sich P, (7).

Die 1-Form Ps(7) ergibt sich durch Auflssen des Ausdrucks fiir (dRev)®! (und analog fiir
(dZm)>') nach a A Zm+p und Anwenden der Identititen aus Korollar 4.21. Es resultieren
die beiden Gleichungen
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Ps(1) = —%Ime (dRew)3’1 — éImw_n (w A Der(Py(r))w)
Ps(1) = $Retps (dImep)>! + L(Der(JP4(r))w)2Imap (5.8)

Die P4(7)-abhéngigen Summanden kénnen wie folgt vereinfacht werden: Unter Ausnutzung
von Proposition 4.15 folgt zunéchst

(Imps((Der(Py)w) Aw), X) = — (((Der(Ps)w) Aw), JX 3Zmap)
= (J - (((Der(Ps)w) Aw)sImp), X)
Zusammen mit Lemma 4.6 folgt dann:
Imys(((Der(Py)w) Aw)) = (J - Der(Py)w)a (J - Imp) = (Der(Py)w))sRerp

Eine entsprechende Rechnung gilt fiir den Summanden Res (w A Der(JP4(7))w) in (5.8),
s.d. sich fiir P5(7) die folgenden Ausdriicke ergeben:

Ps(1) = —3Imypo (dRerp)> — L(Der(Py(7))w)oRep

P5(1) = $Retps (dImp)>! + L(Der(JPs(r))w)sImap

= $Retps (dImap)>' — L(Der(Py(7))w)1 Rer) (5.9)

In der zweiten Identitéit wurde dabei folgende Umformung verwendet, die auf Proposition
4.14 und (4.6) beruht:

(Der(JPy)w)aTmip = =Y (B A(JPaEiaw))aImp = — > (PaEiaw)1 JE Tmap

3 K3

= Z(P4EZ-Jw)JEZ-JRe¢ = —(Der(Py)w)iRerp

7

Um den in der Proposition angegeben Ausdruck zu erhalten, muss P4(7) durch dw ausge-
driickt werden. Gleichung (5.7) aus dem Beweis zu Theorem 5.18 liefert zusammen mit dem
Projektor aus 4.52:

_%w_, dw = _%(w_, (dw)i’l) = —@ = (Der(JPy(1)))2Retp

Aus den Definitionen folgt direkt J - (Der(JP4(7))w) = —Der(JP4(7))w. Zusammen mit den
vorangegangen Gleichungen und Lemma 4.6 ergibt sich dann

(Der(Py(r))w)sRetp = —(Der(JPu(7))w)sZmip = J - ((Der(JPa(T))w)sRe))
= —5(J - w)a(J - ([dw)Z!) = —Fwa (J - (dw))

Da J- und * die Zerlegung von A3T*M = A3T*M @® A'T*M A w invariant lassen, folgt mit
den Beziehungen zwischen den beiden Operatoren aus Proposition 4.19 (b):

(Der(JPy(1))w)aImip = —(Der(Py(1))w)sRet) = %w_:J cdw = %w_l * dw

Zusammen mit (5.9) folgen die angegebenen Ausdriicke fiir Ps(7).
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Bemerkung 5.22 Die Aussage der vorangehenden Proposition entspricht etwa dem Zu-
gang, der in [9] und [8] gew&hlt wird, um SU (3)-Strukturen durch ihre intrinsische Torsion
zu klassifizieren. Dort werden Anteile W;, die den irreduziblen Komponenten W; der Torsion
entsprechen und von w, dw, dRev sowie dZm1 abhéngen, definiert sowie folgendes Resultat
angeben:

Theorem Die fiinf Komponenten der intrinsischen Torsion sind durch dRe,dIm1 und dw
auf die folgende Art und Weise bestimmt:

Wi« (dw)®°

Wa e ((dRe)g", (dTm)y™)
W3 — (dw)p!

Wy — wA dw

Ws «— (dRetp)>! oder (dZm )

Die Komponenten Wli, WQi, W3 und W, stimmen mit den oben angegebenen Resultaten
tiberein, da durch den Isomorphismus wA die Formenanteile (dRe 1[))(1]’1 und (dRet))%? identi-
fiziert werden (Analoges gilt fiir dZm1)) und desweiteren nach Theorem 4.51 (a) die Identitét
wA (dw)gjl = w A dw gilt. Fiir die W5-Komponente wurde allerdings in Theorem 5.21 ein ab-
weichendes Resultat erzielt, da die Formen (dRet)>! bzw. (dZm1))>! im allgemeinen sowohl
von der Wy- als auch von der Ws-Komponente abhéngen. Erst durch die geeignete Kombi-
nation mit dem W;-Anteil, der bereits durch dw bestimmt ist, kann die Ws-Komponente aus
(dRewp)>! oder (dIm1))>! bestimmt werden. Insbesondere ist es denkbar, dass (dRev)>! # 0
gilt, obwohl die intrinsische Torsion keinen Wjs-Beitrag aufweist. Es besteht nicht die Moglich-
keit, die beiden Anteile in (dRew))>! bzw. (dZm1)>! aufbauend auf eine SU(3)-irreduzible
Zerlegung der entsprechenden 4-Formen zu trennen.

5.3 Geometrische Bedeutung der intrinsischen Torsion & Halbflachheit

Nachdem die intrinsische Torsion bzw. die entsprechende SU(3)-Darstellung in irreduzible
Komponenten zerlegt wurde, soll im Folgenden an einigen Beispielklassen gezeigt werden,
wie sich geometrische Bedingungen in Termen der intrinsischen Torsion einer SU(3)-Struktur
bzw. U (3)-Struktur reformulieren lassen. Konkret werden hermitesche Mannigfaltigkeiten (de-
finiert durch die Integrabilitit der orthogonalen fast-komplexen Struktur), Almost Ké#hler
Mannigfaltigkeiten (dw = 0) und Nearly Kahler Mannigfaltigkeiten (VxJ)X = 0 VX €
I'(T'M)) sowie die durch Holonomiereduktion auf U(n) bzw. SU(n) definierten Ké&hler-
und Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten betrachtet. Eine derartige Klassifikation wurde fiir U(n)-
Strukturen bereits in [26] durchgefiihrt. Sie soll auf der Basis des hier gew#hlten Zugang zur
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Torsionszerlegung erneut diskutiert werden.

Die Integrabilitéit einer fast-komplexen Struktur J kann durch den Nijenhuis-Tensor
N;(X,Y):=[X, Y|+ JJX,) Y]+ J[X,JY] - [JX,JY]

charakterisiert werden. Dieser lisst sich wie folgt durch die intrinsische Torsion der SU(3)-
Struktur ausdriicken:

Lemma 5.23 Der Nijenhuis- Tensor der fast-komplexen Struktur J kann wie folgt in Termen
der intrinsischen Torsion ausgedriickt werden:

Ny(X,Y) = 4([Pi(r) + Po(n)]} X = [Pr(r) + Po(r)] Y)

BEWEIS  Unter Ausnutzung von [X,Y] = VxY —Vy X sowie (VxJ)Y = Vx(JY)—-JVxY
folgt:
NJ(X,Y) = —i—(V)(Y — VyX) + J(VJ)(Y — Vy(JX))
+J(Vx(JY)=VivX) = (Vyx(JY) = Vv (JX))
= J(ij)Y — (VJ)(J)Y — J(VyJ)X + (VJyJ)X
Mit Proposition 5.14 (a) und 5.11 sowie der Identitét [A]?X = [AJ];p(, die sich direkt aus der
Definition von [ ergibt, folgt damit:
Ny(X,Y)==2J[JAYY +2[JA], Y + J[JAJL X —2[JA]Y, X
= 2[A1YY +2[JAJIYY +2[A]Y X —2[JAJY X
¥ (4
— 4[] X = (4 Y)

Mit den Torsionskomponenten aus Proposition 5.10 folgt die Behauptung.

Proposition 5.24 Fiir eine speziell fast-hermitesche Mannigfaltigkeit tbersetzen sich die
oben genannten geometrischen Konzepte wie folgt in Restriktionen an die intrinsische Torsi-
on der Struktur:

(M, g, J, ) ist hermitesch < P3(1) =P4(r) =0
(M, g, J, ) ist Almost Kihler <= Pi(17)="Ps3(1) =Pus(r) =0
(M, g, J, ) ist Nearly Kihler <= Pa(1)="Ps3(1) =Pus(r) =0
(M, g, J, ) ist Kihler — 7="Ps5(1)J

— A=0
(M, g, J,v) ist Calabi-Yau — 7=0
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BEwEIs  Die Charakterisierungen ergeben sich in den 5 Fillen wie folgt:

e J ist genau dann eine integrable komplexe Struktur, wenn der Nijenhuis-Tensor ver-
schwindet, siehe [34], Theorem IX.2.5. Die Behauptung folgt dann direkt aus Lemma
5.23 und der Tatsache, dass J orthogonal bzgl. g ist.

e Nach Definition ist die Struktur genau dann Almost Kéhler, wenn dw = 0. Diese Eigen-
schaft impliziert nach Theorem 5.21: Pi(7) = P3(7) = Pa(7) = 0. Umgekehrt folgt aus
der genannten Einschriankung an die Torsion mit Theorem 5.18, dass dw verschwindet.

e Nach Definition ist die Struktur genau dann Naerly Kéhler, wenn (VxJ)X = 0 fiir alle
X € T'(TM). Wegen Proposition 5.14 und (5.1) ist dies dquivalent zu der Bedingung
0= [JA]%X = Rey(JAX, X, ) fiir alle Vektorfelder X. Dies dann und nur dann
erfiillt, wenn A € C*°(M) @ IT® C*(M) ® J, also nur die Torsionsanteile ¥/, und Ws
auftreten.

e Nach Definition ist die Struktur Kéhler (siehe Beispiel 3.22), wenn eine Holonomie-
reduktion auf U(3) vorliegt. Dies impliziert nach Korollar 3.21, dass J parallel ist.
Nach Proposition 5.11 (a) folgt A = 0 oder #quivalent 7 = Ps(7)J. Gilt umge-
kehrt A = 0, so folgt VJ = 0, folglich ist J invariant unter Hol(V). Dies impliziert
Hol(V) C Stabog)(J) = O(6) N GL(3,C) = U(3). Wird der Begriff der Kéhlerman-
nigfaltigkeit alternativ durch die Forderungen nach Integrabilitit von J sowie dw = 0
definiert, so ergibt sich die angegebene Charakterisierung aus den Beispielen , hermite-
sche Mannigfaltigkeit “ und ,, Almost Kéhler Mannigfaltigkeit*.

e Die Holonomiereduktion auf SU(3) impliziert, wie im K&hler-Fall, dass A = 0. Nach
Korollar 3.21 gilt zudem V¢ = 0. Nach Theorem 5.21 folgt damit auch P5(7) = 0,
also insgesamt 7 = 0. Umgekehrt ergibt sich aus 7 = 0 und Proposition 5.14, dass
VJ = V¢ = 0 und damit wie im vorangegangenen Fall, dass Hol(V) C Stabo)(J) N
Stabo ) (¥) = U(3) N SL(3,C) = SU(3).

g

Eine weitere Beispielklasse von SU (n)-Strukturen, die - im Gegensatz zu den oben angegebe-
nen Beispielen - explizit die Aufspaltung der Komponenten W, = WZ+ ®W;, i = 1,2 nutzt,
wird im Folgenden relevant sein. Aus Proposition 5.8 oder Definition 5.9 ist ersichtlich, dass
die intrinsische Torsion Element einer 42-dimensionalen SU(3)-Darstellung ist. Die Forde-
rung, dass keine Anteile in den Summanden Wfr , WQJF , W,y sowie Ws auftreten, bedeutet
eine Verringerung der Dimension des Raumes, in dem die intrinsische Torsion ihre Werte
annimmt, um 1 + 8 4+ 6 + 6 = 21. Bei dieser Einschrinkung an die Torsion verschwindet,
gemessen an der Dimension der Komponenten, also gerade die Hélfte der Torsion, derartige
speziell-hermitesche Mannigfaltigkeiten werden wie folgt bezeichnet (siehe auch [9]):

Definition 5.25 FEine speziell fast-hermitesche Mannigfaltigkeit (M©, g, w, Reb) der Dimen-
sion 6 heifst ,halbflach® oder ,halbintegrabel” , wenn folgende Restriktion an die intrinsische
Torsion T erfillt ist:

Py () = P3 (r) = Pa(r) = Ps(r) = 0
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Die Verifizierung der Halbflachheit verlangt - direkt nach Definition - die Berechnung der
Torsionskomponenten. Sie kann aber dquivalent durch differentielle Relationen an die struk-
turdefinierenden Formen w und Ret formuliert werden:

Proposition 5.26 FEine speziell fast-hermitesche Mannigfaltigkeit ist genau dann halbflach,
wenn gilt:

dwAw)=2wAdw=0 dRep) =0
BEwWEIS  Aus Theorem 4.51 folgt zunéchst:
wAdw=wA (dw)2' =0 = (dw)2' =0 (5.10)

Ist die Mannigfaltigkeit halbflach, so folgt direkt aus Korollar 5.19, dass alle drei Komponen-
ten von dRep sowie (dw)s' verschwinden. Letzteres impliziert mit (5.10) auch w A dw = 0.
Gelten umgekehrt die beiden Bedingungen an die Formen, so folgt mit (5.10), dass neben
dRet) auch (dw)Z' verschwindet. Nach Proposition 5.17 verschwinden dann die Torsions-
komponenten P;", P;” und Py. Aus dem Ausdruck in (5.9) fiir P5 ist dann ersichtlich, dass
auch diese Komponente verschwindet, die Mannigfaltigkeit also halbflach ist.

O

Abschlieflend soll noch ein auf Theorem 3.25 basierendes ,, Verfahren“ angegeben werden, mit
dem die intrinsische Torsion explizit berechnet werden kann. Bezeichne dazu im Folgenden V
den Levi-Civita-Zusammenhang und V den minimalen Zusammenhang der U (3)-Struktur.

In einem ersten Schritt zerlegt sich 7 € T’ (AlT*M ® 5u3L) in die Summanden
T=7—P1)+P(1) = £+ P5(7)

wobei £ € T (AlT*M ® uf;) den U (3)-Anteil der intrinsischen Torsion angibt. Es reicht daher,
diesen zu berechnen. Dies geschieht mit einem Verfahren, dass in dieser oder dhnlicher Form
in [26], [6], [18] oder [11] Anwendung findet.

Proposition 5.27 Fir die intrinsische Torsion & einer U(3)-Struktur (g,J) gilt:
éx = —3J(VxJ)

BEwElsS Da V ein U (3)-Zusammenhang ist, folgt fiir die U(3)-invariante, fast-komplexe
Struktur: V.J = 0. Theorem 3.25 liefert unter Beriicksichtigung der adjungierten Wirkung
von £x auf J:

0= VxJ+ad§X(J) =VxJ+[{x,J] =VxJ—2J¢x

Mit J? = —1 folgt die Behauptung.
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6 Ricci-Kriimmung halbflacher Mannigfaltigkeiten

6.1 Motivation

Halbflache Mannigfaltigkeiten oder allgemeiner auch solche, die eine allgemeine SU (3)-Struk-
tur tragen, wurden in Abschnitt 2.5 als mégliche Verallgemeinerungen von Calabi-Yau-Man-
nigfaltigkeiten in der Kompaktifizierung von Typ II-Stringtheorien vorgeschlagen, um auch
bei Auftreten von Hintergrundfliisse im NS-NS-Sektor der Typ IIB-Theorie eine Form der
Mirrorsymmetrie zu erhalten.

Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten sind Ricci-flach (siehe [27]), fiir Mannigfaltigkeiten, die eine
SU (3)-Struktur tragen, gilt dies i.a. nicht. Da wegen

V=V-1

die intrinsische Torsion als ein Maf fiir die Abweichung von Hol(V) = SU(3) aufgefasst
werden kann, sollte die Ricci-Kriimmung derart von der intrinsischen Torsion abhidngen, dass
im Limes' 7 — 0 Ricci-Flachheit vorliegt.

Eine mogliche Herangehensweise an diese Frage wird in [28], aufbauend auf Resultate aus
[18], gegeben. Demnach existiert eine Zerlegung des Kriimmungstensors der Form

R = Rey + R*,

wobei Rcy ein formaler Calabi-Yau-Kriimmungstensor ist und R' ein Zusatzterm, der im
Raum der formalen Kriimmungstensoren orthogonal zu Rcy liegt und von der intrinsischen
Torsion abhéngt. Fiir die Ricci-Kriimmung folgt damit

ric = riccy + rict = rict

Priziser héingt R und damit auch rict im allgemeinen in Form von Tensoren der Gestalt V7
und 72 von der intrinsischen Torsion ab, wobei 72 eine geeignete Summe von Kontraktionen
des Tensors 7 ® T bezeichnet. Wahrend der zweite Term offensichtlich fiir kleine Torsion eben-
falls klein wird, gilt dies fiir den ersten nicht notwendigerweise. Die Annahme, dass halbflache
Mannigfaltigkeiten im Grenzwert kleiner Torsion die Ricci-Flachheit reproduzieren kénnen
fiihrt daher zu der Vermutung, dass bei diesen Geometrien entweder nur der Term 72 beitrigt
oder aber fiir eine halbflache Geometrie die kovariante Ableitung V7 im Grenwert kleiner in-
trinsischer Torsion ebenfalls klein wird und damit die Anforderungen erfiillt.

FEine solche Vermutung erscheint noch aus anderer Hinsicht plausibel. Bei Kompaktifizierung
auf K° ohne intrinsische Hintergrundfliisse verschwindet der Tensor ricyes. Bei Kompaktifi-
zierungen unter Présenz von p-Form-Feldstirken Fir, die zum Energie-Impuls-Tensor bei-
tragen, erhélt die Einstein-Gleichung nach [15] Korrekturterme ricgs = F]E})IF ](\ﬁ)l +.... Eine
derartige Feldstérke ist bei einer verallgemeinerten Kompaktifizierung auf einer halb-flachen

15 An dieser Stelle wird nicht behauptet, dass es stets eine Deformation von einer halbflachen in eine Calabi-
Yau Metrik gibt. Dies ist im allgemeinen aus topologischen Griinden falsch. Hier wird lediglich die Frage nach
der Abhéngigkeit des Ricci-Tensors von der intrinsischen Torsion gestellt.
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Mannigfaltigkeit, wie in Abschnitt 2.5 angegeben, durch Fy = dRet gegeben. Die Inho-
mogenitdt der Einsteingleichung sollte demnach quadratisch in dem Fluss dRev und nach
Korollar 5.19 damit auch quadratisch in der intrinsischen Torsion sein. Resultiert also ein
Fluss aus der nicht-verschwindenden intrinsischen Torsion der SU (3)-Struktur auf der kom-
pakten Mannigfaltigkeit, so erscheint es plausibel zu vermuten, dass deren Ricci-Kriimmung
nur von Termen, die quadratisch in der intrinsischen Torsion sind, also von 72, abhéngt. Dies
wire insbesondere der Fall, wenn bereits eine Identitit der Form V7 = 72 gelten wiirde.

Ziel der folgenden Untersuchungen ist, diese Hypothese an die Kriimmung zu priifen.

6.2 Ricci-Kriimmung speziell hermitescher Mannigfaltigkeiten
6.2.1 Grundlagen zu Kriimmungstensoren

Der Kriimmungsbegriff ist abhéingig von dem zugrunde liegenden Zusammenhang auf 7'M,
hier wird stets bzgl. des Levi-Civita-Zusammenhangs V gearbeitet. Bezeichnet V den SU (3)-
invarianten und V den U (3)-invarianten Zusammenhang, so gilt nach Theorem 3.19

~

V=V+¢£

V=V+e+a()J (6.1)
wobei ¢ € T'(A'T*M ®uz) den U(3)-Anteil der intrinsischen Torsion und ¢ + a(-)J €
r (AlT*M ® 5u§) die komplette intrinsische Torsion der SU(3)-Reduktion bezeichnet, siehe

Theorem 3.25. Der riemannsche Kriimmungstensor, aufgefasst als Element von End(TM),
ist nach Definition 3.16 gegeben durch

R(X,Y) = VxVy — VyVx — Vixy]

fiir Vektorfelder X,Y. Mit der riemannschen Metrik g kann ein gleichwertiger Tensor R €
r (T*M ®4) durch die Auswertungsvorschrift auf Vektorfeldern X,Y, Z, W,

R(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W)

definiert werden. Fiir Vektorfelder X,Y definiert Z — R(Z, X)Y einen Endomorphismus.
Durch Bildung seiner Spur resultiert die im Folgenden insbesondere relevante Ricci-Kriimmung:

ric(X,Y)=tr(R(-,X)Y) = —tr(R(X,-)Y)
Wie beim Kriimmungstensor kann mit Hilfe der Metrik aus ric € T’ (T*M ®2) ein eindeuti-
ger Endomorphismus Ric € End(TM) gewonnen werden, s.d. g(Ric(X), ) = ric(X,-) gilt.

Abschlieflend sei noch die Skalarkriimmung erwahnt, die sich durch erneute Spurbildung aus
der Ricci-Kriimmung ergibt :

scal(m) = trr,, v (Ric(-,-))
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Bemerkung 6.1 Der Unterschied des Informationsgehalts dieser Kriimmungstensoren ist di-
mensionsabhéngig. Im Falle dim (M) = 2 lassen sich Kriimmungstensor und Ricci-Kriimmung
aus der Skalarkriimmung rekonstruieren, fiir dim(M) = 3 besteht diese Abhingigkeit noch
zwischen den beiden erstgenannten Tensoren. Erst ab dim(M) = 4 besteht eine solche Bezie-
hung i.a. nicht mehr. Da hier ausschlieSlich gerade-dimensionale Mannigfaltigkeiten diskutiert
werden, wird im Folgenden stets dimM > 4 angenommen, insbesondere ist der hier eigentlich
bedeutsame Fall dim (M) = 6 enthalten.

Die folgende Proposition listet die wichtigsten Symmetrieeigenschaften der Kriimmungsten-
soren auf (siehe etwa [34]).

Proposition 6.2 Die Kriimmungstensoren haben fiir Vektorfelder X,Y, Z W folgende Sym-
metrieeigenschaften:

(a) R(X,Y)=—R(Y,X)

(b) 9(R(X,Y)Z,W) = —g(R(X, Y)W, Z)

(¢) g(R(X,Y)Z, W) = g(R(Z,W)X,Y)

(d) ric(X,Y) = ric(Y, X)
Daneben erfiillt R noch die beiden Bianci-Identitéten:
Proposition 6.3 Fir Vektorfelder X,Y, Z, W gilt:

(a) 1.BI : R(X,Y)Z+R(Y,Z) X+ R(Z,X)Y =0

(b) 2.BI : VxR(Y,Z)+VyR(Z,X)+VzR(X,Y)=0

Die Symmetrien (a) und (b) aus Proposition 6.2 sowie die zweite Bianci-Identitét verall-
gemeinern sich auf Kriimmungstensoren beliebiger metrischer Zusammenhénge D auf Vek-
torbiindeln. In der 2. Bianci-Identitéit bezeichnet dann R den Kriimmungstensor R = RP bzgl.
dieses allgemeinere Zusammenhangs und V den Levi-Civita-Zusammenhang auf dem Tangen-
tialbiindel. Die erste Bianci-Identitéit kann aus formalen Griinden nur fiir Zusammenhénge
auf T'M gelten an die zusétzlich die Forderung nach Torsionsfreiheit gestellt werden muss.

Zu expliziten Berechnung der Ricci-Kriimmung in Termen der intrinsischen Torsion wird die
sogenannte Ricci-Formel benotigt (siehe [3] fiir eine detailliertere Diskussion solcher Iden-
titdten), die iterierte kovariante Ableitungen enthilt:

Definition 6.4 Sei D ein Zusammenhang @f einem Vektorbiindel E — M, ¥V eine Zu-
sammenhang auf TM und bezeichne D bzw. V ebenfalls den induzierten Zusammenhang auf
T*M ® E. Dann seien fir s € I'(E) die iterierten kovarianten Ableitungen DI;(I,...X s €

sk
T (T*M@’k ® E) wie folgt induktiv definiert:
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(a) Dg(ys = D(Ds)xy := Dx(Dys) — Dg_ys
(b) le(l,...,xks = (Dx, (Dk_ls))xg,...,xk

Bemerkung 6.5 Die Reihenfolge der Vektorfelder X7, ..., X} ist nicht beliebig, im allgemei-
nen besteht in diesen Eintragen keine spezielle Symmetrie. Desweiteren ist aus der Definition
nicht direkt ersichtlich, dass die so festgelegte Abbildung D’)‘“(l’m’ X tensoriell in den einge-
setzten Vektorfeldern ist. Dies kann aber leicht gezeigt werden.

Analog zur verallgemeinerten Leibniz-Regel der Analysis einer Verdnderlichen resultieren bei
mehrfacher Ableitung von Produkten ,,Mischterme®. Diese werden im Folgenden fiir den Fall
zweifacher Ableitungen angegeben, eine Verallgemeinerung auf hohere Ordnungen ist moglich,
wird aber hier nicht benétigt.

Lemma 6.6
(a) Fiir Tensoren ¢ € E®9) und ¢ € E) gilt:

DXy (¢®v) = DX y¢®v + Dx¢ ® Dyt + Dy¢ ® Dxt + ¢ ® DX y ¥
Insbesondere gilt diese Formel auch fiir symmetrische und alternierende Produkte.
(b) Fiir F € E®P9 G e E@7) gilt:
D%y(FoG)=D%yFoG+DxFoDyG+ DyFoDxG+ FoD%yG

BEwEIS  Beide Regeln folgen aus den Differentiationsregeln der einfachen kovarianten Ab-

leitung durch ,, Ausmultiplizieren®.
O

Lemma 6.7 (Ricci-Formel) Seien die Voraussetzungen und Konventionen wie in Definition
6.4 und bezeichne T den Torsionstensor von V dann gilt:

Dg(’ys — D%@Xs = R)%ys - DT(Xy)S
BEwEIs  Einsetzen der Definitionen liefert:
DX ys — Dy, xs = Dx(Dys) — Dg_ys — Dy(Dxs) + Dg, x5
= Dx(Dys) — Dy(Dxs) — Dixy)s + Dixy1s — Dy, ys+ De, xs
= RP(X,Y)s = Dyx y)5

Bemerkung 6.8 Anwendung der Ricci-Formel auf Ds oder kovariante Differentiation mit
Dy liefert weitere Identitédten fiir Ableitungen hoherer Ordnung, etwa fiir Differenzen der
Form D% . ,s — D3« s, siehe [3], Korollar 1.22.
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Fiir nachfolgende Rechnungen wird noch die Antisymmetrisierungsabbildung aus (3.3) wie
folgt verallgemeinert:

Definition 6.9
altis : T*M @ T*M @ N*°T*M — N*T*M « A>°T*M
alt1o(p @Y @ X)X, Y, Z,W) = (¢ @Y(X,Y) —p@¢(Y, X)) @ x(Z,W)

Eine &hnliche Definition ist auch fiir Antisymmetrisierung bzgl. beliebiger Eintrage moglich.

6.2.2 Ricci-Kriimmung und intrinsische Torsion

Bei der Beschreibung der Ricci-Kriimmung auf speziell fast-hermiteschen Mannigfaltigkeiten
ist die Beziehung zwischen den Kriimmungstensoren und den strukturdefinierenden Tensoren
(J,w, ) wichtig. Generell dem Zugang in [7] folgend, wird daher die folgende Kombination
aus ric und fast-komplexer Struktur J definiert:

Definition 6.10 Fir Vektorfelder X,Y ist die x-Ricci-Kriimmung definiert als

ric*(X,Y) == —tr (JR(, Zg (E;, X)JY,JE;).

Wie bei ric resultiert aus ric* durch Anwendung des metrischen Isomorphismus ein Endo-
morphismus Ric*.

Im Gegensatz zu ric ist dieser Tensor im allgemeinen weder symmetrisch noch antisymme-
trisch, hat aber bzgl. J folgende Symmetrieeigenschaft:

Proposition 6.11 Fiir Vektorfelder X,Y gilt:
(a) ric’(X,Y) =ric*(JY, JX)
(b) ric*(X,JY) = —ric*(Y, JX)

BEwEgLs  Teil (b) ergibt sich durch Substitution von Y — JY direkt aus Teil (a) und dieser
folgt aus dem Symmetrien des Kriimmungstensors in Proposition 6.2 :

ric*(JY, JX) Zg (E;, JY)X, E;)

—Zg (X,E)E;, JY) Zg (E;, X)JY, E;) = ric*(X,Y)

Da sich ric und ric* durch J unterscheiden und dieser Tensor die Reduktion auf U(3) D SU(3)
vollstdndig charakterisiert, ist zu erwarten, dass die Differenz der beiden Ricci-Kriimmungs-
terme sich durch &, J,w,@ und V ausdriicken ldsst. Nach [7] ldsst sich diese Abhéngigkeit
préizise angeben:
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Proposition 6.12 Sei M?" (speziell)'S fast-hermitesch und X,Y Vektorfelder auf M, dann
qilt'" :
ric’(X,Y) —ric(X,Y) =2tr(V.J o &) x JY) = 2tr(VxJ 0 &).JY)
= 2tr((V.&)xY) = 20r((Vx€)Y) + 2tr(Ee xY) — 2tr(6e, Y)

Bemerkung 6.13 Durch Substitution einer Orthonormalbasis ergibt sich auf der rechten
Seite der Gleichung offenbar folgender Ausdruck:

229((%«]0 OxJY, E;) — 2Zg<<wo €)p,JY, E;)

K3 3

=2 Z (V)XY Ei) —2 Zg((ﬁxf)EiK E;) +2 Z 9(Eep, xY, Ey) +2 Zg(fngiY, E;)

BEWEIS DER PROPOSITION  Bezeichne V auch die Fortsetzung des Levi-Civita-Zusammen-
hangs auf beliebige Tensoren und R alle Kriimmungen bzgl. dieser Zusammenhénge. Da V
torsionsfrei ist, entfillt der letzte Term der Ricci-Formel (Lemma 6.7) und angewendet auf
w=g(J-,) liefert sie:
alt12(V2w)x,y (2, W) = (Vi yw)(Z, W) — (V3 xw)(Z, W)

= (Der(Rxy)w)(Z,W)

= —w(RX,yZ, W) — w(Z, RX,yW)

= —g(JR)QyZ, W) —g(JZ, R)QyW) (6.2)
Die Substitution Y — F; und Z — JY liefert mit der Symmetrie des Kriimmungstensors aus
Proposition 6.2 (b):

—9(JR(X, E))JY, E)) — g(J*Y, R(X, E)Ei) = —g(JR(X, Ei)JY, E;) + g(R(X, E;)Y, E;)

Summation iiber ¢ liefert dann nach Definition ric(X,Y) — ric*(X,Y).

Berechnung der 2.Ableitung von w ergibt unter Ausnutzung von Lemma 6.6 und Vg = 0,
VI=0:

Vg(,Eiw = Vg(,Ei(go (J o 1)
=VxE90o(J®I) +VxgoVg(J®1)+VggoVx(J@T)+goVi g (J® 1)
=go(VipgJ®1+VxJoVgl+VgJoVxI+JoV )
=9( (Vx(VEJ) = VvygJ) ) (6.3)

Durch Umstellen der Gleichung in Proposition 5.27 ergibt sich Vg, J = 2J 0o &g,. Substitution
dieses Resultats in (6.3) sowie Einsetzen der Vektorfelder JY, E; liefert dann

16 An dieser Stelle ist nur die Reduktion auf U(3), also der Torsionsanteil ¢ relevant.

1"Tn der Formulierung und im Beweis dieser Proposition bezeichnet ,,0¢ die Verkniipfung von Endomorphis-
men bzw. bei Elementen aus T*M ® End(T'M) die Verkniipfung mit dem Endomorphismus-Faktor. Da dies
nicht mit der natiirlichen Operation von End(T'M) auf diesen Rdumen iibereinstimmt, wird ,,0¢ hier explizit
angegeben
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alt12(V?w) x5, (JY, E;) = (Vi gw)(JY, E;) — (VE, xw)(JY, E;)
=9(Vx(2J 0&p,)(JY) =2J 0 &y yp,(JY), Ei) — (X < E))
=29(Vx(Jo &g, (JY),Ei) —29(VE,(J o )x(JY), E;)  (6.4)

Summation iiber i ergibt die bendtigten Spurterme. Zusammen mit (6.2) und der daran
anschliefenden Diskussion resultiert so die linke Seite aus Bemerkung 6.13, also die erste
Identitéit der Proposition.

Aufgrund von {{x,J} = 0 gilt [€g,,J o {x]| o J = {{E,,{x} und zusammen mit der U(3)-
Invarianz von J impliziert Lemma 6.6

Vex =V(Jobxod)=V(Jogx)oJ =JoVixo

Unter Verwendung dieser beiden Identitéten sowie (6.1) ergibt sich der Ableitungsterm in
(6.4) innerhalb der Metrik zu

(VEiJOf)XOJ:VEi(JfX)OJ—JoﬁinX
= Ve (Jobx)od —[Er, Jotx]od —Joke o+ Jole,xolJ

= ﬁEzéhX - {szva} - fﬁEiX +£€EiX

Einsetzen dieses Ausdrucks in die bisher erhaltene Identitéit (6.4) liefert die rechte Seite von
Bemerkung 6.13 und damit die zweite Behauptung, da sich die Terme, die {{g;,&x} bzw.
{éx,&E, } enthalten, gerade herausheben.

O

Aufgrund der vorangehenden Proposition ist es im Folgenden hinreichend, ric* in Termen
der intrinsischen Torsion zu berechnen. Im Gegensatz zu der gerade diskutierten Differenz
tritt hier eine Abhéngigkeit von der Torsionskomponente a(-)J € Wjs auf, die durch die Form
a(-) = a(r(-)) (siehe Proposition 5.5) beschrieben wird. An dieser Stelle wird also ein Einfluss
der ganzen SU(3)-Reduktion bzw. ihrer Torsionskomponenten auf die Kriimmung manifest.
Nach [7] existiert folgender expliziter Aussdruck:

Proposition 6.14 Sei M?™ eine speziell fast-hermitesche Mannigfaltigkeit und X,Y Vek-
torfelder auf M, dann gilt:

ric’(X,Y) = —m da(X,JY) — tr(€x€ry )

Bemerkung 6.15 Da J sowie £ jy schiefe Endomorphismen sind, ldsst sich dieser Ausdruck
unter Verwendung der Basis {E;} in folgender Form schreiben!®:

ric*(X,Y) = —m do(X, JY) + Y g(éxEi, &5y JEy)

18Beim Vergleich mit der Formel aus [7] ergibt sich ein abweichendes Vorzeichen vor dem zweiten Summan-
den. Fiir die qualitative Diskussion der Beitrige der verschiedenen Torsionskomponenten ist dies allerdings
nicht von Belang.
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BEWEIS DER PROPOSITION  Die Aussage wird im Folgenden nur fiir m = 3 bewiesen, da in
Kapitel 4.1 nur SU(3)-Geometrie diskutiert wurde. Tatséchlich gilt die Aussage allgemein,
siehe [7].

Die 1. Bianci-Identitdt (Proposition 6.3) impliziert R(X,Y)JE; = —R(JE;, X)Y—-R(Y,JE;)X.
Dies erlaubt die Berechnung der Spur von R(X,Y")J ausgedriickt durch ric*:

tr(R(X,Y)J) = — Z( (R(JE;, X)Y,E;) + g(R(Y,JE)) X, E;))
:_Z R(E;, X)J(JY),JE;) + g(R(Y, E;)J(JX), JE;))
S Z R(E;, X)J(JY), JE;) — g(R(E;,Y)J(JX), JE;))
= —ric* (X, JY) 4 ric* (Y, JX) = —2ric* (X, JY)

Im letzten Schritt wurde die Symmetrie aus Proposition 6.11 genutzt. Anwendung der Iden-
titét aus Proposition 4.22 auf tr(R(X,Y")J) liefert dann

ric’(X,JY) = —%tT(R(X,Y)J) = —2(Der(R(X,Y))Rep, Im1)) (6.5)

Die Auswertung der rechten Seite erfolgt analog zum Beweis von Proposition 6.12, wie dort
fiir w folgt hier fiir Rev) die Gleichung alt12(V?)x,yRet) = Der(R(X,Y))Ret) aus der Ricci-
Formel. Die alternierte zweite Ableitung kann dann in 2 Teile zerlegt werden, die im Resultat
nur noch mit dem uz- bzw. dem (suz N uz)-Anteil der Torsion zu ric* beitragen:

altlg(VQ)X,yRew
=Vx(VyRey) —Vy,vyReyp — (X < Y)
= VxDer(ly +a(Y)J)Rep — Der(éy v +a(VxY)J)Rep — (X < Y)
=+Y . (Vx(Der(&)Rev)) —3Vx(a(Y)Imy) + 3a(VxY)Imy
— X (Vy(Der(&)Re)) + 3Vy (a(X)Imy) — 3a(Vy X)Imap (6.6)

Im letzten Schritt wurde Der(J)Rety = —3Zm1) verwendet. Der Ausdruck (X < Y) be-

zeichnet dabei den jeweils vorangehenden Formelteil ab dem letzten Gleichheitszeichen, mit
vertauschten Vektorfeldern X und Y.

Bestimmung des (suz N ug)-Anteils:
Mit [X,Y] = VxY — Vy X und der Ableitungsregel

dp(X,Y) = Xo(Y) = Yo(X) — o([X,Y]) (6.7)

fiir 1-Formen ¢ (siehe [47]) vereinfachen sich 4 Summanden aus (6.6) zu folgendem Ausdruck:
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—3Vx(a(Y)Imy) 4+ 3a(VxY)Imy + 3Vy (a(X)Imv)) — 3a(Vy X)Imp
= -3(XaY) - Ya(X) - a(VxY) + a(VyX))Imy — 3a(Y)VxIm1) + 3c(X)VyZm
= -3(Xa(Y) - Ya(X) - o([X,Y]))Imy
—3a(Y)Der(éx)Imy + 3a(X)Der(§y ) Imyp — 9a(Y )a(X)Re) + 9a(X)a(Y )Rerp
= —3da(X,Y)Imvy — 3a(Y ) Der({x)Imyp + 3a(X)Der(&y ) Imap (6.8)

Bestimmung des (u3)-Anteils:

Durch explizites Einsetzen von Vektorfeldern folgt durch Vergleich der Terme die Identitét
Vx (Der(&y)Reyp) = Der(Vx&y)Retp + Der(Ey)(VxRew)

Damit kénnen die Terme aus (6.6) umgeformt werden:

Y. (Vx(Der(§)Re)) — X3 (Vy (Der(£)Rer)))
= Vx(Der(§y)Rey) — Der(§vyy)Rey — Vy (Der(§x)Retp) + Der(§vy x)Retp
= Der(Vx&y)Rev + Der(&y)(VxRev) — Der(§vyy)Retp — (X < Y)

= Der(Vx&y —&vyv)Rep + Der(&y)Der(Ex)Rep — 3a(X)Der(&y ) Imyp — (X < Y)
(6.9)

Die Berechnung des Skalarprodukts in (6.5) kann auf Proposition 4.22 zuriickgefiihrt werden,
da fiir F € uy C sog wegen F' = —F und (F.J)! = JF = —F.J sowohl F als auch F.J spurfrei
sind. Fiir F = &4,V 4£p mit beliebigen Vektorfeldern A, B folgt daher

(Der(éa)Retp, Imwp) = (Der(§a)Imap, Imp)y = (Der(Va&p)Re,Imp) =0 (6.10)
Fiir den Beitrag des suz M uz-Anteils ergibt sich dann aus (6.8) und (6.10)

—3(Vx(a(Y)Imvy) — a(VxY)Imy — Vy (a(X)Imy) + a(Vy X)Im,Im)
= —3da(X,Y) (Imv, Imp) = —3da(X,Y) (6.11)

Unter Einbeziehung von (6.10) und der Identitiiten aus Proposition 4.22 kann der uz -Beitrag
aus (6.9) wie folgt vereinfacht werden:

(Yo (Vx(Der(§)Ret)) = X (Vy (Der(§)Rey)), Imy)
= (Der(§y)Der(Ex)Rep, Im ) — (Der(Ex) Der(§y )Ret, Imy)
= ([Der(&y), Der(&x)Retp, Tmp)

r([&y; Ex])Rey, Imy)

= (De
= qtr([év.&x]T) = —gtr(Exéy ) (6.12)

Die Tatsache, dass Der(-) und [-, | vertauschen ergibt sich dabei direkt aus der Definition 4.5.
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Aus (6.11) und (6.12) ergibt sich mit (6.5) die ric*-Kriimmung in Abhéngigkeit der Torsi-
onskomponenten:

ric’(X,JY) = -2 <alt12(V§(7Y)Rew,Imw> =3da(X,Y) + tr(Exéy J)

Die Substitution ¥ — JY liefert die Behauptung.
O

Zusammenfiigen der Propositionen 6.12 und 6.14 ergibt dann den gesuchten Ausdruck fiir die
Ricci-Kriimmung:

Proposition 6.16 Sei M?" cine speziell fast-hermitesche Mannigfaltigkeit und X,Y Vek-
torfelder auf M, dann gilt:

ric(X,Y) = —n da(X, JY) + tr(Ex€py J) — 2tr((V.€) xY)
+2tr(Vx€).Y) — 2r(€e xY) + 2tr(&e,.Y)

Eine Darstellung der Spuren mit Hilfe einer lokalen Orthonormalbasis kann ebenfalls direkt
aus den Bemerkungen zu den zitierten Propositionen abgelesen werden.

6.3 Torsionsbeitrige zur Ricci-Kriimmung

In [44], [18] und darauf aufbauend in [7] wurde die Zerlegung des Raumes der formalen
Kriimmungstensoren'? in irreduzible U(3)- bzw. SU(3)-Komponenten angegeben und die
Beitrége der verschiedenen Torsionskomponenten zu diesen Summanden tabellarisch darge-
stellt. Auf dhnliche Art und Weise wird in [7] mit der Ricci- und #-Ricci-Kriimmung verfahren.
Im Folgenden sollen die Zerlegungen von beiden Kriimmungsausdriicken auf Basis der Torsi-
onszerlegung aus den vorangehenden Kapitel entwickelt werden.

Die Zerlegung des Raumes der formalen Ricci- und #-Ricci-Tensoren kann im wesentlichen

auf die in Kapitel 5 diskutierte Zerlegung von End(T' M) in irreduzible Komponenten zuriick-

gefiihrt werden, da es sich in beiden Fillen nach Definition um Elemente von T*M ® T* M =

TMT*M = End(T M) handelt. Die dort vorgenommene Aufspaltung bzgl. (Anti-)Symmetrie
und C-(Anti-)Linearitéit iibersetzt sich dann im Rahmen der verwendeten Identifizierung

End(TM) > A= g(A-,-) € T*"M ® T*M in die folgende Zerlegung von (0,2)-Tensoren, die

sich direkt durch Einsetzen der Formeln aus Lemma 5.1 und 5.2 in die Metrik ergibt:

Das Wort ,formal® dient hier zur Klarstellung, dass an dieser Stelle lediglich algebraische Eigenschaf-
ten der Tensoren beriicksichtigt werden, d.h. es werden Tensoren mit den gleichen Symmetrieeigenschaf-
ten und Vertréglichkeitseigenschaften mit J betrachtet. Es wird keine Aussage iiber die Realisierbarkeit als
Kriimmungstensor einer riemannschen Mannigfaltigkeit gemacht.
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Lemma 6.17 Fir einen Tensor o € I'(T*M ® T*M) existieren die zwei folgenden Zerle-
gungen:

(a) symmetrisch/antisymmetrisch : 0 = o + o~ mit symmetrischem bzw. antisymmetri-
schen Anteil definiert durch

oH(XY) = S (0(X,Y) £ o(Y, X))

(b) J-invariant/J-antiinvariant : 0 = o+ 407~ mit J-invariantem bzw. J-antiinvariantem
Anteil definiert durch

o’ (X,Y) = 3(0(X,Y) £ 0(JX,JY))

Diese Anteile erfiillen fiir die Operation von J als Gruppenelement die Gleichung

J-oFt=o(J T ) =+0

Proposition 6.18 Der Raum T*M QT*M zerfillt als SU(3)-Darstellung in die Komponen-
ten

T*M @ T*M = (Rg ® Joy[Ay']) @ [Sym*°] (= Sym?(T*M))
® Rwa [Ag"]) @ [427] (= A*(T°M)
Die formalen Ricci-Tensoren liegen in folgenden Unterrdumen dieser Dekomposition:
ric € Rg® Jy) [A(l)’l] @ [[Sme’O]]
ric* € Rg® Joy[Ay'] @ [A?]

BEwEIS  Da die Metrik invariant unter SU(3) ist, induziert sie einen Isomorphismus von
Darstellungen T*M @ T*M = End(TM), s.d. die Zerlegung aus Proposition 5.8 {ibernommen
werden kann. Mit den Isomorphismen (siehe auch Kapitel 4.3 und 4.4 sowie [43])

R]ITM = Rg RJ = Rw
JBU3(M) = J(l) [Aé’l] sug = [A(l)’l]
[[Sme(TMl’O)]] = [[Sme’O]] [[Az’OTM]] = [[AQ’O]]

folgt dann die Behauptung. Die Klammerung in der Aussage ist dabei so gewahlt, dass die 4
Summanden gerade den 4 Késtchen in der Tabelle aus Proposition 5.8 entsprechen.

Da ric symmetrisch ist, gibt es wie angegeben nur Anteile in Sym?7*M. Berechnung der
J-(anti)-invarianten Anteile von ric* liefert mit den Symmetrien aus Lemma 6.17:

rict 75 (X,Y) = L [ric*(X,Y) £ ric*(JX, JY)] = L [ric*(X,Y) £ ric* (Y, X))
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Folglich ist der J-invariante Term symmetrisch und der J-anti-invariante Term antisymme-
trisch. Das zeigt die Behauptung.
O

Die Propositionen 6.14 und 6.16 besagen, wie die intrinsische Torsion zu ric bzw. ric* beitrigt.
Ganz allgemein ist ersichtlich, dass sie nur in Form der Tensoren

VE=VE—al)JE E®¢ do

eingehen kann. Da die vorangehende Proposition zusétzlich die Symmetrien der einzelnen
irreduziblen Summanden der Ricci-Tensoren aufzeigt, kann identifiziert werden, welche Tor-
sionsanteile in welchem Summanden beitragen kénnen. Die Symmetrien des U(3)-Anteils der
intrinsischen Torsion kénnen einfacher aus dem Endomorphismus A € End(TM), der der
Bedingung [A] v = &x gentigt, als aus f x selbst abgelesen werden, daher werden zunéchst
entsprechende Ausdriicke fiir Vf sowie Vf ausgedriickt durch A und VA angegeben.

Proposition 6.19 Fir die kovarianten Ableitungen 65 und @f der U(3)-Torsion und Vek-
torfelder U, X,Y gilt:

(Vu€)xY ="Rey((VyA)X,Y,") + 3a(U)éxJY
="Rep(VuA)X,Y, ") — a(U)(JE)xY

BEWEIS  Da V metrisch bzgl. g ist, ergibt sich aus der Definition in Proposition 5.7:
9(Vue)xY, Z)
= 9(Vu(6xY), 2) - g(Se, <Y 2) — 9(6x VoY, Z)
= Vug(€xY, Z) = 9(€xY, Vo Z) — g(&s, x Y 2) — 9(6x VY, Z)
= Vu(Rep(AX,Y, Z)) — Rep(AVy X, Y, Z) — Rep(AX, VY, Z) — Rep(AX,Y,Vy Z)
= (VuRep(A, -, ) (XY, Z)
Mit (@UA)X = @U(AX) — A(@UX) und V = V — «J und Proposition 4.14 folgt damit
weiter:
J(VuxY, Z) = Rep(Vy A)X,Y, Z) + (VuRe)(AX,Y, Z)
= Retp)(VyA)X,Y, Z) — a(U)(Der(J)Re)(AX,Y, Z)
= Rep((VyA)X,Y, Z) + 3a(U)Re(AX, JY, Z)

Dies zeigt Teil den ersten Teil der Aussage. Der zweite Teil folgt daraus durch erneutes
Einsetzen von Vi = Vi — a(U)J:

(va)XY RM#( vUA) ) - b'R,e'Lﬂ(Oz(U)[J, A]Xv Yv') +3bRew(a(U)AX, JY?')
="Retp(VuA)X,Y,") — 2a(U)JExY + a(U)&sxY
="Retp(VuA)X,Y,") — a(U)(JE)xY
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Auswertung aller auftretenden Terme liefert dann das folgende, auch in [7] angegebene Theo-

rem:

Theorem 6.20 Sei (M, g,w,Re)) eine speziell fast-hermitesche, sechsdimensionale Man-
nigfaltigkeit mit intrinsischer Torsion & + aJ, dann g¢ibt die folgende Tuabelle Beitrige der
Torsion zu ric* (linke Spalte) und ric (rechte Spalte), wobei der positive Fall mit ,+“ bzw.
S (LB kennzeichnet die Anteile, die auch im halbflachen Fall beitragen kénnen), der ne-

gative mit - “gekennzeichnet ist:

BEWEIS

ric*

ric

Rg

T [Ag']

Rg

T [Ag']

[5ym®9]

da

+

+

Ve, adét
V&, alty
Vés, ales
Véy, aJ€E

+ H

H

ol
GG
§3®@ &3
§4® &

+ H H

& &7
& &
&
& &
& - &
& &
& &
& &
£3-&

+

_|_

+ H

H

+

Nach Proposition 6.14 und 6.16 zerfallen die beiden Kriimmungsausdriicke fiir ric
und ric* in einen Summanden, der iiber da nur von Ps(7) abhéngt sowie weitere Summan-
den, die nur von der Reduktion der Strukturgruppe auf U(3) abhéngen, da V den minimalen
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U(n)-Zusammenhang bezeichnet. Die Beitrdge von da (1. Tabellenzeile) werden in Lemma
6.21 diskutiert.

In [18] wird fiir U(3)-Strukturen die Abhéngigkeit des riemannschen Kriimmungstensor von
der intrinsischen Torsion dieser Struktur diskutiert und gezeigt, dass dieser nur von &; - §;
(oder gleichbedeutend &; ® &; fiir ¢ = j) abhéngt, also keine Terme &; A §; auftreten. Folglich
héngen auch ric und ric* nicht von derartigen Termen ab, dies kann auch direkt aus (6.15) -
(6.17) gefolgert werden. Damit sind in der angegebenen Tabelle alle Torsionsanteile aufgelis-
tet, die zu den Kriimmungen beitragen, wobei die U(3)-Komponenten in SU(3)-irreduzible
Summanden zerlegt wurden. Die Aufspaltung des Tensors @f in V& und aJ¢ folgt dabei aus
Proposition 6.19.

Die Beitrdge von @5 zu ric sind in Lemma 6.22 explizit diskutiert, die in der Proposition
angegebene Tabelle ergibt sich durch Zusammenfassen beider Tabellenhélften des Lemmas.
ric* héngt nach 6.14 nicht von 65 ab. Auf einen kompletten Beweis aller Tabelleneintriage
wird an dieser Stelle verzichtet, da vor hier allem Terme, die potentiell von 1. Ordnung in &
sein konnten, von Interesse sind. Lemma 6.22 diskutiert exemplarisch die ; ® {;-Abhéngigkeit
von 1ic, die verbleibenden Eintrdge konnen auf analoge Art und Weise aus (6.15) - (6.17)
abgeleitet werden.

Lemma 6.21 Der Summand daf-, J-) aus Proposition 6.14 und 6.16 trigt zu allen Kompo-
nenten von ric* sowie zu den Komponenten Rg & J1) [Aé’l] von ric bei.

BEWEIS  Projektion der Form da(-, J-) auf den J-(anti)invarianten Anteil liefert:

(da(-, J)) = (X,Y) =1 (da(X, JY) + da(JX, J2Y)> =1 (da(X, JY) + da(y, JX))

Folglich ist der J-invariante Anteil symmetrisch, der antiinvariante Anteil schiefsymmetrisch.
Nach Proposition 6.18 existiert damit kein [[Symz’o]] -Beitrag zu ric, wihrend fiir ric* keiner-
lei Restriktion folgt.

d
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Lemma 6.22 Die kovariante Ableitung @f des U(3)-Anteils der intrinsischen Torsion trigt

iiber die Summanden tr((V.€)xY) und tr((Vx€).Y) in Proposition 6.16 wie folgt zu ric bei:

tr((V.9)xY) tr((Vx§).Y)
Ry | Joy[Ag"] | [Sym®O] || Ry | Joy[Ag"] | [Sym®O]
ver | - - - - - -
VéE | - - + - - -
Ve |- - + - - -
Ve | - |+ S :
V& |+ + - + + +
BEwWEIS  Durch Ausschreiben der Spur folgt aus Proposition 6.19:
tr((V.£)xY) = ZRe¢ Vi, A)X,Y, E;) + 3a(E;)Re(AX, JY, E;) (6.13)
tr(Vx€).Y) =Y Ret(VxA)E;, Y, E) + 3a(X)Rev(AE;, JY, E;) (6.14)

7

Da V ein metrischer U (3)-Zusammenhang ist, weist VxA die gleichen Symmetrien (d.h. sym-
metrisch /schief sowie C-linear /C-antilinear) wie A auf. Desweiteren gilt Vy A € T (T*M ® 1),
falls A in C*°(M) ® 1 liegt, und aufgrund von VJ =0 folgt die entsprechende Eigenschaft
auch fir A € C°(M) ® J. In beiden Féllen sind die Ableitungen wieder skalare Vielfache
von I bzw. J. Damit weisen die beiden Summanden in (6.13) bzw. (6.14) jeweils die gleichen
Symmetrieeigenschaften auf. Da das Verschwinden der Beitréige einiger Torsionskomponen-
ten im Folgenden auf diese Symmetrieeigenschaften zuriickgefiihrt wird, geniigt es, aus beiden
Gleichungen jeweils den ersten Summanden (inklusive Summation iiber i) zu betrachten.

e Werden in (6.13) Endomorphismen, die ein Vielfaches von 1T oder J sind, eingesetzt,
so resultiert ein Ausdruck, der antisymmetrisch in X und Y ist. Folglich gibt es keine
Beitrage von @fli in der linken Tabellenhélfte geben. In (6.14) verschwindet der Beitrag
vollstédndig, denn zum Beispiel gilt

> Rep(JE;,Y, Ey) ZReqp E;\Y,JE;) ZReqp JE;, Y, E;),

Damit gibt es auch keine Beitrige von ngc in der rechten Tabellenhélfte.
e Ist S ein symmetrischer Endomorphismus, so gilt wegen S;; = Sj; allgemein

= Re¢(E;,Y,S;iE;) =Y _ Re(E;,Y, SE))

Y Rey(SE;,Y, E;)
( ij J

Folglich verschwinden derartige Summanden. Dies zeigt, dass in der rechten Tabel-
lenhélfte keine Beitriage aus fo, Vﬁ; und V&s resultieren.
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e Fiir A € End(TM)*’* folgt aus diesen Symmetrien
Re(ViAn o, B (X,Y) = 3 (Rew(Ve A)X, Y, E)+Retb(VE,A)IX, JY, Ey)) = 0.

Folglich tragen %ff[ und @5; nicht zu Rg & J(y) [Aé’l] auf der linken Seite bei. Mit
derselben Begriindung (mit umgekehrten Vorzeichen) tragen @fg und §§4 auf dieser
Seite nicht zu [[Sym ’0]] bei.

e Fiir A € End(TM)~/* ist JA = AJ symmetrisch. Mit dem oben auf symmetrische
Endomorphismen angewendeten Argument folgt:

ZRew (VxA)E;, Y, E;) me (VxA)E;, JY,E;) =0

Damit tragt die Komponente @52* auf der rechten Seite der Tabelle nicht bei.

e Fiir A € End(TM)*”/~ gilt analog zu dem oben verwendeten Argument:

Y Rep((Vi,A)Ej, Ej, Bi) =0
(]
Es existiert demnach kein Beitrag von 653 zu Rg auf der linken Tabellenhélfte.
Alle anderen mit ,,+“ gekennzeichneten Kombinationen liefern im allgemeinen nichttriviale
Beitrédge zur Ricci-Kriimmung, da die entsprechenden Terme nicht aufgrund der Symmetrie-
eigenschaften des Endomorphismus A verschwinden. Es kann gezeigt werden, dass es moglich
ist, A € End(TM) und damit ¢ = [A]Y (zumindest lokal) so zu wihlen, dass diese Anteile

tatsdchlich beitragen.
O

Lemma 6.23 Die Tensoren ff[ ® §1i und §2i ® 5; tragen tiber die Summanden tr(ExEyyJ),
tr(€e.xY) und tr(&.Y') in Proposition 6.16 wie folgt zur Ricci-Kriimmung bei:

ric € Rg fiir Torsionsbeitrige der Form ff[ ® ff[

ric € Rg @ J; [A(l]’l] fiir Torsionsbeitrige der Form §2i ® §2i

BEwWEIS  Fiir die erste angegebene Spur ergibt sich mit der Definition des Endomorphismus
Ain (5.1) durch Entwicklung des Endomorphismus £x in der Orthonormalbasis {E; }:

tr(éxéryJ) = Zg &y B, Ex ) ZRew (AJY, JE;, ExEy)
= — Znew AJY, JE;, g(Ex E;, Ej)E;)
ij
=~ Re¢(AJY,JE;, E;)Re)(AX, E;, E)) (6.15)
ij
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Ganz analog konnen die beiden anderen Terme umgeformt werden:

tr(éexY) = ZRew (AE;Y, E))Rep(AE;, X, Ej) (6.16)

tr(ey.Y Z Re(AE;,Y, E))Re(AX, E;, E;) (6.17)

Die Behauptung ergeben sich dann wie folgt aus den Symmetrien von A:

e Ist A ein Vielfaches von T oder J, so haben die Ausdriicke aus (6.15), (6.16), (6.17)
die Form const - ), Rey(X, E;, Ej)Rey(Y, E;, E;) und sind nach Lemma 4.9 (b) ein
Vielfaches von g.

e Fiir A € End(TM)’* ergibt sich fiir den Term in (6.15) nach der Substitution E; —
JEZ

=Y Re(AJ(JY). JE;, Ej)Rew(A(JX), B, E)
ij
=~ Rey(AJY,JE; E;)Re(AX, E;, E))
ij
Also ist dieser Term ist J-invariant. Die Anteile aus (6.16) und (6.17) geniigen derselben

Symmetrie, folglich tragen sie ebenso nicht zum J-antiinvariantem Teil [[Sme’O]] von
ric bei.

Bei geeigneter (lokaler) Wahl der intrinsischen Torsion gibt es dagegen Beitrige von ffc ® ffc
zu den Komponenten von ric, die im Lemma angegeben sind.

g

Halbflache Mannigfaltigkeiten geniigen der Bedingung ¢ = & = & = aJ = 0. Damit tragen
zu ric* bzw. ric nur noch diejenigen Anteile der intrinsischen Torsion bei, die in Theorem 6.20
mit ,H“ markiert sind. Folglich kann eine erste Antwort auf die Frage gegeben werden, ob
die Ricci-Kriimmung einer halbflachen Mannigfaltigkeit notwendigerweise nur solche Terme
enthélt, die von 2.0rdnung in der Torsion bzw. in ihren Ableitungen sind. In der expliziten
Formel aus Proposition 6.16 haben alle Terme diese Eigenschaft mit Ausnahme von

—2tr((V.€)xY) + 2tr(Vx€).Y)

Uber die beiden Summanden kann an dieser Stelle keine Aussage gemacht werden, a priori
konnen hier Terme von 1.0rdnung auftreten. Im Prinzip kénnte noch V=V + & substituiert
werden, da aber {iber V& keine Aussage getroffen werden kann, fithrt das an dieser Stelle
nicht weiter. Zusammenfassend ergibt sich:

Korollar 6.24 Aufgrund darstellungstheoretischer Uberlegungen kann nicht ausgeschlossen
werden, dass der Ricci-Tensor halbflacher Mannigfaltigkeiten Terme enthdlt, die von mazimal
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1. Ordnung in der intrinsischen Torsion sind. Fine hinreichende Bedingung ist nach Theorem
6.20 und Lemma 6.21 durch die Spurfreiheit der Tensoren X +— (@Xg)yz fiir beliebige X, Y €
['(TM) gegeben. Dies ist insbesondere der Fall, wenn die intrinsische Torsion parallel bzgl.
des U (3)-Zusammenhangs ist. Die (x)-Ricci-Kriimmung einer halbflachen Mannigfaltigkeit
ist dagegen immer von 2. Ordnung in der Torsion.

Bemerkung 6.25 Die im vorangehenden Korollar genannte Bedingung @f = 0 ist tatsdchlich
eine starke Restriktion. Nach [12] (Theorem 5.14) kann dies lediglich in 4 Fillen auftreten:

(a) (M,g) ist lokal isometrisch zu einem nicht-symmetrischen, isotrop irreduziblem homo-
genen Raum

(b) (M,g) ist lokal isometrisch zu (G x G)/G oder (G ® C)/G.
(¢) (M,g) hat schwache Holonomie SU(3) oder Gy
(d) V ist torsionsfrei

(d) ist der triviale Fall und (b) sowie schwache Holonomie G5 kénnen aus Dimensionsgriinden
nicht auftreten. Also muss die Struktur entweder der Restriktion aus (a) geniigen oder schwa-
che Holonomie SU(3) haben. Im zweiten Fall wire sie zusitzlich zu halbflach auch Nearly
Kahler (siehe [24]), nach Proposition 5.24 lage ihre intrinsische Torsion also in Wy, sie wére
auf einen eindimensionalen Unterraum eingeschréankt . Aus der Tabelle in Theorem 6.20 folgt,
dass es sich dann bereits um eine Einstein-Mannigfaltigkeit handelt. Angesichts der Tatsache,
dass quadratische Torsionsterme als Korrektur zur homogenen Einsteingleichung in der An-
wendung in der Physik auftreten diirfen, wére die Einschréankung auf den Nearly-Kahler-Fall
sehr restriktiv.

Bemerkung 6.26 Umgekehrt folgt fiir eine halbflache Struktur unter einer der beiden Zu-
satzannahmen

(a) ricist von 2.0rdnung in 7
(b) Die Mannigfaltigkeit ist Einstein

aus den hier dargelegten darstellungstheoretischen Argumenten nicht notwendigerweise, dass
die Struktur bereits Nearly Kéhler ist. Im Fall (a) wére es denkbar, dass V¢ zu 2. Ordnung
in der Torsion beitrégt. Die Tabelle zeigt weiter, dass im Fall (b) Torsionsanteile in W, & Ws
auftreten, deren Beitridge zu ric in J) [Al, 10] bzw. zu [[Sme’O]] liegen und die sich bei
geeigneter Wahl der Torsion prinzipiell herausheben kénnten.

6.4 Ein Beispiel von Torsionsbeitrigen 1. Ordnung

Nach Proposition 6.16 sowie Korollar 6.24 ist es nicht notwendig, dass im Falle halbflacher
Mannigfaltigkeiten die intrinsische Torsion erst in 2.0Ordnung zu ric beitrigt. Aus der Form
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dieser ,stérenden “Terme ist nicht ersichtlich, warum sie im betrachteten Fall immer ver-
schwinden sollten. Um explizit zu zeigen, dass diese Terme nicht-trivial sein und damit bei-
tragen kénnen, wird im Folgenden ein Beispiel diskutiert, dessen Torsion in W'~ @W?~ @ W3
liegt und bei dem die angesprochenen Anteile zu ric (computergestiitzt) berechnet werden
konnen. Zur Vereinfachung wird im Folgenden nur der Anteil

ricVS(X,Y) = tr((Vx£€).Y) — tr(V.£)xY)

betrachtet, denn wegen V=V + ¢ sind alle anderen Anteile zu ric in jedem Fall quadratisch

in &.

Das Beispiel stammt aus der Klasse der kompakten Nilmannigfaltigkeiten N6, dies sind kom-
pakte Quotienten von nilpotenten Lie-Gruppen? G. Es kann gezeigt werden (siche [8] sowie
die dort aufgefiihrten Referenzen), dass diese Mannigfaltigkeiten stets parallelisierbar sind, al-
so das TN® =2 T* NS trivialisierbar sind. Damit ist es moglich, eine globale Basis (E1,. .., Eg)
aus Vektorfeldern bzw. {E?} (duale Basis) aus 1-Formen zu wihlen, diese entsprechen inva-
rianten Vektorfeldern bzw. 1-Formen auf GG. Aus der Nilpotenz folgt, dass diese Basis derart
gewithlt werden kann, dass fiir die dufleren Ableitungen dE* (hier bezeichnet {dE*} nicht die
zu {E'} duale Basis) gilt:
dE" € A*span(E*,... E1)

Vermoge der Differentiationsregel (6.7) existiert hier eine enge Beziehung zwischen Struktur-
konstanten von g in [E;, E;| = Y, TijiE), g aufgefasst als linksinvariante Vektorfelder auf N,
und den Ableitungen:

Tijx = E*(|E;, Ej)) = E;E*(E;) — E;E*(F;) — dE*(E;, E;) = —dE*(E;, E;) (6.18)

Die Metrik g wird durch die Forderung, dass {E£;} Orthonormalbasis ist, fixiert und fiir die
fast-komplexe Struktur sowie (den Realteil) der komplexen Volumenform der Einfachheit
halber die Standardstruktur aus 4.8 gewé&hlt:

g=) E'QF J =Y FEsa1 A Ea (6.19)
3 «

(2

Re) = g(El% _ g6 _ 236 _ E245)

Prinzipiell kénnen, siehe etwa [9] oder [1], an dieser Stelle auch andere Tensoren gew&hlt wer-
den, die dann entsprechend andere geometrische Eigenschaften implizieren. Die Geometrie
wird, im Hinblick auf die folgende Berechnung des Levi-Civita-Zusammenhangs vor allem
durch die Festlegung der Ausdriicke dF; fixiert.

20Eine zusammenhingende Lie-Gruppe G heifit dabei nilpotent, wenn ihre Lie-Algebra g nilpotent ist. Dies
bedeutet, dass die absteigende Zentralreihe nach endlich vielen Schritten den Wert 0 erreicht :

g =gog' = 9, g] Sgli= [g,gl] D... DgN = [g,gN_l] = (0)

g heifit dann auch N-stufig nilpotent
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Zur Berechnung der Torsionsbeitriage zu ric werden kovariante Ableitungen bendtigt. Da die
Lieklammern der Vektorfelder {E;} in den betrachteten Modellen nach (6.18) bekannt sind,
kann V nach der Koszul-Formel (siehe [34]) berechnet werden:

Lemma 6.27 Der Levi-Civita-Zusammenhang bzgl. g ist eindeutig durch die folgende Iden-
titdt festgelegt:

o(VxY,2) = 5 (Xg(¥,2) ~ Zg(X.¥) + Y(Z,X)

~9(X,[Y, Z)) + 9(Z, [X,Y]) + 9(¥, 2, X))
Speziell fiir Ableitungen der Form Vg, E; lassen sich wegen g(EZ,E ) = const die Entwick-
lungskoeffizienten in der Orthonormalbasis leicht berechnen. Da V V via (6.1) aus V be-

rechnet werden kénnen, impliziert das folgende Lemma, dass Terme der Form Vg, E; bereits
ausreichend sind :

Lemma 6.28 FEin Ausdruck der Form (Vx&)yZ ist tensoriell in allen drei Vektorfeldern
X, Y, Z, d.h fir f,g,h € C®(M) gilt:

(Vix&)gy (hZ) = fgh- (Vx&yZ

BEWEIS  Die Tensorialitdt in X folgt direkt aus der des Zusammenhangs V x. Im zweiten
Eintrag ergibt sich aus der Definition des Zusammenhangs:

(Vx8gvZ = Vx (v Z) — &y (VxZ) — &v (g Z

=dg(X)Vx(&yZ) + gVx (& Z) + 98y (Vx Z) = §ag(x)y +gvxY) Z
=9Vx(&yZ) + 98y (VxZ) — 9wy Z
9-(Vx&)vZ
Die Tensorialitét in Z kann ganz analog bewiesen werden.
]
Fiir Vektorfelder X =), fiE;,Y = Zj gjE; und Z =), hyE}, ergibt sich folglich
(Vx&vZ = Zfzg]hk (Ve E,Er
ijk
= figihn (in(ij Ey) = &5,(VE Er) — &vp, B, (Ek)> (6.20)
ijk

Diese Formel enthélt nur kovariante Ableitung der Vektorfelder {E;}, fiir eine Implemen-
tierung auf dem Computer erscheint es daher sinnvoll, Vg, als lineare Abbildung auf dem
Vektorraum RE; @ --- @ REg aufzufassen und in Form einer 6 x 6-Matrix anzugeben. Ma-
trixdarstellungen fiir Levi-Civita-Zusammenhang V und intrinsischer Torsion ergeben sich
dann aus Lemma 6.27:
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(Ve )k = 9(VE Ej, Ey) = —g(E;, [Ej, Ex]) + 9(Ey, [Ei, Ej]) + 9(Ej, [Ex, Ei]) (6.21)
ek = (=3I (VEI)kj = —5(J 0 VE, 0 J)ij — 5(VE, k) (6.22)

Diese Formeln wurden in MAPLE implementiert, der einfache Programmecode ist im Anhang
beigefiigt.

Beispiel Iwasawa-Mannigfaltigkeit Wie in Korollar 6.24 diskutiert ist eine parallele in-
trinsische Torsion hinreichend fiir das Verschwinden aller Beitrige erster Ordnung in der
Torsion zu der Ricci-Kriimmung. In [2] 4.4 sowie [20] wird gezeigt, dass die intrinsische Torsi-
on der im Folgenden diskutierte Heisenberggruppe bzw. der Iwasawa-Mannigfaltigkeit nicht
parallel ist und nur Beitrige zur Komponente W3 liefert, also die vorliegende SU (3)-Struktur
halbflach ist. Diese SU(3)-Mannigfaltigkeit bietet sich damit als Kandidat fiir ein Gegenbei-
spiel an.

Die komplexe Heisenberggruppe G ist definiert durch

1 Z1 %3
Gy = 0 1 2o||#1,22,23€C
0 1

Die komplexen Koordinaten z1, 2o, z3 induzieren dann die invarianten holomorphen 1-Formen
o1 = dz1, 00 := dzo, 3 := 2z1dzo — dzg, die offenbar den Relationen day = das = 0 sowie
das = oy A ag geniigen. Nach dem Ubergang zu reellen Koordinaten durch a; = E' + iE?,
ay = E3 +iE* und a3 = E® 4+ iES resultieren die Relationen
dE' =0 fiir i = 1,2,3,4
dE®> = E* NE? — B> A E* (6.23)
dES = E' ANE* + B2 A EP
Daraus ergeben sich direkt alle nicht-trivialen Lieklammern:

|By, B3] = —|Bs, B1] = —|Ea, E4] = [E4, B3] = —Fs (6.24)
[E1, E4] = —[Ey, E©| = —|E9, B3] = [E3, Es]) = —Fjg

Berechnung nach (6.21) und (6.22) liefert dann die Matrixdarstellungen des Levi-Civita-
Zusammenhangs und der intrinsischen Torsion zu:

Vi, =435 + 56 Vi, = +3E6 — 5615
Vi, = —3E5 — £E Vi, = —1&6 + 365
Vi, = —1&3+ 3Eu Vs = —3&14 — 363
£, =0 $my =

£E3 =0 §E4 =0

Eps = +3E13 — 3E Eps = +3E14 + 303
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Hier bezeichnet &;; die Matrix, deren einzige nicht-triviale Elemente +1 an der Stelle (i, 5)
sowie —1 an der Stelle (j,4) sind. Durch Einsetzen dieser Resultate in (6.20) kann der Term
1.0rdnung in Proposition 6.16 direkt berechnet werden, es ergibt sich

2> 9(Ve&)EEr Ei) =2 9(Ve, ) g By Ei) = Cij
mit C; =3 fiir j = 1,2,3,4 und C; = 2 fiir j = 5,6

d.h die gesuchten Beitriige ric(Vé) zur Ricci-Kriimmung ergeben sich fiir X = > X ie; und
V=5 Y7e; insgesamt als

4 6
ricV(X,Y) =3 X'V +2) XY
=1 =5

Folglich ist ein Beispiel identifiziert, in dem die kovariante Ableitung V¢ bei einer halbflachen
Mannigfaltigkeit zur Ricci-Kriimmung beitrégt.

Dies ist allerdings erst ein Indiz, dass Terme in erster Ordnung auftreten koénnen, da V¢
quadratisch in ¢ sein kénnte. Dies kann durch Reskalierung der intrinsischen Torsion tiberpriift
werden. Eine Transformation £ — t£ fiir ¢t € R fiihrt dann zu einer induzierten Transformation

ricVe — ricV) ~ (0 + . )ricVO

wobei § den kleinsten Exponenten in der Entwicklung der t-Abhéngigkeit bezeichnet. Fiir
d < 2 kann dann direkt auf Terme erster Ordnung geschlossen werden. Die intrinsische U (3)-
Torsion ist allerdings nicht beliebig skalierbar sondern wird nach Proposition 5.27 durch (g, J)
bestimmt, d.h. jede Transformation muss durch Anderungen an diesen Tensoren realisiert
werden. Es existieren damit folgende Moglichkeiten einer Anderung:

(a) Skalierung von V durch Abdnderung von g:
Aus (6.21) ist ersichtlich, dass eine Skalierung der Lie-Klammern in (6.24), induziert
durch eine Multiplikation der nicht-trivialen Differentiale in (6.23) mit ¢, zu verdnderten
Objekten fithrt: V. — tV sowie & — t£. Diese naive Konstruktion impliziert aber die
Skalierung V& — t2V§, produziert also immer quadratische Terme und ist daher hier
unbrauchbar.

(b) Skalierung von J:
FEine direkte Skalierung von J ist unzuléssig, da fiir fast-komplexe Strukturen die Bedin-
gung J? = —T erfiillt sein muf. In [1] wird gezeigt, dass die Menge der fast-komplexen
Strukturen auf der Iwasawa-Mannigfaltigkeit isomorph zu CP3 ist. Es ist also moglich,
Einparameterfamilien?! fast-komplexer Strukturen bzw. von U(3)-Strukturen zu be-
trachten. Dies wird im Folgenden an einem einfachen Beispiel durchgefiihrt.

21Bine Einparameterfamilie ist hier eine glatte Abhingigkeit des Tensors/ der Tensoren von einem reellen
Parameter t
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Neben der fast-komplexen Struktur in (6.19) definiert auch
Ji:=FE1NEy—FE3NE4— F5 N\ Fg

eine fast-komplexe Struktur auf der Iwasawa-Mannigfaltigkeit, bzgl. derer Re) eine (3,0)+(0,3)-
Form ist. Allgemeiner folgt aus der Darstellung in der expliziten Basis, dass dies fiir alle
Tensoren der Form

Jp := E19 + cos 0(Es4 + E56) +sinf(—Fs3y — E56)

der Fall ist. Tatséchlich definiert Jy eine Einparameterfamilie orthogonaler fast-komplexer
Strukturen, denn eine Rechnung mit Matrizen zeigt { E34, E56} = 0 und damit

(Jp)* = E2y + (cos? 0 + sin® ) E2, + (cos® 0 + sin? 0) E2 + cos O sin §{ Es4, Es6 }
=B+ Efy + Bl = —1
Die Orthogonalitét ergibt sich dann sofort mit .J, L= gy = Jf§. Damit wurde eine Ein-
parameterfamilie von SU (3)-Strukturen (g, Jo, Rev) definiert, die J in J; deformiert. Mit

Hilfe von Proposition 5.26 kann unter Verwendung von wy =2 Jy leicht die Halbflachheit der
Struktur gepriift werden. Aus den Differentialen in (6.23) folgt:

wp A dwp = (cos § — sin O)wy A (dE° A E® — E5 A dES)
= (cos b — sin + (cos ¢ — sin + AN — — —
0 ind 1212 0 ind 1334 1356 13136 13246 12514 12523
0

dRe @(EB ANdE® — EY NdES — E» AN dES — E** A\ dEP)

2 1324 1423 2314 2413
(=BT —E77 - E7T - E7)

I
o

Dies zeigt die Halbflachheit. Durch die Umbenennung a := cosf und sinf = 1 —a? =
1 —a?/2 — ... fiir a € [0,1] kann diese Struktur leicht in das MAPLE-Programm eingefiigt
werden. Da sich Vg, nicht &ndert, ist nur intrinsische Torsion neu zu berechnen:

§er = =5V 1= a*(Es5 + Eup) e, = =5V 1 —a*(E36 — Eus)
s = =3V 1 — a?(E15 + Ea) g, = —3V1 — a?(Ei6 — Eas)

§Es = +“—22(513 — &) §Eg = +§(514 + E23)

Fiir a = 1 werden erwartungsgemaf die alten Resultate reproduziert. Die Anteile {g,, ¢ =
1,2, 5,6 sind mindestens erster Ordnung in @ wiahrend £g,, © = 3,4 nullter Ordnung in diesem
Deformationsparameter sind, d.h es wird nicht die gesamte intrinsische Torsion in mindestens
erster Ordnung in a skaliert. Folglich ldsst sich das Skalierungsargument zunéchst nicht an-
wenden, denn aufgrund der genannten Terme konnte die Torsion ausschliellich quadratisch
in ric eingehen obwohl die Kriimmung selbst in niedrigerer Ordnung von a abhéngt. Sollten
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die beiden Anteile {g,, @ = 3,4 allerdings nach dem Einsetzen geeigneter Vektorfelder X,Y
in 7ic(V€) nicht beitragen, wire das Argument zuléissig. Um zu priifen, ob dies bereits fiir die
Vektorfelder {E;} der Fall ist, werden die beiden Terme {g, und {g, zusitzlich mit einem for-
malen Parameter ¢ € RT multipliziert. Die Berechnung der Ausdriicke ric(V%) (E;, E;) liefert
dann folgende von Null verschiedene Werte fiir ric:

ricV(Ey, Ey) = ricV By, By) = $ca® — S+ 3a’
T’ic(vé)(Eg’Eg) — MC(W)(E47E4) =g
ricV8)(Bs, Bs) = ric V9 (B, Eg) = (1 - §)a” + V1 —a? + §

Fiir a = ¢ = 1 werden erneut die bekannten Ergebnisse reproduziert. Da in den Werten
rictVé) (E;, E;), i = 3,4 kein Parameter c¢ auftritt, gehen in diese Terme nur die Torsionsbei-
trége £g,, ¢ = 1,2, 5,6 ein. Sowohl diese Beitrédge als auch der Summand zur Ricci-Kriimmung
sind erster Ordnung in a, ein Beitrag ¢2 kann fiir i = 3,4 keinen Term von kleinerer Ordnung
als 2 in a liefern. Folglich kann die intrinsische Torsion nicht ausschliefllich quadratisch zu
ric beitragen. Die Anfang des Kapitels vorgestellte Vermutung ist falsch. Als Konsequenz
kann auch die Relation V7 = 72 nicht fiir beliebige halbflache Mannigfaltigkeiten gelten. Die
schwichere Forderung, dass ric im Grenzwert kleiner Torsion ebenfalls klein wird, wird von
diesem Beispile aber nicht verletzt.
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A Anhang : Maple-Programmcode

Im Folgenden wird der Maple-Programmcode, auf dem die Rechnungen in Kapitel 6 basieren,
angegeben und kurz kommentiert. Kommentare sind italic gesetzt und stehen unterhalb des
Bereichs, auf den sie sich beziehen, Programmecode ist im typewriter-Stil gesetzt.

with(LinearAlgebra):

e := array(l..6):
or i from 1 to 6 do el[i]:= Vector(6,shape = unit[i]): end do:

Implementierung der Basisvektorfelder

L := Array(1..6,1..6):
for i from 1 to 6 do
for j from 1 to 6 do
L[i,j] := Vector([0,0,0,0,0,0]):

end do:
end do:
L[1,3]:= -1*xe[5]: L[3,1] := e[5]:
L[1,4]:= -1xe[6]: L[4,1] := e[6]:
L[2,3]:= -1xe[6]: L[3,2] := el[6]:
L[2,4]:= e[b]: L[4,2] := -1xe[5]:

Implementierung der Lieklammern und Eintrag der von Hand berechneten nicht-trivialen Ein-
trage

Z := Array(1..6): for i from 1 to 6 do Z[i] := Matrix(6) end do:
for i from 1 to 6 do
for j from 1 to 6 do
for k from 1 to 6 do
Z[i] [k, j] := 1/2x(-1xDotProduct(e[i],L[j,k])+DotProduct(e[k],L[i,j])
+DotProduct(e[j],L[k,1i])):
end do:
end do:
end do:

Implementierung und Berechnung der Matrixdarstellung von V auf Basis der Koszul-Formel
J := Matrix(6,[([0,-1,0,0,0,0],[1,0,0,0,0,0],[0,0,0,-1,0,0],
o,o0,1,0,0,01, (0,0,0,0,0,-11,[0,0,0,0,1,011):

Definition der fast-komplexen Struktur
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T := Array(1..6): for i from 1 to 6 do T[i] := Matrix(6) end do:
for i from 1 to 6 do T[i] := -1/2%J.Z[i].J - 1/2xZ[i] end do:

Implementierung und Berechnung der intrinsischen Torsion in Matrizform

UZ := Array(1..6): for i from 1 to 6 do UZ[i] := Matrix(6) end do:
for i from 1 to 6 do UZ[i] := Z[i] + T[i]: end do:

Implementierung und Berechnung der Matrizdarstellung von v

TT := Array(l..6,1..6):
for i from 1 to 6 do
for j from 1 to 6 do
TT[i,j] := Matrix(6):
TT[i,j]:= UZ[1i]1[1,31*T[1] + UZ[i]l[2,jI1*T[2] + UZ[i][3,j]1=*T[3]
+ UZ[i1[4,j1*T[4] + UZ[i][5,j1*T[5] + UZ[i][6,j1*T[6]
end do:
end do:

Implementierung und Berechnung von f@E B
i g

X:=1;Y :=1;
Wert := 0;
for i from 1 to 6 do
Wert := Wert
+ DotProduct (UZ[X].T[i].e[Y] - T[i].UZ[X].e[Y]-TT[i,X].e[Y],el[i])-
DotProduct (UZ[i].T[X].e[Y] - T[X].UZ[i].e[Y]-TTI[X,il.elY],el[il):
end do:

Berechnung des Terms —tr((V.€)xY) + tr((Vx€).Y)

TT2 := Array(1..6,1..6);
for i from 1 to 6 do
for j from 1 to 6 do
TT2[1,j] := Matrix(6);
TT2[i,j]:= Z[i1[1,3]1.T[1] + Z[il[2,j].T[2] + Z[i]1[3,j]1.T[3]
+ Z[i][4,3j].T[4] + Z[i1[5,3]1.T[5] + z[il[6,j]1.T[6];
end do;
end do;

Implementierung und Berechnung von finE].
X:=1;,Y :=1;

Wert2 := 0;
for i from 1 to 6 do
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Wert2 := Wert2
+ DotProduct(Z[X].T[i].elY] - T[i]l.Z[X].e[Y]-TT2[i,X].el[Y],e[il)-
DotProduct(Z[i] .T[X].elY] - T[X].Z[i].e[Y]-TT2[X,1i].el[Y],e[i]):
end do:

Berechnung des Terms —tr((V.&)xY) +tr((Vx€).Y)
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