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Einige Vorbemerkungen: Begriinden Sie ihre Aussagen genau, die meisten Punkte gibt es
fiir die Begriindung, nicht fiir das Resultat. Sie diirfen Sétze aus der Vorlesung oder Resultate
der Ubung zitieren (aufler die Aufgabe fragt explizit danach). Das Hinschreiben der relevanten
Definitionen oder eine anschauliche Begriindung kann Teilpunkte geben.

Aufgabe 1. (a) (8 Punkte) Geben Sie alle Topologien auf X = {a,b} an. Begriinden Sie Ihre
Antwort.

(b) (3 Punkte) Wie viele gibt es bis auf Homomorphie, d.h. welche der in (a) bestimmten
topologischen Raume sind homéomorph. Begriinden Sie Thre Antwort.

(¢) (2 Punkte) Geben Sie einen topologischen Raum mit mehr als einem Element an, so dass alle
Folgen in diesem Raum konvergieren. Beweisen Sie Thre Behauptung.

Losung 1. (a) Sei T eine Topologie auf X. Dann gilt X € T und ) € 7. (1 Punkt). AuBer diesem
Element gibt es noch zwei weitere, denn [P(X)| = 2/%| = 4. Man kann jegliche Kombination
aus Mengen daraus wéahlen, um eine Topologie auf X zu erhalten. Es gibt die folgenden:
To = {0,{a},{a,b}}, Ty := {0,{b},{a,b}}, Ty := {0,{a,b}}, Tq := {0,{a}, {b},{a,b}}. Denn
es gilt zB. {a} N0 =0,{a} UD = {a},{a} U{a,b} = {a,b},{a} N{a,b} = {a},{a} U {b} =
{a,b},{a} N {b} = 0. Analog fiir {b}. (1 Punkt)

(b) Wir behaupten, dass von den oben genannten Topologien 7, und 7, homéomorph sind, und die
anderen beiden Topologien nicht zueinander und jeweils nicht zu 7,. Ein Homéomorphismus
f:Ta — Tp ist gegeben durch a — b und b +— a. Die Umkehrabbildung ist durch die gleiche
Vorschrift gegeben. Es gilt f=1(0) = 0, f~1(X) = X und f~}({b}) = {a} und analog fiir die
Umkehrabbildung, also ist f ein Homdomorphismus. (1 Punkt)

Angenommen es giibe einen Homéomorphismus f : 7; — 7,. Dann miisste f~*({a}) offen
sein, da f stetig und einelementig, da f bijektiv. Dies ist ein Widerspruch. Einen analogen
erhélt man fir 7, und 74. (1 Punkt)

Es ist noch zu zeigen, dass T4 nicht homéomorph zu 7, ist. Dazu sei ein Homdomorphismus
f: Ta — Tq angenommen. Dann miissen f~({a}) und f~'({b}) beide offen, einelementig
und verschieden sein. Ein Widerspruch. (1 Punkt)

(¢) Ta ist ein Beispiel. Jede Folge konvergiert gegen b, denn in jeder Umgebung von b ({a,b}
ist die einzige) liegt (schlieBlich) jedes Folgenglied. (2 Punkte) Alternative Antwort: Jede
beliebige Menge mit mehr als einem Element mit der Klumpentopologie ist ein Beispiel, denn
die einzige Umgebung eines jeden Punktes ist der gesamte Raum. Also konvergiert jede Folge
sogar gegen jeden Punkt. (2 Punkte)

Aufgabe 2. (a) (4 Punkte) Seien G, H topologische Gruppen. Zeigen Sie, dass ein Gruppen-
homomorphismus f : G — H genau dann stetig ist, wenn er stetig beim neutralen Element
e € G ist.

(b) (2 Punkte) Sei X ein topologischer Raum, so dass jede stetige Abbildung f : X — X einen
Fixpunkt hat. Zeigen Sie, dass X zusammenhéngend ist.

Losung 2. (a) Nach Vorlesung ist eine Abbildung f genau dann stetig, wenn sie stetig bei je-
dem Element ist, damit folgt sofort, dass sie insbesondere stetig bei e ist. (1 Punkt). Sei
umgekehrt angenommen, dass f stetig bei e ist. Nach Definition gilt dann fiir jede Umge-
bung U von f(e) = e, dass f~}(U) = V eine Umgebung von e ist. (1 Punkt) Sei nun
U(g) eine Umgebung von f(g). Wir behaupten, dass f(g~!)U(g) eine Umgebung von e
ist. Dies folgt, da Ay,-1), die Linksmultiplikation mit f(g™1), eine stetige Abbildung ist
als Verkettung H — {f(¢g™')} x H — H, wobei die erste Abbildung h — (f(g~1!),h) ist



und die zweite die Multiplikationsabbildung. Die Abbildung Af,-1) hat eine Umkehrab-
bildung, die Linksmultiplikation Ay, mit f(g), die ebenfalls stetig ist, A1) ist also ein
Homdomorphismus und bildet insbesondere Umgebungen auf Umgebungen ab. (1 Punkt)
Nun st f-1(U(g)) = 9~ (£(9)~"(U(g)) = 9" (f(g~))U(g)) und wir haben zuvor gezeigt,
dass f(g~1)U(g) eine Umgebung von e ist. Da f in e stetig ist, ist also f~1(f(g~1)U(g)) eine
Umgebung von e. Also ist mit derselben Argumentation wie zuvor gf~1(f(g~1)U(g)) eine
Umgebung von g. (1 Punkt)

(b) Es gilt, dass X genau dann zusammenhingend ist, wenn f : X — {0,1} stetig existiert,
wobei {0,1} mit der diskreten Topologie ausgestattet sei. (1 Punkt) Wir nehmen an, dass
X unzusammenhangend wéare. Dann gébe es also ein solches f. Wahle nun Urbilder xg, 1
von 0 und 1 und definiere g : {0,1} — X durch ¢g(0) = x; und g(1) = x¢. Dann gilt, dass
go f: X — X keinen Fixpunkt haben kann, denn ein solcher lége in einer der beiden Urbilder
Xo oder X, aber deren Schnitt ist leer. (1 Punkt)

Aufgabe 3. Sei X ein topologischer Raum, A, B C X kompakte Teilrdume. Zeigen Sie:
(a) (2 Punkte) AU B ist kompakt.
(b) (2 Punkte) Ist X hausdorffsch, so ist auch A N B kompakt.

Losung 3. (a) Sei X, eine offene Uberdeckung von A U B. Dann ist nach Definition der Un-
terraumtopologie X, N A eine offene Uberdeckung von A. Damit existiert eine endliche
Teiliiberdeckung indiziert durch «;,7 = 1,...,n. Ebenso fir B durch «;,i =n+1,...,m.
Dann ist aber X,,,i = 1,...,m eine endliche Teiliiberdeckung von AU B. (2 Punkte)

(b) Sei X hausdorffsch und seien A, B kompakt. Damit sind A und B abgeschlossen (nach Vor-
lesung: kompakte Teilmengen von Hausdorffrdumen sind abgeschlossen.) (1 Punkt) Damit
ist A N B nach Definition der Topologie abgeschlossen. Damit ist A N B als abgeschlossene
Teilmenge eines kompakten Raumes wieder kompakt. (1 Punkt)

Aufgabe 4. (a) (2 Punkte) Definieren Sie den Begriff der topologischen Mannigfaltigkeit.
(b) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass die Einbettung S* — R? \ {0} eine Homotopiedquivalenz ist.
(¢) (2 Punkte) Warum ist die Abbildung R — R?\ {0}, z + (z,1) keine Homotopiediquivalenz?

Losung 4. (a) Eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist ein hausdorffscher Topolo-
gischer Raum mit abzéhlbarer Basis, der lokal homéomorph zu R™ ist.

(b) Das Homotopieinverse ist 7 : R? \ {0} — S,z + £ (1 Punkt). Es gilt roi =idg: und ior
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ist homotop zur Identitat mittels H (z,t) = (1 — t) % + tx. (1 Punkt)
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(¢) Eine Homotopiedquivalenz induziert einen Isomorphismus der Fundamentalgruppen. (1 Punkt).
Es gilt aber 1 (S!) 2 Z und 71 (R) = {1}. (1 Punkt) Also kann dies keine Homotopiedquivalenz
sein.

Aufgabe 5. (2 Punkte) Zeigen Sie, dass es keine stetige Abbildung D? — S! mit r(z) = = fiir
alle z € St gibt.

Losung 5. Angenommen es existierte ein solches r. Dann gélte

[er(wo)] = m1(r)([eao]) = m1(r)([idp2]) = [ids1],

wobei ¢, den konstanten Weg in zo bezeichne (1 Punkt), denn D? ist zusammenziehbar, deshalb
ist der konstante Weg homotop zur Identitit. Damit wire also auch S! zusammenziehbar, was es
nicht ist. (1 Punkt)

Aufgabe 6. (a) (2 Punkte) Erlautern Sie, inwiefern die Fundamentalgruppe eines topologischen
Raumes von der Wahl des Basispunktes abhingt.



(b) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Fundamentalgruppe des Mobiusbandes, d.h. des topologischen
Raumes, der gegeben ist durch den Quotienten von R? nach der Gruppenwirkung von Z, die
gegeben ist durch t - (z,y) = (z + ¢, (—1)%y).

Losung 6. (a) Seien x,x; zwei Basispunkte. Nach Vorlesung gilt fiir einen gewéhlten Weg §
von x1 nach xg, dass (X, z1) = [6 71|71 (X, 20)[0]. (1 Punkt) Demnach ist die Fundamen-
talgruppe bis auf Isomorphie unabhéngig von der Wahl des Basispunktes in einer Wegzusam-
menhangskomponente. (1 Punkt)

(b) Die Gruppenwirkung ist bldtternd, denn ¢ - By o(x,y) N Byjo(z,y) = O (1 Punkt) und R?
ist einfach zusammenhangend und lokal wegzusammenhangend. Deshalb gilt nach Vorlesung
=~ 1 (R%/Z). (1 Punkt)

Aufgabe 7. (a) (8 Punkte) Seien p, : Ey — By und py : E; — By Uberlagerungen. Sei p :
Ey + Ey — By + By definiert durch p((eq,0)) = p1(e1) fiir e; € £y und p((ez2, 1)) = pa2(ez) fiir
ey € Fo. Zeigen Sie, dass p eine Uberlagerung ist.

(b) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass es keine Uberlagerung p : S? — R2? gibt.

Losung 7. (a) Dass die definierte Abbildung surjektiv und stetig ist, ist klar. (1 Punkt) Zusatzlich
braucht man fiir eine Uberlagerung pi, dass fir alle z € B; eine Umgebung U;(z) von z ex-
istiert, so dass p~(U;(z)) = |J,, V. eine disjunkte Vereinigung von offenen Mengen V/, ist und
plvi : Vi — Ui(z) ein HomGomorphismus fiir alle o ist. (1 Punkt). Nun ist jeder Punkte von
B; + By entweder in By oder in By (bzw. genauer in deren homéomorphen Kopien By x {0}
bzw. By x {1}). Ist nun z € B;, dann nehme die Umgebung U;(z), deren Urbild ist wieder die
Vereinigung der V!. Und nach Definition der topologischen Summe, sind diese Mengen auch
jeweils Umgebungen bzw. offene Mengen in der jeweiligen topologischen Summe. (1 Punkt)

(b) Eine solche Uberlagerung p : S2 — R? wire insbesondere surjektiv. Nun ist aber S kompakt,
R? aber nicht. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass Bilder kompakter Mengen kompakt sind.
Also kann es keine Uberlagerung p : S — R? geben. (2 Punkte)

Insgesamt waren 35 Punkte zu erreichen.



