Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler im WS 2013 /14
Losungen zu den Ubungsaufgaben (Vortragsiibung) Blatt 12

Aufgabe 48

a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom der Ordnung 4 von f(z) = cos(z) um den Ent-
wicklungspunkt zy = 0.

b) Bestimmen Sie das Taylorpolynom der Ordnung 3 von g(z) = y/x um den Entwick-
lungspunkt zy = 1.

Losung zu Aufgabe 48
a) Das Taylorpolynom p(z) hat die Form
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Die Ableitungen f*)(0) berechnen sich zu

fO@x) = cos(z) —  cos(0) 1
f(l)(x) = —sin(z) — —sin(0) = 0
f(Z) (I) = - COS(I’) — — COS(O) = -1
fO(x) sin(z) — sin(0) = 0
fO(x) = cos(z) — cos(0) = 1.
Wir erhalten also
2 4

als Taylorpolynom vom Grad 4 fir die Funktion f(x) = cos(z) um zy = 0. Mit
einer (nicht einfachen) Abschitzung des Restglieds in der Taylorformel erhdlt man
die Taylorreihe
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b) Das Taylorpolynom p(z) hat die Form
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Die Ableitungen ¢*)(1) berechnen sich zu
¢O(z) = Vz - ¢O1) = 1
o) = B o g1 =
() = L o g1 =
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Wir erhalten also
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als Taylorpolynom vom Grad 3 fiir die Funktion g(z) =/ um zo = 1.

Aufgabe 49 Bestimmen Sie das Taylorpolynom erster und zweiter Ordnung von

f(z,y, z) = cos(x)e’*

um den Punkt (0,0,0). Berechnen Sie jeweils den Betrag der Differenz zwischen Funkti-
onswert und Wert des Taylorpolynoms bei (0.1,0.1,0.1).

Losung: Es ist

f = cos(x)e¥*

fe = —sin(x)e?*

fy = zcos(x)ev?

fo = yeos(z)er
fex = —cos(x)e??
foy = —zsin(x)e”?
fer = —ysin(x)e¥*
fyy = 2%cos(z)ev?
fy: = cos(x)e¥? + yzcos(x)e¥? = (1 4 yz) cos(x)e??
f.. = y?cos(w)e¥?

Das Taylorpolynom erster Ordnung um (0, 0,0) ergibt sich zu
£2(0,0,0)
f(z,y,2z) = f(0,0,0)+ (zv2) (fy(o,om)
. £-(0,0,0)
= J:yz (O)

Der Betrag der Differenz von Funktionswert und Wert des Taylorpolynoms an der Stelle
(0,1, 0,1, —0,1) ergibt sich zu

1£(0,1, 0,1, =0,1) — 1| =|cos(0,1) > 0D — 1| ~ 1,4896-1072.

Das Taylorpolynom zweiter Ordnung um (0,0, 0) ergibt sich zu

f2(0,0,0)

" £22(0,0,0) f2y(0.0,0) £2:(0.00)\ /4
f(z,y,2) = £(0,0,0) 4 (zy=) { £,0000) ) + 5 (= F42(0,0,0) £,,,(0,0,0) £,2(0,0,0) (y)
£2(0,0,0) /1o 0 f22(0,0,0) £24(0,0,0) £22(0,0,0) #

= e () <2 (41 )

= 1-32*+yz.



Der Betrag der Differenz von Funktionswert und Wert des Taylorpolynoms an der Stelle
(0,1, 0,1, —0,1) ergibt sich zu

1£(0,1,01, —-01)—(1-2012+0,1-(=0,1))| = |cos(0,1) e® =01 — 0,985 ~ 1,0371-10*.

Aufgabe 50 Gegeben sei die Funktion f(z) = —a? + 222 + z — 1.

a) Hat f eine Nullstelle im Intervall [0, 1]7
b) Berechnen Sie die ersten drei Iterierten des Newtonverfahrens zum Startwert zo = 0.

c) Konvergiert das Verfahren in b)? Falls nein, begriinden Sie, warum nicht.

Losung zu Aufgabe 50

a) Wegen f(0) = —1 < 0und f(1) =1 > 0 hat f eine Nullstelle im Intervall [0, 1].

b) Wir wenden zunéichst das Newtonverfahren an, ohne vorher die Vorraussetzungen zu
iiberpriifen. Es ist f'(z) = —423 + 42 + 1. Mit o = 0 erhalten wir

- _f(flfo)_ _—1_
s f’(ﬂfo)_o 1 -
. f(l’l)_ 1_
= xl_f/(%)_l_I_O

Also ist 29 = ¢ und damit auch z3 = z; = 1.

c) Das Verfahren konvergiert nicht, sondern pendelt stets zwischen den Werten 0 und
1. So ist zwar im Intervall [0, 1] stets f’(x) > 0, aber dies gilt nicht fir die zweite
Ableitung. Es ist f”(z) = —122%+4 < 0 wenn wir z nahe bei 1 wéhlen (etwa z = 3).

Aufgabe 51 Gegeben sei die Funktion f(r) = 22 — 2 — 1. Wir wollen die positive reelle
Nullstelle von f mit dem Newtonverfahren approximieren.

a) Bestimmen Sie ein Intervall [a, b] mit 0 < a < b welches eine Nullstelle von f enthélt.

b) Priifen Sie, ob das Newtonverfahren in diesem Intervall anwendbar ist und berechnen
Sie die ersten drei Iterierten.

c¢) Die positive Nullstelle von f ist @ Vergleichen Sie die Ndherung mit dem exakten
Wert der Nullstelle.

Losung zu Aufgabe 51



a) Wir setzen in f verschiedene Werte fiir  ein und untersuchen, ob f das Vorzeichen

wechselt. Es gilt f(0) < 0, f(1) < 0, f(2) > 0. Also muss im Intervall [1,2] eine
Nullstelle von f liegen.

b) Es ist f'(z) = 2z — 1. Also ist f'(z) > 0 fiir > 3, insbesondere gilt dies also
im Intervall [1,2]. Fiir die zweite Ableitung erhdlt man f”(x) = 2 und somit stets

f"(x) > 0. Wir konnen also das Newtonverfahren anwenden. Wir wihlen als Startwert
xo = 1. Es gilt:

f (o) -1
1 0— F(z0) -1 2
- fla) 15
T M T ) 2733
R f(x2) §_§: 34
’ i) 3 T 21

c¢) Der numerische Wert der Nullstelle betrigt @ = 1,61803. ... Der numerische Wert
unserer Ndherung betragt % =1,61904....



