Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler im WS 2013/14
Losungen zu den Ubungsaufgaben (Vortragsiibung) Blatt 4

Aufgabe 14 Welche der folgenden Abbildungen sind injektiv, welche surjektiv?

a:{1,2,3} - {5,6,7}, 1—5 2+—6,3—5
b:{1,2,3} —» {5,6,7}, n—~8—n
c:N—=-Ny, n—n+1

d: Z x N — Q, (m,n)H%

e:R =R, z~sin(z)

Begriinden Sie Thre Antworten.

Loésung zu Aufgabe 14

e ¢ ist weder injektiv (1 und 3 werden auf 5 abgebildet) noch surjektiv (7 liegt nicht
im Bild).

e b ist bijektiv, d.h. injektiv und surjektiv, denn eine Umkehrabbildung ist durch
{5,6,7} = {1,2,3}, n— 8 —n gegeben.

e c ist injektiv, denn aus n + 1 = m + 1 folgt n = m, aber nicht surjektiv, denn die 0
und die 1 liegen nicht im Bild.

e d ist surjektiv, denn jede Zahl in Q lasst sich als ™ mit m € Z, m € N schreiben.
Die Abbildung ist allerdings nicht injektiv, denn z.B. (1,2) und (2,4) haben dasselbe
Bild.

e ¢ ist weder surjektiv (e nimmt nur Werte im Intervall [—1, 1] an) noch injektiv (z.B.
gilt sin(0) = sin(7)).

Aufgabe 15 Welche der folgenden Abbildungen R — R sind linear?

a) f(z) = bu.
b) g(z) = 3z + 2.
c) h(z) = [z|.
d) k(z) = 0.

Begriinden Sie Thre Antworten.

Losung zu Aufgabe 15

a) Die Abbildung f ist linear, denn es gilt nach dem Distributivgesetz f(z + y) =
5(x4+y) =5r+ 5y = f(z) + f(y) und auBerdem f(Ax) =5 x = \f(z).

b) Die Abbildung g ist nicht linear, denn z.b. gilt g(1+ 1) = 8 # 10 = g(1) + g(1).

¢) Die Abbildung h ist nicht linear, denn z.b. gilt A(1 4+ (—1)) =0 # 2 = h(1) + h(1).



d) Die Nullabbildung k ist linear, denn es gilt sowohl f(z +y) =0 = f(z) + f(y) als
auch f(Az) = 0= \f(x).

Aufgabe 16 Bestimmen Sie die darstellenden Matrizen der folgenden linearen Abbildun-
gen.

a) f: R? — R?’, ($1,$2) — (5$1 + 2%2, :(:2,1:1);

b) f: RE) — R57 (.Tl, Lo, X3, Ty, ZE5) — (.TQ, T3, T4, Ts5, xl);

c) f: R* = RY (21,29, 23,24) = T1 + Ty + T3 + 24

d) f:R* = RY (21,20, 23, 24) — (121, 29, 323, 424).

(Sie miissen die Linearitat der Abbildungen nicht nachweisen.)

Losung zu Aufgabe 16
a)

5 2
0 1
1 0
b)
01 000
00100
00010
00001
1 0000
c)
( 1111 )
d)
1 000
0200
0030
00 0 4
Aufgabe 17

a) Zeigen Sie: Eine lineare Abbildung R™ — R™ bildet stets den Nullvektor auf den
Nullvektor ab.
b) Zeigen Sie: Eine Abbildung f: R™ — R™ ist genau dann linear, wenn

flow + fw) = af(v) + Bf(w)
fiir alle a, B € R und alle v, w € R" gilt.
¢) Geben Sie alle linearen Abbildungen R — R an, die 1 auf 2 abbilden.

Losung zu Aufgabe 17



a)

Der Nullvektor lésst sich als 0 - v fiir einen beliebigen Vektor v € R™ schreiben. Es
gilt: f(0) = f(0-v)=0- f(v) =0.

Alternativer Beweis: Jede lineare Abbildung f: R™ — R™ ist durch eine darstellende
Matrix gegeben, d.h. es gibt eine reelle m x n-Matrix, so dass f(z) = Ax fir alle
xr € R™ gilt. Also ist f(0) = A0 = 0.

Es sind zwei Richtungen zu zeigen.

Angenommen, f sei linear. Dann folgt f(av + fw) = f(av) + f(Bw) = af(v) +
Bf(w), wobei wir im ersten Schritt die Additivitdt benutzt haben und im zweiten
Schritt die beiden Skalare o und 3 “herausgezogen” haben.

Nehmen wir nun umgekehrt an, dass f(av+pfw) = af(v)+ 6 f(w) fir alle o, f € R

und alle v, w € R gilt. Dann gilt dies insbesondere fiir & = § = 1, womit f(v+w) =
f(Qo+1w) = 1f(v)+ 1f(w) = f(v)+ f(w) gezeigt ist und es gilt insbesondere auch
fir 5 = 0 und ein beliebiges w, womit f(av) = f(av + 0w) = af(v) + 0f(w) =
af(v) +0=af(v) folgt.
Nach der Vorlesung sind lineare Abbildungen durch ihre Werte auf den Standard-
basisvektoren bereits eindeutig festgelegt, daher kann es nur eine solche Abbildung
hier geben (1 ist der (einzige) Standardbasisvektor im R!) und die einzige solche
Abbildung ist somit x — 2.

Alternativer Beweis: Sei f: R — R eine lineare Abbildung, die 1 auf 2 abbildet.
Dann gilt f(z) = f(z-1)=x- f(1) =a-2.



