Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler im WS 12/13

Losungen zu den Ubungsaufgaben Blatt 12
Aufgabe 50 Welche der folgenden Matrizen sind positiv bzw. negativ definit?
n s
A=|-1 8 2|, B=|(1 -3 1|, C=
1 2 3 1 1 _3 -8 13 —103 =«
91 -3 & 11

Losung zu Aufgabe 50 Die Hauptminoren der Matrix A ergeben sich zu 2,15 und 25.

Also ist A positiv definit.

Die Hauptminoren der Matrix B ergeben sich zu —3, 8 und —16. Also ist B negativ definit.
Die Matrix C ist weder positiv noch negativ definit, da die Elemente auf der Hauptdiago-

nalen nicht alle dasselbe Vorzeichen haben.

Aufgabe 51

a) Gegeben sei die Funktion f(z,y) = sin(z) - cos(y). Entscheiden Sie, ob (7/2,0) ein

lokales Maximum oder Minimum von f ist.

b) Gegeben sei die Funktion g(z,y) = (z +y) - e % ¥, Zeigen Sie, dass (1/2,1/2) ein
lokales Maximum der Funktion g ist. Finden Sie ein lokales Minimum von g.

Losung zu Aufgabe 51
a) Der Gradient von f ist

Vi(z,y) = (%Ei:g%) = < cos(z) cos(y) ) :

—sin(x) sin(y)

(5~ (3)

Die Hesse-Matrix berechnet sich zu

Also ist

_ a;fx(x’y) Effy(x,y) [ —sin(x) cos(y) — cos(x)sin(y)
Hy(@y) = (ZTZJ;("E»?/) Zajzfy(gg,y)) N (— cos(x)sin(y) —sin(x) cos(y)) '

Also ist
Hy <g’0> - <_01 —01)

mit den Hauptminoren —1 und 1. Die Hesse-Matrix ist im Punkt (7/2,0) also negativ
definit und es liegt dort ein lokales Maximum vor.

b) Der Gradient von g ist
. 1 —2xy — 2xz ‘
1 —2zxy — 2y

2 (x,y)

V,(z,y)= (%" ) =
oo = (B

Da die e-Funktion keine Nullstellen hat ist der Gradient genau dann gleich Null wenn

1 — 22y —22° =0, 1 — 22y — 2> = 0.



Der Punkt (z,y) = (1/2,1/2) erfiillt diese Gleichungen. Die Hessematrix berechnet

sich zu
2 2
Hny) = (o259 ogyl@y)
g\Yy) = 92 f (J} ) o2 f (x )
Oyox Y Oydy » Y

a2y 4a3 + 4a*y — 62 — 2y 4a’y + dyPx — 22 — 2y
- ¢ 42y + dy*x — 2x — 2y 4P +dyPx — 6y — 2 )

Diese ausgewertet im Punkt (1/2,1/2) ergibt

m(22) = 7 (3 )

mit den Hauptminoren —3¢~2 und 8e 2. Die Matrix ist also negativ definit und
(1/2,1/2) ein lokales Maximum von g.

Der Punkt (—1/2,—1/2) ist ebenfalls eine Nullstelle des Gradienten. Die Hesse-
Matrix in diesem Punkt ist

1 1 1 (31
Hf{— —=|=—F5
(273) = (1 5)
mit den Hauptminoren 3¢~2 und 8¢~ z. Es liegt also ein lokales Minimum vor.

Aufgabe 52 Gegeben sei die Funktion f: R3 — R mit
f(xvyvz) :$2+2y2+22+1‘2+32+1

0
a) Bestimmen Sie den Punkt (xq,y1,21) mit Vy(z1,91,21) = | 0
0
b) Entscheiden Sie ob es sich bei (x1,y,21) um ein lokales Maximum oder Minimum

handelt.
Losung zu Aufgabe 52
a) Wir berechnen den Gradient V(x,y, z) und setzen diesen gleich Null.

%(%%Z) 20+ 2 ' 0
Vi(e,y,z) = | 5,(x,9,2) | = 4y =10
g—ﬁ(x,y,z) r+22+4+3 0
Wir erhalten also ein lineares Gleichungssystem
2 +2 = 0
4 = 0
r+2z = 3.
Der Gauflalgorithmus liefert
2 01 0 10 2 — 10 2 -3
040 0| 1040 02104 0 0
102 =3 201 0 00 —3 6

Wir erhalten also die eindeutige Losung x3 = —2,20 = 0,21 = =3 — 2 - 23 =



b) Die Hesse-Matrix im Punkt (1,0, —2) berechnet sich zu
62 62
axaw(]‘ 0 _2) 88228;7;(170’_2) (989:2{2<]‘707 2) 2 01
6281‘(1 0’ _2> 828y<1’07 2) azaz(LO’ _2)
mit den Hauptminoren

2 0 2 01

det(2) = 2, det =8, det |0 4 0] =12.
0 4 1 0 2

Also ist die Matrix positiv definit und der Punkt (1,0, —2) ein lokales Minimum von
f.

Aufgabe 53

a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom der Ordnung 3 von f(z) = In(1 + z) um den
Entwicklungspunkt =y = 0.

b) Bestimmen Sie das Taylorpolynom der Ordnung 3 von g(z) = ;== um den Entwick-
lungspunkt zy = 0.

Losung zu Aufgabe 53
a) Das Taylorpolynom p(x) hat die Form

Die Ableitungen f*)(0) berechnen sich zu

fO@z) = In(1+2) — In(1+0) = 0
V) = T o = 1
f@) = ~mgr = —mep = 7
fO) Gap 7 op 2
Wir erhalten also
z? a2
p(x) =2 — 5 + 3

als Taylorpolynom vom Grad 3 fiir die Funktion f(z) = In(1 + z) um 2o = 0.
Tatséchlich gilt sogar fii |x| < 1 die Reihendarstellung

n(l+z)= i ka

k=0

b) Das Taylorpolynom p(z) hat die Form




Die Ableitungen ¢g*)(0) berechnen sich zu

g0 (z) = ﬁ — 1710 = 1=0
gV (z) = (1_196)2 — (1_10)2 = 1=1!
99@) = -y = qop = 2=2
9(3)(x> = (1_696)4 — (1_60)4 = 6=23!

Wir erhalten also

pr)=1+x+2>+2°
als Taylorpolynom vom Grad 3 fiir die Funktion g(z) = = um zy = 0. Fiir || < 1
erhalten wir die geometrische Reihe

1ix:ixk'

k=0

Aufgabe 54

a) Gegeben sei das Polynom f(z) = 2® — a mit 0 < a € R. Wo liegt die Nullstelle von
f? Ist das Newtonverfahren zur Berechnung der Nullstelle stets anwendbar?
b) Approximieren Sie v/2 mit dem Newtonverfahren.

Losung zu Aufgabe 54
a) Die Nullstelle von f ist /a > 0. Die Ableitungen von f sind
f(z) = 327, f"(z) = 6.

Es ist also f'(x), f"(x) > 0 fir x > 0. Wenn wir also hinreichend nahe an der
Nullstelle /a starten, konvergiert das Newtonverfahren.

b) Wir miissen die Nullstelle des Polynoms f(x) = 2* — 2 berechnen. Die Ableitung ist
f'(x) = 32% Wir starten mit xyp = 2 und erhalten

o= g J@) 3
1 0 f/ 1’0) 2
I A IV
2 V() 21
125116
- — 1.2609. ..
3 99205 — 12009

Zum Vergleich: /2 = 1,2599. ..

Aufgabe 55 Bestimmen Sie die folgenden Integrale
1 g ™
f e *dx, j 27 - cos(2?) du, fx - cos(x) dx.
0 0 0

Losung zu Aufgabe 55 Esist —3e % eine Stammfunktion von e~**. Das erste Integral
berechnet sich also zu
1 =1

—2z _ _1—2x _1 2
je dx—[ 26 ] —2(1 e )

0 =0



Das zweite Integral 16sen wir durch die Substitution v = z%. Dann ist g—g = 2z bzw.
2xdr = du und damit

flr -cos(x?) dz = }cos(u) du = [sin(u)]zz)r2 = sin(7?).

Alternativ kann man auch direkt die Stammfunktion sin(z?) von 2z cos(z?) einsetzen.
Das dritte Integral 16sen wir durch partielle Integration. Wir setzen

f@)==z  filx)=1,  g(z)=sin(z),  g'(x)=cos(z)

und erhalten

jx -cos(z)dz = [zsin(x)]_; — fsin(m) dz = [zsin(z) + cos(z)],_; = —2.

Man rechnet leicht nach, dass x sin(x)+cos(z) tatséchlich eine Stammfunktion von x cos(x)
ist.



