Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler im WS 12/13
Losungen zu den Ubungsaufgaben Blatt 8

Aufgabe 31 Berechnen Sie die folgenden Integrale durch partielle Integration.
1

a) f r2e” dr.
0
(Hinweis: Integrieren Sie zweimal partiell).

2

b) j cos?(z) da.

™

2

Hlnwels Nutzen Sie nach der part. Integration die Identitiit sin®(z) = 1 — cos?(z)).

f In(x) dz.

(Hmwels In(z) = In(z) - 1).
Losung zu Aufgabe 31 Die Formel fiir die partielle Integration lautet

[ f@)g (@) de = [f@)g(@)=h — [ £(2)g(x) da

a) Wir setzen zuniichst f(z) = 2% und ¢/(z) = €®. Dann ist f/(z) = 2z, g(x) = ¢® und
wir erhalten
1

1
f:erx dr = [erx xzé -2 f ze” dz.
0 0
Das verbleibende Integral integrieren wir wieder partiell. Dabei setzen wir jetzt
f(z) =z und ¢'(z) = e*. Dann ist f'(x) = 1, g(x) = ¢ und wir erhalten
1
Ime dz = [ze"]] —fe do = [ze” — *]"Z; .
0
Insgesamt ergibt sich somit
1
foe” dz = [3:2656 — 2ze” + 2¢”| i:) =e—2.
0
b) Wir setzen f(x) = cos(z) und ¢'(z) = cos(x). Dann ist f'(z) = —sin(z),g(z) =
sin(z) und wir erhalten

cos(x) dz = [cos(x) sin(z)]"— 2
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Der erste Summand auf der rechten Seite wird Null. Fiir das verbleibende Integral
nutzen wir die Formel sin?(z) = 1 — C082($) und erhalten

jcos%m)d =0+ f 1 — cos?(z) dx
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bzw.

1dz = .

ol

2 | cos?(z)dz =

3
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Der gesuchte Wert des Integral ergibt sich also zu 7.
c) Wir setzen f(r) = In(z) und ¢'(z) = 1. Dann ist f'(z) = %,g(z) = x und wir

T

erhalten
e e e 1
!ln(x) de = [In(zx)z],_] — lj o rdx
— (@) — o)
= 1.

Aufgabe 32 Berechnen Sie die folgenden Integrale durch Substitution.

e

a) j In(z) dx.

X

1
-
b) Of e
1
c) I V1 —2z2dz. (Hinweis: Man setze = = sin(t)).
|

Losung zu Aufgabe 32
Die Formel fiir die Integration durch Substitution lautet

g(b) b
[ @y du={ fg(x)) - g'(x) de
g(a) a

a) Wir setzen f(xr) = z und g(z) = In(x) und koénnen direkt die Formel anwenden,
indem wir diese von rechts nach links lesen:

e

[0 = [ fow) - @y
g(e)
= f f(u)du
9(1)

= judu

1

5 .
Alternative Losungsstragie: Wir fiithren eine neue Integrationsvariable ein, genannt u,
die von x abhéngt. Dabei wihlt man u moglichst geschickt, so dass sich der Integrand



vereinfacht. In diesem Beispiel wihlen wir v = In(z). Damit ist u also eine Funktion,
die wir nach z ableiten kénnen. Es ist

d_u
dx

1 1
= — & du = —dz.
T x

Die rechte Seite ist zunachst nur eine rein formale Identitdt. Unter dem Integral
kénnen wir jetzt aber 2 dz ersetzen durch udu. Als Letztes miissen wir noch die
Integralgrenzen ersetzen. Dazu setzen wir lediglich die Grenzen in die Funktion u
ein, d.h. die untere Grenze ergibt sich zu u(1) = 0 und die obere Grenze zu u(e) = 1.
Ingesamt ergibt sich damit

Xz

Ie In(z) dr = judu,
1 0

wie bereits oben gezeigt.
Ist man nicht nur am Wert des Integrals interessiert, sondern auch an der Stamm-
funktion, so kann man am Ende die Substitution wieder riickgdngig machen.

fln(m) de = judu

i

Man rechnet leicht nach, dass 1 In*(z) tatsichlich eine Stammfunktion von In(z)/z
ist.

b) Wir setzen u = x + 1. Dann ist fl“ = 1 bzw. du = dz. Die Integralgrenzen ergeben
sich zu u(0) = 1 und u(1) = 2. Wir erhalten also

1 2
j :Cldx
Oa:—l—

2

j (u—1)?

1

= ju—?—l— du
1
u=2

= BU2 —2u + ln(u)}

= In(2) — %

u=1



c¢) Wir setzen x = sin(¢) mit ¢ € [~7/2, 7/2]. Dann ist 9% = cos(t) bzw. dz = cos(t)dt.
Die untere bzw. obere Integralgrenze ergibt sich zu —x/2 bzw. 7/2. Wir erhalten

1 — sin®(t) cos(t) dt

j\/l—iﬁdm =
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Die letzte Gleichheit folgt mit Hilfe von partieller Integration (vergleiche Aufgabe 31

b)).

Aufgabe 33 Es seien f,g: (0,00) — (0,00) zweimal differenzierbar. Zeigen Sie folgende
Identitéten fiir die Elastizitiaten Ef(z) bzw. E,(x) von f(x) bzw. g(x).

) Erg(@) = Ey(a) + Ey(a).
b) E%(x) = —F¢(x).

©) Ey(r) = Ey(w) - Eylw).

Losung zu Aufgabe 33

a)
_ [f(w)g(x)]’,x
En@ = e
_ [@)g(@) + f@)g'(z)
f(@)g(x)
_ f@el@) +f(:v)g’ )
f(z)g(x) f(z)g(x)
_ S g@)
f(x) g9(z)
= Ey(x) + Ey(x)
b)
@)
Ly
_f'(@)
f(x)



c¢) Folgt sofort aus a) und b), denn
Ei(x) = Epz)+E
= FEi(z) — Ey(z) wegen b).

(x) wegen a)

Aufgabe 34

a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom der Ordnung 4 von f(z) = cos(z) um den Ent-
wicklungspunkt xy = 0.

b) Bestimmen Sie das Taylorpolynom der Ordnung 3 von g(z) = v/x um den Entwick-
lungspunkt zy = 1.

Losung zu Aufgabe 34
a) Das Taylorpolynom p(x) hat die Form

()
plx) = Z S0 kl(O) -k

Die Ableitungen f*)(0) berechnen sich zu

)

fO(z) = cos(z) — cos(0) = 1
fO(z) = —sin(z) — —sin(0) = 0
f@(z) = —cos(x) — —cos(0) = —1
@) () sin(z) —  sin(0) = 0
f@z) = cos(z) —  cos(0) = 1.

Wir erhalten also ) .

oz
plz)=1-— 1 + 21

als Taylorpolynom vom Grad 4 fiir die Funktion f(z) = cos(z) um xy = 0. Mit
einer (nicht einfachen) Abschitzung des Restglieds in der Taylorformel erhélt man
die Taylorreihe

cos(x) = ;(—1)]“(2]{)!.

b) Das Taylorpolynom p(z) hat die Form
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k=0

Die Ableitungen ¢g*)(1) berechnen sich zu

00w = VE = g0 = 1
0@ = L2 o g0 =
@) =~k o gO(1) = -1
0@) = P o o) = &

Wir erhalten also

ple) =1+ 5o = 1) = <0 = 1)+ oo(o = 1)

als Taylorpolynom vom Grad 3 fiir die Funktion g(z) = \/z um x¢ = 1.



